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Chimica. — Persistenza di strultura anisotropa nella silice derivante 
dall’attacco della leucite con acidi. Nota del Socio G, A. BLanc. 


Ho avuto campo, in precedenti pubblicazioni ®, di rendere noti alcuni 
fenomeni da me osservati allorquando un cristallo di leucite viene sotto- 
posto all’azione di una soluzione idrica di uno degli acidi minerali forti. 

L’attuale ricerca é stata originata dalla constatazione del fatto, gia da 
me allora segnalato, che, allorquando si sottopone un cristallo di leucite al- 
azione di una soluzione di acido cloridrico, nitrico o solforico, il cristallo 
stesso cede (pid o meno rapidamente, a seconda delle sue dimensioni, della 
temperatura e del rinnovo della soluzione acida) la totalita dell’allumina e 
della potassa contenute in esso, senza che l’aspetto generale del cristallo 
venga sensibilmente modificato, fino a che questo resta intriso di liquido. 
E cid tanto che riuscirebbe spesso difficile se non impossibile, di poter dire, 
dall’aspetto, se il cristallo sia stato introdotto nella soluzione in quell’istante, 
oppure se il processo di eliminazione dell’allumina e della potassa sia ormai 
compiuto. 

Per contro, si constatano delle variazioni di diafaneita piu o meno mar- 
cate, accompagnate da imbianchimento della massa, quando, terminato che 


(1) Presentata nella seduta del 7 febbraio 1932. 
(2) « Atti Soc. Ital. Progr. Scienze», XVI, p. 168 e segg. (1927); «Rendic. R. Acc. 


Lincei», serie 6°, XIII, p. 327 (1931). 
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sia l’attacco, si procede al lavaggio della massa residua con acqua e la si 
lascia ulteriormente prosciugare all’aria. 

Ma cid che é pil notevole, e che & oggetto della presente Nota, ¢ la 
tendenza che la massa di silice idrata residuale ha, non solo di conservare 
la forma cristallina esterna (il che si potrebbe assimilare ad un semplice fe- 
nomeno di pseudomorfosi) ma di conservare, in certe condizioni e per 
un tempo pi o meno lungo, dopo il processo di eliminazione dei due 
ossidi di potassio e di alluminio, la intima struttura cristallina che si poteva 
considerare come caratteristica del complesso KAISi,O¢. 


Ricorderd qui che la leucite, pseudocubica alla temperatura ordinaria, di- 
venta rigorosamente cubica a partire dalla temperatura di 620° C, alla pres- 
sione di 760 m/m. La birifrangenza, che é debolissima, ma pur sensibile fino 
alla suindicata temperatura, sparisce del tutto alle temperature superiori, la 
massa cristallina diventando allora perfettamente isotropa, per poi ridiven- 
tare anisotropa col raffreddamento al di sotto di 620° C, potendosi, in altre 
parole, considerare questa come una temperatura di passaggio da un tipo di 
leucite «, anisotropa, ad un tipo di leucite 8, isotropa. 


La struttura anisotropa della leucite a temperatura ordinaria appare, al- 
Yesame a Nicol incrociati, sotto forma di sottili lamelle di geminazione 
polisintetica birifrangenti, a colori d’interferenza assai bassi del primo ordine. 

Queste lamelle, nelle sezioni secondo le facce del cubo, si intersecano 
ortogovalmente, mentre si incontrano a 60° e a 120° quando la sezione sia 
stata fatta parallelamente alle facce dell’ottaedro o del dodecaedro. 

Ora ho avuto campo di osservare che i fenomeni. ottici determinati 
dalla anisotropia risultante da tale struttura lamellare del cristallo di leucite, 
continuano in certi casi a manifestarsi, senza sensibile alterazione, ad attacco 
e lavaggio compiuto, cioe dopo la completa eliminazione della potassa e del- 
Pallumina, apparendo il fenomeno tanto pil marcato per quanto il cristallo 
di leucite adoperato sia meno alterato da precedenti processi di caoliniz- 
zazione, analcitizzazione ecc. 

Sottoponendo per contro una sezione all’azione della soluzione acida 
per un tempo suflicientemente lungo, e che varia da cristallo a cristallo, 
cominciano a comparire delle zone di isotropia, .puntiformi o a. striscie, 
che si vanno estendendo piti o meno rapidamente a tutta la sezione. Questo 
processo sembra notevolmente intensificato dall’aumento della tempe- 
ratura. 

Le esperienze sono state da me fatte nel modo seguente: scelta una 
roccia, per quanto possibile non alterata, a cristalli di leucite vitrei, quali 
si rinvengono nelle leucotefriti, leucofonoliti, ecc. dei nostri vulcani del- 
Italia Centrale, ed in particolare nelle fonoliti leucitiche del Vulcano Cimino, 
venivano da me preparate delle sezioni sottili, nel modo consueto. 


— 5 > 
Scelta opportunamente la sezione di cristallo, ed effettuatane una accu- 
rata pulizia delle due facce, con benzolo, ne veniva presa una microfoto- 
gratia a Nicol incrociati. Indi veniva deposta sulla sezione qualche goccia di 
soluzione idrica di acido solforico al 25 °/,, ed il tutto veniva poi man- 
tenuto ad una temperatura di 20-30C° per periodi anche di parecchi 
giorni. 
Dopo essere stata poi accuratamente Javata con acqua distillata, la se- 
zione veniva mantenuta immersa sotto un velo di acqua, o di soluzione 
acida, oppure asciugata all’aria e fissata con balsamo. 


Per quello che ormi sappiamo della maniera in cui si compie l’attacco 
di un cristallo di leuci‘e, non era dubbio che, operando in tal modo, lal- 
lumina e la potassa contenute entro una lamella di leucite di qualche cente- 
simo di millimetro di spessore fossero completamente eliminate. 

Ho voluto tuttavia, per maggior sicurezza, verificare questo punto ed ho 
potuto cosi constatare che la potassa e l’allumina vengono completa- 
mente eliminate, nello stesso tempo, da spessori di leucite di gran lunga 
superiori a quelli delle sezioni adoperate nelle esperienze ora descritte; il 
che non puo sorprendere, ripeto, quando si pensi alle constatazioni gia da 
me precedentemente fatte sul comportamento dei cristalli di leucite in 
presenza delle soluzioni di acidi forti. 


La figura riproduce una microfotografia, (ingr. 30) a Nicol incrociati, di 
una sezione, secondo una faccia del cubo, di un frammento di cristallo di leu- 
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cite di una fonolite leucitica del Vulcano Cimino, dopo attacco con acido 
solforico. 

Lo spessore della sezione € di circa mm, 0.02. 

L’attacco & stato effettuato mediante immersione in una soluzione di 
acido solforico al 30°/, in peso, per Ja durata di 5 giorni, a circa 20° C. 
Indi la sezione é stata ripetutamente e prolungatamente lavata con acqua, e 
fotografata mentre bagnata. 

I risultati sopra riportati, possono forse essere posti in relazione con 
delle constatazioni fatte, anni or sono, da F. Rinne“ circa il comportamento 
ottico della silice residuale dell’attacco con acido cloridrico di alcune zeoliti. 

Mi riservo di ritornare sull’argomento in una ulteriore Nota, in cui 
daro i risultati di altre mie esperienze tuttora in corso. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sopra alcuni teoremi relativi ai punti singo- 
lari delle serie di Dirichlet. Nota di VLADIMIRO BERNSTEIN, pre- 
sentata dal Socio T. Levi-Crvira. 


1. In una Nota recente %) ho mostrato come si poteva, generalizzando 
un procedimento dovuto a H. Bohr, studiare l’ultraconvergenza delle serie 
di Dirichlet, 1 cui esponenti hanno una densita massima finita. Voglio mo- 
strare adesso come lo stesso metodo possa condurre a risultati interessanti 
anche nello studio delle serie di Dirichlet le pit generali. 

In primo luogo questo metodo permette di dimostrare il teorema se- 
guente : 

Teorema I. — Data una serie di Dirichlet 


(2) FQ = ZS dam, 


n=I 


si pud far corrispondere alla successione di esponenti {An} una successione di 
numeri positivi {€,} tali che ogni serie 


2) gQ)= > fy e~ Ba’ , 


a==I 


(1) « Centralblatt fir Mineralogie », Jahrg. 1902, p. 594. 
(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 
(3) Vedi questi « Rendiconti», vol. XIV, serie 6°, p. 475 (1931). 
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i cut coefficients sono uguali a quelli della serie (1), ed i cui esponenti soddi- 
sfano, a cominciare da un cerlo ordine, alla condizione 


(G3) | tn — An | Stn, 


rappresenti una funzione g(s) che differisce della funzione f(s) solo per una 
funzione intera di s. 

L’importanza di questo teorema consiste in cid che esso dimostra come 
il fatto, per gli esponenti {Ay}, di essere linearmente indipendenti, oppure 
di essere tutti razionali, non puod influire in nessun modo né sulla distri- 
buzione, ne sul carattere, delle singolarita di f(s). Infatti, gli esponenti pn , 
soddisfacenti alla condizione (3), possono sempre essere scelti in un modo 
da non presentare pit il carattere aritmetico speciale dei A,, eppure, secondo 
il nostro teorema, la funzione g(s) avra le medesime singolarita della fun- 
zione f (s). 

Lo stesso metodo permette anche di dimostrare il teorema seguente: 

TrEorEMA II. — Se la densita massima della successione di esponentt { An}. 
é infinita, si pud sempre trovare una successione di coefficienti { a, } in modo 
tale che la serie (1) rappresenti una funzione intera di s, pur avendo una 
ascissa di convergenza finita; é¢ anche possibile ottenere che tulto il piano sia 
un campo di ultraconvergenza stretta“) della serie (1). 

Ho dimostrato qualche anno fa“) che, a ogni successione di esponenti 
{An}, la cui densita massima é finita, si puo far corrispondere un numero 
5 tale che ogni funzione f(s), definita da una serie (1), abbia certamente dei 
punti singolari situati ad una distanza non superiore a 8 dalla retta di con- 
vergenza della serie stessa. Il teorema attuale mostra che, quando la densita 
massima degli esponenti A, & infinita, un tale numero non esiste pit. Ne 
scende che la nozione di densita massima, dovuta al Polya, non ha sol- 
tanto il valore di uno strumento d’indagine abbastanza acuto, ma corrisponde 
effettivamente a qualche proprieta intrinseca della successione di esponenti An. 


2. Indichiamo adesso brevemente come si dimostrino i teoremi annun- 
ciati. Il teorema I risulta dal fatto che, se i numeri positivi ¢, sono scelti 
in modo tale che Ja serie en e—*»’ converga in tutto il piano, la serie 


(4) H (s) = atu (eB! — ent) 


n—tI 


convergera anch’essa in tutto il piano ogni qualvolta la (1) avra un’ascissa 
di convergenza finita, ed i w» soddisferanno alla (3); infatti, se s pud va- 
riare entro un cerchio |s|<( A, i termini della (4) sono, da un certo 


(1) Vedi mia Nota in questi « Rendiconti», vol. XII, serie 6*, p. 91 (1930). 
(2) «Rendiconti R. Ist. Lomb. Sc. Lett. », vol. 63, p. 402 [92] (1930). 
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ordine in poi, inferiori in modulo ai termini corrispondenti della serie 
> Aen | an | ew AO. La serie (4) rappresenta dunque una funzione intera 


e 


di s; ma, nel semi-piano di convergenza della (1) (che & anche il semi- 
piano di convergenza della (2)), il secondo membro della (4) ¢ uguale alla 
differenza f(s) — g (s). Questa differenza ¢ dunque, funzione intera di s, ed 
il teorema é cosi dimostrato. 


3. Per dimostrare il teorema II conveniamo di chiamare indice di con- 
densazione di un gruppo di p + 1 numeri positivi (uo,pr,-**, il piu 

x pLEPy P Ho» B Lp 
grande fra i numeri 


I 


(5) Zig |arey| ove ¥@ = 57 TL G— oe). 


[hy | m=o 


Abbiasi adesso una successione di esponenti { A, } la cui densita mas- 
sima é infinita. Mostreremo che ¢ possibile estrarne una successione di 


gruppi 
(Em) Any, Bd An, af 19 oan > An,, + Pay > 


tali che il rapporto pm/An, tenda verso zero per m-—>» oo, e che inoltre, 
designato con Sm Vindice di condensazione del gruppo (Em), si abbia 


lim 3, =-+ co. Infatti, una formola del Pdélya®) mostra che, in questo 
iit == CO 


caso, & possibile definire una successione d’intervalli Am (Em 1m 1m) con 


I ; : . 
iv <— ty — Lyin — CO, tali che, designato con Nm il numero dei punti 
Nin 
a may tay DBS = ote 
(1 ami Em) Tm 

N 
lim Am = co. Se noi dividiamo i Nw -punti A, compresi in A», in | — 
m =0O 5 
gruppi, ciascuno dei quali contiene #6 punti consecutivi, vedremo che uno 
almeno di questi gruppi sara contenuto in un intervallo di-lunghezza non 


“superiore a Pe Prendendo questo gruppo come gruppo (Em) ed indicando 


con m(z) la relativa funzione (z), definita dalla (5), vedremo che 
m Pm a? - 
| Ym @lss4(e y" <(x] - Se prendiamo adesso pa =| ee | 


m Am he oe log, Am 
Barents : dimodoché la successione dei 


gruppi (Em) cosi definiti soddisfa alle condizioni da noi poste. 


An compresi nell’ intervallo Am, e posto Am = si abbia 


vedremo che Sm é€ superiore a 


(1) Cfr. la Memoria di H. Bour nei «Rend. Circ. Mat. di Palermo», t. 37 sper 
(1913). 

(2) Vedi «Math. Zeitschr.», t. hikes pP- 559 Se sdlae «Rend. R. Ist. Lomb. », loc 

» P- 342 [22]. Aes 


— 9 aS 
Poniamo adesso 
"ny + Pm 


(6) Din (S) = 07 Pm bn, DS UO) > 


ea ys 


e consideriamo la serie 


(7) li{s)iex S bm (5), 


m =I 


cioé (secondo la terminologia della mia Nota precedente) la serie formata 
coi gruppi di Bohr relativi ai gruppi (Em). Dalla (6) si deduce, per via 
di una ben nota formola di Genocchi-Jensen “), che, nel cerchio |s|<CA, 
bm (s) rimane (purche m sia abbastanza grande) inferiore in modulo a 
eA—Sn)an,, ; da questo fatto scende la convergenza uniforme della serie (7) 
in ogni campo finito, purché si abbia_ lim ait 


Hi== OO: W 


= 0, clo che si puo sempre 
m 
ammettere. La serie (7) rappresenta dunque una funzione intera di s; ma, 
se noi la consideriamo come serie di Dirichlet di tipo (1), la sua ascissa 
di convergenza non sara certamente inferiore a zero, giacche questa serie, 
per il modo stesso come essa é stata costruita, deve avere un infinita di 
coeficienti non inferiori ad uno in valore assoluto. La serie (7) soddisfa 
dunque a tutte le condizioni del teorema II: considerata come serie di Di- 
richlet essa ha un’ascissa di convergenza finita; essa rappresenta una fun- 
zione intera; infine, messa sotto la forma(7), essa converge in tutto il 
piano, e cid, per la condizione pym/An, +0, mostra appunto che tutto il 
piano é campo di ultraconvergenza stretta della serie di Dirichlet considerata. 
Si puod rilevare che non tutti i A, intervengono effettivamente nella 
serie di Dirichlet definita dalla (7); ma questo fatto non menoma il valore 
delle nostre conclusioni, giacché basterebbe aggiungere alla (7) una serie 
del tipo (1), convergente in tutto il piano, per levare l’obiezione. 


(1) Cfr. NorLunp, Séries d’ interpolation, Paris (1926), p. 9. 
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Matematica (Analisi). — Primi studii imtorno alle equaxioni 
lineari alle derivate parziali del secondo ordine di tipo mnsto 1per- 
bolico—paraboliche. Nota“ di Maria Ciprario, presentata dal 
Corrisp. G. Fusint. 


In un lavoro precedente ® si sono classificati i tipi distinti a cui si puo 
ridurre una equazione lineare alle derivate parziali del secondo ordine di 
tipo misto. Inizieremo qui lo studio sistematico dei vari tipi, incominciando 
dall’equazione: 


(1) yer +x) Xxx — %yy =O, 


che si era chiamata di tipo misto iperbolico-parabolica; la (1), alterando la x 
per un fattore costante, si puo scrivere: 


(A) ACpicb 1)? NG 2) gies Os 
o anche 
(4’) 7? 72? 2xx — Xyy =O, 


dove si & posto: 
(2) — 277+ 1)=e. 


Le caratteristiche della (4), uscenti dal punto (x), 0) dell’asse delle x , 
sono le curve (v. fig. 1, in cui si ¢ preso ep = 2) di equazione (posto ri- 
spettivamente x. eguale a € o a »): 


(3) g=x— ye ; H=x t+ ye. 


Il cambiamento di variabili (3) muta la (A) nella: 


Pu gl Dyan ‘ = 
(4) Aen 4(r als 1) (Fn) (ke Xn) 0's 


Vip 
Ar 1) ae 


che ¢ l’equazione di Eulero—Poisson per B = 


(1) Pervenuta all’Accademia il 22 giugno 1932. 

(2) M. Crprario, Sulla riduzione a forma canonica delle equazioni lineari alle derivate 
parziali di secondo ordine di tipo misto, « Rendic. della R. Acc. dei Lincei», vol. XV, serie 6, 
1° sem., fasc. 8; una esposizione completa della questione ivi trattata é data in un lavoro 
di eguale titolo in corso di stampa nei «Rendic. del R. Istituto Lombardo ». 


=e yi 


Poiché per y = si annulla il jacobiano del cambiamento di variabili 
(3), per y = 0 (0 per & = y) si introducono delle singolarita nella (4), che 
non compaiono nella (4), 

Inoltre le (3) a ognuno dei due semipiani y= 0 e yo fanno corrispon- 
dere il medesimo semipiano y= &. Non si possono ricavare dunque i teoremi 
di esistenza e di unicita per la (4) da quelli noti per la (4), ma occorre 
studiare direttamente la (4), pure tenendo come guida le proprieta della (4). 

Ci limiteremo qui ad una breve esposizione dei principali risultati otte- 
nuti; ne sara data prossimamente altrove una trattazione completa, conside- 
rando anche il caso, in cui nella (1) esponente di y sia della forma 4h. 


Figuyt. 
§ 1. — Si consideri la funzione di Riemann: 
(B) HOGA eh ye PT (BS Br, 6) 


dove F é la funzione ipergeometrica e: 


(OD — tye ve? (Ky pane ie Sa 


u é reale, finita e continua, ss D>0ecoc=1. 
Si puo vedere facilmente che, se, p. es., il punto (X,Y) é fisso, si hanno 
i due casi: 

I) Y =-o. Il punto (x,y) puo variare nell’area compresa tra le due 
caratteristiche LAH, EBF per il punto C, di coordinate X,Y (v. fig. 1); 
in essa Oc =I; nei punti interni al segmento AB, cioé per y=0, é 
o = 1; sulle due caratteristiche per C: o = 0; ¢ sempre D > 0, tranne che 
nei punti A e B, in cui si ha D=0, e o indeterminato (6 tende a zero 
avvicinandosi, p. es. ad A, lungo la caratteristica CAD, tende a uno avvi- 


cinandosi ad A in qualsiasi altra direzione) “. 


(1) u resta pure finita e continua se D >0, o< 0, come avviene nelle aree LCBP, 
RBDH, ECAM, NADF (fig. 1); sulle caratteristiche MAN e PBR €é D=o eo=—oo. 
In tali aree, che perd non si presentano nel seguito, o € indeterminato nei punti A e B; 
fuori dell’area compresa tra le caratteristiche MAN e PBR é¢ D <o e non si definisce la 


funzione w. 


= [5 — 


II) Y = 0. Se il punto (X, 0) coincide con B (fig. 1) all’interno de'- 
area compresa tra le caratteristiche per B, EBF e PBR, ¢ D>0, o=1; 
sul contorno D = o (fuori di tale area & D<o, e non si definisce Ja fun- 
zione 1). 

Casi analoghi I’) e II’) si hanno scambiando i punti (x,y) e (X,Y). 

Nei dominii I) e II) (e I’) e Il’)) wu é finita e continua, tranne che 
nei punti in cui D =o, ed é un integrale della (A), clie sulle caratteri- 
stiche per il punto (X,Y) si riduce a: 


—I e-—I 


Q 
WAY 3% sy) = 4 Ply ate |X|. ao, 


come si verifica facilmente. Le derivate prime di « sono pero discontinue 
per y= 0; posto « =sgny, ¢, = sgn Y, con qualche riduzione si trova, 
perress 


é) 
= se 2 Re D> Ramya ai ye ve) EB Bie) oh eet Ge eae 


— Ye 4 (X — x)*] YDP-? F(1 —8, 1 —B, 2,0). 


Per le singolarita che la funzione u(X,Y;x,¥) presenta per y = 0 e per 
la discontinuita delle sue derivate prime quando si attraversa Tasse x, non st 
pud applicare senz’altro alla (A) il metodo di Riemann, per studiare teoremi di 
esistenza e di unicita in dominii attraversati dallasse x o anche solo aventi punti 
im comune con esso. 


§ 2. — Teorema I: « Date due funxioni D" t(x) e v(x) definite per 
m= x=n, esiste uno e uno solo integrale della (A), x(x, 9), che é funzione 
DU), anche per y = 0, e soddisfa le condizioni ai limiti: 


(1) a(x,0)= 7%) 5 -%y(*%, 0) = v(x); 


esso € definito nel dominio (finito) compreso tra le due caralteristiche uscenti dai 
punti m en dell’asse x dei due diversi sistemi, che hanno a comune due punti, 
simmetrici rispetto all’ asse x (il risultato vale anche se v''(x) ha in qualche punto 
un infinito di ordine minore di 8 —1)». 

Si consideri un punto C(x, y) (v. fig. r) e eli archi di caratteristiche 
CA , CB uscenti da esso e terminati all’asse X (indichiamo con X, Y le coor- 
dinate correnti); sia p. es. y>>o. 

Una retta Y=h, dove o<h<y, seghi le caratteristiche per C nei 
punti A’, B’, le cui ascisse a’, b’ risultano essere: 


(2) @w=ath, F=b—f, ove: a= x — ye b= x ye 


(1) Con funzione D* intendiamo una funzione finita e continua colle sue derivate 
fino a quelle di ordine 2 incluse. 


Ss 
—_— 


_ Tenendo conto che la (A) ha per aggiunta sé stessa, e applicando il 
metodo di Riemann direttamente alla (4) per il trilatero A’ B’C si trova: 


@—1t e-! 


(3) R@ Y=ty 7b KEY +O + 


é I bf 
Sager. Bk ee b5x,y)xv(X,b) —uy(X,Asx,y)z(X, so 


dove u(X,h;x,y) & la funzione di Riemann studiata nel § 1. 

Per provare che oe integrale della (4) che sia funzione D™ anche 
per y= 0) e soddisfi le: (4) x(x, 0) = 0,zy(x, 0) =0, é nullo sempre, 
basta far vedere che nelle ipotesi (4) ¢ nulla la funzione x(x, y) data dalla (3); 
ora x(x, y) ¢ indipendente dah; poiché si puo dimostrare che, nelle ipotesi 
(4), per b abbastanza piccolo, i secondo membro della (3) si puo rendere 
piccolo a piacere, ¢ necessariamente x(x, y) = 0. 

Per dimostrare l’esistenza della funzione z, che soddists il teorema, si 
prenda il limite, per 4 tendente a zero, del secondo membro della (3), fa- 
cendo alcune ipotesi sul limite, per ) tendente a zero, di u(X,h;x,¥y) e 
di wy(X,h;x,y) e ammettendo che nel secondo membro della (3) Vinte- 
grale del limite sia il limite dell’integrale. Si giunge cosi, con qualche tra- 
sformazione e riduzione alla: 


(FE) <@,Y) =v. { EO) ibe S © Ser 7) We La rf EO Ms Cent UT 


dove 


E(t) =a + (b—a)t=x—yer4 29%! 


Be Ne Oe te eal Ue) 
BAEC in Gey 


Per giustificare le ipotesi fatte per trovare la (£), si verifica poi che 
la funzione z soddisfa la (4) e le condizioni ai limiti (1); si vede subito 
che il valore di z dipende solo dai valori che assumono +(x) e v(x) nei 
punti del segmento dell’asse x compreso tra le sue intersezioni a e D colle 
caratteristiche per il punto (x,y). 


3. — Teorema II: « Nell’area compresa tra due archi di caratteristiche 
CAD e CBD della (A) esiste uno e un solo integrale della (A) che é funzione D", 
si pud mettere nella forma (E) e assume su uno dei due archi, p. es. su CAD, 


. (5) Per Ja dimostrazione basta che per y= 0 esso sia finito e continuo colle sue 
derivate prime. 
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valori assegnati, colla condizione che, se questi sono dati nella forma x = f(x) 
su AC ez7 =g(x) su AD (0 =x =" , sem é la lunghexza del segmento AB), 
sia f(A) = g(A), f(A) = g(A), ¢ fe g siano funzioni DY». 

Supposto A coincidente coll’origine (fig. 1), Pequazione della caratteri- 
stica CAD ¢: x= y; non é restrittivo supporre che nel punto A sia 7 = %x = 
== %y =0,-e quindi che f(o) = f’(0) = g(0) = g'(0) = 0, +e inoltre che 
una delle due funzioni, p. es. g(x), sia nulla. 


Applicando la formula (£) si trovano le (per O <x=4): 


| f@#= v.{ <(2x0 (B—*(y —2)P—' dt + y, xe | v(ax t~8 (1 — t)-P dt 


oO 


(1) 


(9) 


o=1| s(2xi) P(r Prd yy xe | v(2xt)t~8 (1 —1)-P dt. 


Poniamor2n ==). 5 -spoiche. (0) 7 Oj —==,0. ae (>) =) X4M (Ks 


dalle (1) sommando e sottraendo, e facendo il cambiamento di variabile 
Xt =u, si hanno le equazioni integrali (0 =X =m): 


| of #00 uB—* (CX —u)B-! du = X1+28 M(X) 


(e) 


(2) 


Pref v(u) u-®(X —u)-6 du = XK M(X). 


oO 


Applicando a queste la formula di Abel “ e poi facendo il cambiamento 
di variabile w = X¢# negli integrali che compaiono nelle formule di risolu- 
zione, si hanno le: 


2B 1+26 Mf’ 
Bec sen Br x | (1 + 28) #28 M(Xt) + X# +28 M’(Xt) it 
217 (1 — t)P 
_ senBry..., [ 21M(Xt) + X# M’(X) 
¥(X) = aX | ee 


(1) Non é restrittivo supporre che le funzioni t(w) u®—* e v (uw) u—® siano finite 
anche per «= 0, perché la funzione z cercata deve essere D!! anche per x = y = 0, e in 
questo punto deve essere 7 = zy = 0. 
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Poiché f é funzione DY, M é funzione D!! e +(X), v(X) sono fun- 
zioni D" (la v’(X) ha per X =o un infinito dell’ordine 1 —2B< 1 —8, 
ma (v. teorema I) z ¢ D'" anche per x = y =0) ©. 


§ 4. — Terorema III: « Esiste una e una sola funzione D"z, definita 
nell’area compresa tra due archi di caratteristiche CAD e CBD, tranne che nei 
punti degli archi DA e DB, che soddisfa la (A), e suglt archi CA e CB, (esclusi 
i puntt A e B) si riduce a funzioni D™ assegnate ». 

Siano x,,y; le coordinate di C; non é restrittivo supporre che in C 
sia X = Xx =Zy =O, che i valori dati siano nulli lungo uno degli archi, 
p. es. lungo CB e che A coincida coll’origine (v. fig. 1). Lungo CA é 
x= ye, ede data z(y¢,y) = f(y) GO.) = f(y) = 0). Cok metodo di 
Riemann si trova che la funzione z, che all’interno del trilatero CAB (escluso 
il segmento AB) soddisfa la (4) e le condizioni imposte, nel punto (x, y) ¢ 
data da: 


(F) Gay) = | YL? ¥5x, 9] YPC) +@— O/C, 


h 


; . 
Os SES Ne a Eas Pe ; 
dove h =(*=2\ é Yordinata del punto comune a CA e alla caratteri- 


stica dell’altro sistema per il punto (x,y) e w é la funzione di Riemann in 

cui si ponga X = Ye. Sexe zy si riducono, per y = 0, a funzioni D" di x 

si puo porre la z data dalla (F) nella forma (£), prolungarla dall’altra parte 

dell’asse x ed essere sicuri che anche zyy & continua per y = 0. Lo studio 

di lim z(x,y) e di lim zy (x,y) & piuttosto lungo ed esige considerazioni 
—>o yo 


minute; si trovano infine due funzioni +(x) = x(x,0) e v(%) = Zy(x, 0), 
che sono D!, tranne che per x =0, cioe nel punto A (escluso dall’enun- 
ciato del teorema); nel punto B, +(x) e v(x) si annullano. Si puod dimo- 
strare che, per la discontinuita di wy(X,Y; x,y) per Y =0, il valore di z 
in un punto interno al trilatero ABD dipende proprio dai valori di z sul 
segmento AB, cioé che per ottenere x anche nel trilatero. ABD occorre 


proprio servirsi della formula (EF) e quindi é necessario determinare le fun- 
zioni t(x) e v(x). 


(1) Si pud far vedere che per dimostrare il teorema II non si pud applicare il me- 
todo di Riemann, perché si dovrebbero introdurre dominii in cui la w(X,Y,%,¥) non e 
definita. 


pee i og 


Matematica. — Sul procedimento di arrotondamento di Schwarz". 
Nota di A. Dex Curaro, presentata dal Corrisp. L. Tonexti. 


Data una superficie S chiusa e costruita, mediante il procedimento di 
Schwarz, la superficie S’ di rotazione attorno ad un asse parallelo all’asse 
delle z e racchiudente lo stesso volume di S, ¢ stato dimostrato che S’ ha 
un’area pit piccola od al piu uguale di quella di S. Sez = f(x,y) € Vequa- 
zione di una superficie aperta S, soddisfacente ad opportune condizioni, e 
al contorno del campo D di variabilita di (x,y) la f(x,y) € costante, 


integrale doppio 
eR | rey a 
[Vesey Gye 
D 


esprimente l’area di S, ha un valore maggiore od uguale di quello relativo 
ads. 

Similmente, se 7 = f(x,y) € ancora lequazione di una superficie aperta 
S, soddisfacente ad opportune condizioni, e al contorno del campo D di va- 
riabilita di (x,y) la f(x,y) € costante, considerato l’integrale di Dirichlet 


ene 


e lo stesso integrale relativo alla superficie arrotondata, abbiamo, di nuovo, 
che il primo é maggiore od uguale al secondo. 

Inoltre, il caso di uguaglianza si ha, nei due casi, solo quando S’ pud 
ottenersi da S per semplice traslazione. 

I casi ora detti, furono considerati, sotto particolari ipotesi, da Schwarz ), 
Krahn“ e Faber“), e nella loro forma pit generale, dal Prof. Tonelli. Questo 
Autore studio il primo nella Memoria « Sulla proprieta di minimo della 


dx dy 


(1) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore 
di Pisa. 

(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 

(3) H. A. ScHwarz, Beweis des Satzes die Kugel kleinen Oberfldche besitzt, als jeder 
andere Korper gheichen Volumens. «Gesammelte Abhandlugen», Berlin, Springer Bd. IJ, 
Pp: 327-340 (1890). 

(4) G. Kraun, Uber eine von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft des Kreises. 
«Math. Ann.», Bd. 94, p. 98 (1925). 

(5) G. Faser, Beweis, dass unter aller homogenen Membranen von gleicher Fléche 
und gleicher Spannung die kreisformige den tiefsten gibt. « Sitzungsberichte der Bayerischen 
Akademie der Wissenschaften», p. 169 (1923). 


at 
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sfera » (*) ed il secondo nell’altra « Sur un probléme de Lord Rayleigh » ©); 
in queste Memorie i procedimenti seguiti sono diversi. Ci proponiamo ora 


ad A ; eae 3 re) 
‘di ricercare un tipo generale di fanzioni ¥ (2 : 2), dipendenti soltanto 
i 


of af : 
da rime Ene per le quali valga la stessa proprieti sopra indicata, e cioe 


per le quali lintegrale doppio 


[I Gea) 4 


sia maggiore od uguale dello stesso integrale relativo alla superficie arro- 
tondata. 

Per questa proprieta, in alcuni importanti problemi di minimo, la ricerca 
del minimo per l’integrale doppio dato si riduce alla ricerca del minimo 
per un integrale semplice. 

Di questo s’¢ valso appunto il Prof. Tonelli nel suo lavoro « Sur un 
probleme de Lord Rayleigh », il cui enunciato é il seguente: 

Fra tutti i domini piani D, aventi la stessa area, e fra tutte le fun- 
zioni f(x,y), date ciascuna su uno dei domini D, soddisfacenti a certe 
condizioni di continuita e di derivabilita, uguali a zero sulla frontiera del 
dominio D di definizione, e tali che l’integrale 


|r (x, y) dxdy 


-abbia un valore dato, sempre lo stesso, cercare il dominio D, e la funzione 


fo(x,¥), definita su D,, in guisa da rendere minimo l’integrale 


( aes, 


Estendendo opportunamente il metodo usato dal Tonelli nel secondo 
dei lavori ricordati, siamo pervenuti al Teorema generale seguente: 
Sia Y (x) una funzione di x soddisfacente alle seguenti condiziont: 
1°) la PB (z) ¢, per x==0, non negativa; 
2°) é, insieme con la sua derivata prima, continua e non decrescente. 


dx dy « 


(1) L. Tonerx, Sulla proprieta di minimo della sfera. « Rendiconti del Circolo Ma- 


tematico di Palermo», t. XXXIX (1915). 
(2) L. Tonetut, Sur un Probléme de Lord Rayleigh. « Monatshefte fir Mathematik 


und Physik», Bd. XXXVII, pp. 253-280 (1930). 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. D 


ee 


Sia poi f(x,y) una funzione continua nel dominio chiuso D, corrispon- 
dente al dominio aperto e limitato D ©), assolutamente continua in D, tale 
che sia 

f@,y) =o m D 
f(x,y) =0. sulla frontiera di D, 


e tale inoltre che risulti finito V integrale 


b= f/f ¥ WP +e) aay, 
con 


rel espera 


-2 
() lelel=|[¥ OP +F) 4x4 =D), 


essendo @ (Vx? + y?) la funzione corrispondente per arrotondamento alla f(x ,y), C. 
il cerchio su cum viene definita la @ e 


7 MANE 20 
Paes dL Fae 


Nel caso in cui la V(x) sia sempre crescente, l’uguaglianza nella (1) ha 
luogo solamente quando il dominio D e la superficie x = f (x, y) possono otte- 


nerst per semplice traslazione dal dominio C e dalla superficie x = @ (|x? + y?) . 


La dimostrazione di questo teorema sara data in uno dei prossimi 
fascicoli degli « Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa ». 


(1) Il dominio chiuso D corrispondente al dominio aperto e limitato D, é costituito 
da tutti i punti di D e della sua frontiera. 


aa 


Matematica. — Corrispondenza per piani tangenti paralleli. 
Nota di M. Harmovici e E. Popa, presentata “ dal Socio T. Levi- 
CIVITA. 


Studieremo la corrispondenza per piani tangenti paralleli che intercede 
fra due superficie in relazione alla congruenza delle rette che uniscono i 
punti corrispondenti. 


Diremo che le superficie sono parallele lungo questa congruenza. 


1. Sia la congruenza T’, data dalle equazioni 
(1) E = x (u,v) + eX (u,0)® 


dove x = x(u,v)-+- rappresenta la superficie di partenza, X +--+ sono i 
coseni direttori della generatrice e pe l’ascissa sul raggio. 
Se consideriamo la congruenza riferita alle sue sviluppabili, abbiamo: 


ox ox 

ou eras ou 

©) P) ox 
ox = : 
aime! seg aah 


Be 8 sono le ascisse sul raggio dei fuochi. Se deriviamo la prima delle (2) 
rispetto a v e la seconda rispetto a u e teniamo presente Vequazione di 


2K } 
Gauss pela a, g a ~ ed il fatto che il determinante (x 23 S)= VEG — F* == 0 
segue 


aint , GB Tl=B ey 


ov ou 


(@—)), 


~ Ou 


dove E,F,G e i simboli 


sono quelli della prima forma di Kummer. 


2. Ci proponiamo di determinare p in funzione di u,v in modo che (1) 


rappresenti una superficie > la quale ammetta una superficie > parallela 
ad essa lungo la congruenza. 


(1) Nella seduta del 19 giugno 1932. 
(2) Qui come pure in seguito scriviamo una sola equazione sottointendendo le due 


analoghe in y,O77,%-e Yx. 


Chiameremo la superficie ) quasinormale della congruenza. 
Siano 


(4) | E=x+(etr)X 


le equazioni della superficie ae 
Poiché la congruenza é riferita alle sue sviluppabili, le tangenti a 
u = cost(v = cost) su & e > sono parallele. 
Segue da questa proprieta, coll’aiuto delle equazioni (1), (2), (4): 


o) or 
Oy. r Ou r 
e = : 
(5) eB eae” Cart 
ou ov 


(6) Suit hone es 


Se e soddisfa a quest’equazione, la superficie data da (1) é tagliata 
dalle sviluppabili della congruenza I secondo una rete coniugata e reciproca- 
mente. 

Eliminando pe dalle equazioni (5) e ricordando (3), troviamo: 


02 I TOV) eo) fal {12 2. I Bilge. Vice 
(7) maw (e}—] 1 (+) -1" =(z)+Fp=0 


Se per un punto fisso « polo» facciamo passare dei segmenti OM 
paralleli alle generatrici della congruenza e uguali rispettivamente ai segmenti 


delle generatrici compresi fra due superficie } , &, parallele lungo la 
congruenza, il punto M descrive una superficie, che chiamiamo guasisfera 
della congruenza in rapporto a quelle due superficie. Il piano tangente in M 
alla quasisfera € parallelo ai piani tangenti nei punti corrispondenti delle 
superficie ) , la rete base di questa corrispondenza é pur quella delle 
sviluppabili della congruenza. Se é data una superficie quasinormale > , la 
quasisfera si determina dalle (5) a meno di una omotetia. 

Dalle (1) e (5) risulta che una superficie quasinormale é determinata 
dalla condizione che essa passi per due curve situate rispettivamen'e su due 
sviluppabili della congruenza, le quali si tagliano secondo una generatrice. 


(1) Questi risultati si trovano dimostrati in altro modo, p. es. in EIseNHART, Tran- 
sformations of surfaces. 


= oie 


3. Il caso delle congruenze con superficie focali coincidenti si pud 
trattare in modo analogo. Prendiamo come superficie di partenza dalla con- 
gruenza la superficie focale doppia, dato che le curve v = cost. sono appunto- 
le asintotiche tangenti alle rette della congruenza. 

Abbiamo allora: 


) 
> =oaX 
(8) 
Ox ox 
donde risulta: 
Ten 28 nit 
Heitor ea aol {—a=o 


(9) 


Siano, come sopra, le superficie ) e > date dalle equazioni (1) e (4)- 
Le tangenti alle curve v = cost. su ) e > sono parallele. 
Se scriyiamo questa proprieta abbiamo: 


or 
(10) ou a yin 
8 ae £. P 
ou. 


Dal fatto che anche le tangenti alle curve w= cost su sono pa- 


rallele ai piani tangenti nei punti corrispondenti su ), segue: 


a& 3& 06 
ou ou ov)’ 
ossia 
de op 
(11) Lapel ieee Oi wet nite a0 
: = 1) 
r ov ° le) 


Eliminando r tra le (10) e (11), troviamo una relazione, la quale 
esprime la condizione affinché le sviluppabili della congruenza taglino sulla 
superficie quasinormale una famiglia di asintotiche. 

Eliminando p tra le medesime equazioni troviamo: 


CEE Mi 90 PON fet a) eR fat I 
~—(|—]— —|—)— —(—)+E—=o0. 
ve) sa(+] ee) tsls}t ip 
4. Ci proponiamo di trovare la condizione affinché tra le superficie 


quasinormali della congruenza T esista una famiglia la quale abbia le linee 
v = cost. cilindriche (i piani tangenti lungo questa inviluppano un cilindro). 
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Evidentemente, allora anche sulla quasisfera corrispondente le linee v = cost. 
saranno cilindriche. 


Dunque: 
?(rX) a d(rX) 3 
oucv ov 
Risulta di qui 
or ie ee 
ov I ~ 
‘ 027 or 1 
(13) ares eae 
or ~ r 
Ou 


la cui condizione d’integrabilita ¢ lannullarsi d’un invariante dell’equa- 
zione (7): ; 
12 iz) 


(14) <hr pd pants ok 


I 


ae 


Se c’é una superficie quasinormale la quale soddisfa alla condizione 
domandata, ne esiste un’infinita e tutte queste superficie si possono ottenere 
con quadrature. Esse dipendono da una funzione arbitraria di una variabile, la 
quale permette di sceglierle in modo che contengano una curva arbitrariamente 
tracciata su una delle sviluppabili, che risulta per esse curva cilindrica. 

In questo caso gli spigoli di regresso delle sviluppabili v = cost. sono 
curve cilindriche sulla superficie focale corrispondente e le generatrici dei 
cilindri corrispondenti sono parallele a quelle dei cilindri circoscritti alle 
superficie quasinormali. 

Affinché esistano superficie quasinormali sulle quali le linee u = co- 
stante e v = costante sieno cilindriche (superficie di traslazione) e neces- 
sario e sufficiente che tutti e due gli invarianti dell’equazione sieno nulli. 


5. Cerchiamo ora la condizione affinche esistano superficie quasinor- 
mali sulle quali le linee v = cost. sieno coniche. 


Siano dalle (1) e (3): 


(15) San es + aX +b 


le coordinate del vertice del cono corrispondente alla linea v, dove abbiamo 
posto: 


(16) 


Pat a. 


eohaa 


Poiché il secondo membro dell’equazione non dipende da wu, troviamo: 


ea ve dhe: ob 12 
(17) eu Merwst <7) at —Biad+b ni? a tbhy {=o 
donde risulta la condizione d’integrabilita: 
6B eh oS) 12 | £2 ee) 5 
<) pene, ei i—}i tla t+ el=o- 
. ; 3 
Se linvariante ae a he a - + F non é nullo, allora risulta 
ou | ui I 2 


per b un solo valore, che sostituito nella (17) da due condizioni per lesi- 
stenza della soluzione. a, b essendo note, le equazioni (16) daranno pe A. 
Le superficie soluzioni del problema dipendono da una funzione arbitraria 
di u, che permette di sceglierle in modo che passino per una curva arbi- 
traria su una sviluppabile v = cost. 

Il vertice del cono circoscritto dipende solo da a, b e percio é lo stesso 
per tutte le soluzioni. 

Gli spigoli di regresso delle sviluppabili v = cost. sono in questo caso 
delle curve coniche sulla superficie focale corrispondente. 

Infatti si puo trovare un valore p tale che: 


Ove 


non dipenda da wu. 

Per questo, @, b devono soddisfare al sistema (17) cio0 I= a,b =). 

Dunque affinché esistano delle superficie quasinormali sulle quali v = cost. 
siano coniche é necessario e sufficiente che gli spigoli di regresso delle 
sviluppabili v = cost. siano curve coniche sulla superficie focale corrispon- 
dente. 

Allora i vertici dei coni circoscritti alle superficie quasinormali sono 
gli stessi dei vertici dei coni circoscritti alla superficie focale. 


6. Perché esistano superficie quasinormali sulle quali tutte e due le 
famiglie di sviluppabili taglino curve coniche € necessario che gli spigoli di 
regresso delle sviluppabili siano, sulle superficie focali rispettive, delle curve 
coniche. Questa condizione é anche sufliciente. 

Infatti, @ deve soddisfare le equazioni: 


=—§ aes A ats cas 
(19) ee AG ue ) ee oe ) 


dove la prima é dedotta dalle (16) e la seconda dalle equazioni analoghe 

che esprimono la condizione che u = cost. siano delle curve coniche. 
Derivando la prima di queste uguaglianze rispetto ad wu e la seconda 

rispetto a v e usufruendo delle medesime e delle (3) e (17), le due espres- 


op 
“du dv 

Tioe 
(20) oF 


allora affinché esistono superficie quasinormali sulle quali v = cost. siano 
coniche bisogna che 


(21) Bice em 


Del resto la (20) € una conseguenza della (21) e delle (3). 
La (21) esprime che la superficie focale sulla quale le curve v = cost. 
sono spigoli di regresso € degenerata in una curva. 


In questo caso tutte le superficie quasinormali hanno le curve v = cost. 
coniche. 


Infatti la (6) si puo scrivere 


C) 
stts 
a UAT as ie: ou p—sd 


Integrando e tenendo presente la (3), viene 


op 
(22) be LOTS 8 ee 
B—S$ I e—s 
Si vede cosi che, se scegliamo 
_s—B8 sett peo ie 
ee ‘tauy Gir Pe yan 


le quali soddisfano le (17), Pequazione in e é proprio la prima delle (19). 
Questo dimostra la nostra afferrnazione. 

Se tutte e due le superficie focali degenerano in curve, e solo in questo 
caso, le superficie quasinormali sono tutte delle superficie di Peterson. 


ds 
———s 


oe ame 
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Matematica. — Sur l’intégration des transformations fonction- 
nelles linéaires. Nota di B. Hosrinsxy presentata‘? dal Socio 
V. VOLTERRA. 


J'ai montré, dans deux Notes précédentes, ) comment on peut résoudre 
Péquation fonctionnelle 


(1) O(x,y,5,) =f O,x,5, OQ, 7,4, 


a 
\ 


ou 


Wb eT BAD ee RCE ool OO AP, 


Les problémes qui se présentent dans le Calcul des probabilités et dans 
la Theorie de la diffusion conduisent au problme suivant: trouver des 


\ 


fonctions ® qui satisfont 4 l’équation (1) ainsi qu’aux conditions supplé- 
mentaries 


(2) DS Ns) 0 Fe [O@.y.5,)dy =r. 


Dans la seconde Note je n’ai donne que des indications sommaires sur 
la méthode de résoudre ce probleme. Je vais maintenant donner un résultat 
plus précis en renvoyant pour les détails du calcul 4 un travail plus étendu 
(Sur une équation fonctionnelle de la Théorie des probabilités; « Publications 
de la Faculté des Sciences de Université Masaryk », n. 156) qui est actuel- 
lement sous presse. 

La méthode de résoudre notre probléme consiste 4 intégrer la transfor- 
mation fonctionnelle linéaire 


(3) g(x) =f [Uv (yb) + We, yA) Fy) ays 


ici F (x) est la fonction primitive, g(x) la fonction transformée. Le noyau 
U, + Vy de la transformation est donné par les formules 


U, (x, 7,4) = ech A SCA aa 
‘i [p(x,z,fv) $+ bDA(,x,5 + vh)] dz 


hA(x,y,5 + vb) 
[eG och) + HAG 255 + vb) a 


Vv %,7, 5) = 


(1) Nella seduta del 19 giugno 1932. 
(2) Voir ces «Rendiconti» (6) XII, 1° sem. 1931, p. 921 et NoVew2e Sei. e103 Ie 
p. 326. 


= 6 


A(x, y, )est une fonction positive bornée et intégrable, t — s = hn (n entier), 
f (uw) une fonction positive de u, fy = f(s + vh)+h (avecv = 1,2,+-+,m) et 


< Gy) 
4p 


e(x*,), p= ae 


Or pour former l’intégrale de la transformation (3) il faut opérer 
successivement les transformations (3) qui correspondent respectivement a 
v=n,n—I,+++I et passer ensuite a la limite pour  infini. 

Considérons d’abord l’expression 


rb pb b 5 
En (U) = ff ve f Us sxe 5h) Us Gr k0 yb) Un Gass 9s A) Ms Mee + dy x 


Développons U,(x,y,) en série double de Fourier par rapport a 
x,y pour h infiniment petit et positif, et substituons ces séries dans l’expres- 
sion precedente; il vient 


lim En (Oy 7 yee) 
noo= 


t 
4x? kh? i f(#) du 


Ao Wnetiel aoe a 2mkx 2mky 
(4) Ses a Ax cos 7 COS aor a 
+ .B; sin as sin 2g) 
b—a  b—a 


log Ai = St 7h n; uw) cos* = aa 4 ay du valerie 


Sat a 


t pb 


— dé dy du 
aearradel ¢ 


t pb pb 
logAs=— | { [ pL AG awa anau: 


La fonction cherchée ® (x, y,5, f) s’obtient comme la limite du noyau 
itére : 


log Bi = 


est 


D 
uw) sin? 
, u) h 


D (595551) = lime, Oa Ye 
n=00 


Les calculs qu’ il faut effectuer pour obtenir le développement de ® 
en série infinie sont analogues de ceux dont j’ai donné un résumé dans 
la Nota II. La formule (5) de la Nota II reste valable a condition d’y intro- 


"2 ee 


duire a la place de j la fonction (4) que nous venons de construire dans 
cette troisitme Note. Voici le résultat: 


La série 
CO 


O@,y,5,)=j@,y,s,) + 22 Ces 


ou les quantités (A); sont definies comme dans la Note précédente, “ satisfait a 
Péquation (1) ainsi qu’aux conditions (2) pouwrvu qu’on remplace j par la fon- 
ction (4) et elle a les propriétés suivantes 


lim © (55,4) =0 pour. ys=x 


t==s 


> Rares 
fim °C 5905) _ ace ,y, 5). 
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Matematica. — Sulla effettiva integrazione delle funzioni discon- 
tinue. — 1. Sommazione delle funzioni puntiformi. Nota di L. Lapoc- 
CETTA, presentata “ dal Corrisp. G. A. Crocco. 


Valendomi della riduzione fatta delle ordinarie funzioni discontinue a 
poche forme fondamentali, mediante le quali tutte le altre possono essere 
facilmente espresse, mi propongo ora di far vedere in qual modo esse pos- 
sano essere adoperate ad esprimere effettivamente gl’ integrali delle funzioni 
discontinue, allo stesso come con le forme fondamentali algebriche e tra- 
scendenti si esprimono gl integrali delle funzioni continue. 

PremetterO percio in questa prima Nota un cenno sulla sommazione 
delle funzioni puntiformi; in una seconda Nota diro della riduzione delle 
funzioni discontinue a tipi normali, dei quali sara dato in modo generale 
Yintegrale, ed in una terza Nota infine diro brevemente della integrazione 
delle funzioni periodiche o periodicamente variabili. 


1. La sommazione. — In un precedente mio scritto G) ho indicato dei 
metodi generali per la costruzione di espressioni analitiche rappresentanti 
le funzioni puntiformi, delle quali ho pure“) indicato due diverse genera- 


zioni geometriche. 


(1) Voir ces « Rendiconti» (6) XIV, 2° sem. 1931, pp. 327-328. 

(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 

(3) Le funzioni puntiformi, « Boll. dell’Un. Matem. Italiana», n. 5, dicembre 1929. 

(4) Una generazione geometrica delle costanti discontinue, « Atti della XIX Riunione 
della Soc. Ital. per il Progr. delle Scienze», 1930 e «R. C.», vol. XIII, serie 6°, Nota 1’, 


p- 822 e Nota 2%, p. 912, giugno 1931. 
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Le funzioni puntiformi essendo diverse da zero solo in corrispondenza 
di un certo numero di punti isolati, costituenti al pi un insieme nume- 
rabile, qualora s’ intendano esistenti soltanto per quei valori della variabile 
per i quali non sono nulle, non sono suscettibili di integrazione propria- 
mente detta. 

Avviene perd, in molte circostanze, di dover effettuare su di esse una 
operazione avente grandi analogie con quella dell’ integrazione, ed alla quale 
si pud dare il nome di « sommazione ». Ed io intendero appunto qui appresso 
per «sommazione di una funzione puntiforme p(x) = g(x) Punt f(x)“, im 
un intervallo a—|b quella operazione che ad ogni valore x. della variabile 
appartenente a detto intervallo fa corrispondere la « somma » 


(1) F (x0) = Sit,0.g(®) Punt f(x) 


di tutti i valori b; = g(«:) non nulli che la funzione puntiforme p(x) prende, 
a destra di a nell’ intervallo a—!x,. Nasce il tal modo come somma una 
funzione continua dappertutto a destra, che € costante in ogni intervallo 
compreso fra due valori non nulli della funzione puntiforme, e che presenta 
agli estremi di tali intervalli dei «salti» il cui valore ¢ uguale al valore 
che la funzione puntiforme prende negli stessi punti. 

La somma, cosi definita, di una funzione puntiforme gode evidente- 


mente delle proprieta fondamentali espresse dalle seguenti relazioni: 


(2) Si_op(x) = g(©) Punt f(c) 

G) S*° p(x) = —Shaop(x) 

(4) Sipop(x) + Shao p(x) + Sit? p(x) = 0 
(5) P(x) — Stop) = S24 0p(2). 


Queste relazioni sono analoghe a quelle ben note dell’ integrale definito, 


salvo la (2) che é caratteristica delle funzioni discontinue essendo S_, di- 
versa da zero per tutti i valori di c per i quali p(x) non é nulla; ed é 
appunto a cagione di questa proprieta che gli intervalli sui quali si opera 
debbono essere aperti ad uno degli estremi, poiché se fossero chiusi ad en- 
trambi gli estremi nella (4) ad es. potrebbe aversi il raddoppiamento del 
valore nell’estremo c comune ai due intervalli consecutivi (a,c), (c,b). 

Se i punti nei quali Punt f(x) ¢ diversa da zero sono compresi tutti 
nell’ intervallo a—!b, la somma € sempre nulla a sinistra di a ed ha a 
destta di b costantemente lo stesso valore che in D. 


(1) E indicata in questo modo generalmente la funzione puntiforme diversa da zero 
nei punti nei quali f(x) si annulla e che prende in essi i valori della funzione g(x) . 


ae 


Si puo in tal caso scrivere semplicemente Sp(x) assumendo che l’estremo 
sinistro dell’ intervallo sia — oo e che questa espressione rappresenti la fun- 
zione somma in tutto il campo della variabile, da —co a +oo. 


2. Sommaxioni generalizzate o improprie. — Partendo da un intervallo 
a—|b nel quale Sp(x) é finita, se la funzione puntiforme ha dei valori non 
nulli anche fuori di questo intervallo, si sposti dapprima il suo estremo sini- 
stro verso — oo; se in questo spostamento esso raggiunge una posizione a, 


(potendo essere a; lo stesso — oo) tale che S44 p(x) diventi, col tendere 
di a verso a; maggiore di qualsiasi numero grande ad arbitrio, allora la (1) 
non puod piu servire a definire la sommazione nell’intervallo a,—!b, ma 
Si puO invece costruire una funzione, somma generalizzata, che goda della 
proprieti espressa dalla relazione (5). E chiaro che se € F(x) una tale fun- 
zione lo sara anche ogni altra funzione F(x) + C dove C @ una costante 
arbitraria. 

Una funzione F(x) si costruisce facilmente; basta assegnare ad essa 
arbitrariamente il valore C in un punto ¢ compreso fra a; e b, ed allora 
a destra ed a sinistra di c essa prende i valori 


() Fa) =CHSHope) , C—Si rope) = PCH) 
e quale che sia C si ha sempre 
(7) F(x.) — F(ar) = Si, 40p(%) + Sc4 0 p(x) - 


Parimenti se spostando l’estremo destro verso + co si raggiunge (a di- 


. <re é Ay aG b 
stanza finita) una posizione D, tale che per b>), diventi lim S.,,.p(x)=oo, 
b—>b, 


la sommazione deve essere arrestata al punto b, e non puo essere pit oltre 
proseguita. 

Se si verificano insieme le due circostanze a) e bh) innanzi accennate 
la sommazione, nella forma generalizzata, deve essere ristretta all’ intervallo 
(a,,0,). Al di fuori di esso si avranno altre espressioni per F(x), tante 
quanti sono gli intervalli nei quali si verifica la circostanza a), quella 5), 
o entrambe. 


3. Sommazione di funzioni periodiche. — Resta da considerare il caso di 
quelle funzioni puntiformi periodiche la cui sommazione, estesa ad un pe- 
riodo intiero ha per valore zero. 

Se, per queste funzioni, si vuol portare l’estremo sinistro dell’ inter- 
vallo a—|b verso — co, a4, ->— co, Ja somma, senza diventare infinita, 
se tale non é in un periodo, diventa indeterminata. 

Anche in questo caso si pud ottenere una somma generalizzata asse- 
enando ad essa un valore arbitrario C in un punto qualsiasi x =c, ed 
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allora la funzione somma si annullera in tutti i punti i cui valori sono della 
forma x =c¢ + kp dove k & un numero intiero e p il valore del periodo. 


4. Sommaxzioni comprendenti un numero finito di termini. — La pil sem- 
plice funzione puntiforme @ quella fondamentale Punt x che prende il va- 
lore 1 nell’origine e si ha 


(8) S Punt x = sem sgn (x; 1) = sgn sem sgn x 
e, pil generalmente, se essa prende il valore A nel punto x =a 


(9) S A Punt (x — a) = Asem sgn (x —a;1). 


Segue la funzione che prende il valore A in due punti simmetricamente 
situati rispetto all’origine alla distanza a da essa e per la quale si ha 


(10) SA Punt (x? — a?) = A [sem sgn (a + x;1) + semsgn(a—x;3;1)]. 


Se i valori che la funzione prende nei due punti di ascissa x =a, x = —a@ 
sono rispettivamente A e —A, se si tratta cioe della funzione 


(rr) A sgn x Punt (x? — a?) = A Plg [2 Dir (x / a)] 

si ha invece l’espressione pit. semplice ©). 

(12) S A sgn x Punt (x? — a?) = A Dir (w/a; /7). 

Aggiungiamo la funzione puntiforme che prende il ike —A nei due 
PUN Massa, il pyalore 7A pers x, 10. 


(13) A |— Punt x + - Punt (x? — a?) 


e che da per sommazione 
(14) — =A sgn (x51) Dir(x/a5/ i). 


Consideriamo poi le due funzioni pid generali 


Cm x ICm x 


— Vo == «| ——____ 
ret son YE Nyon? eae 1+senxIx/n 


(15) y= 


(1) Ricordo che, con le notazioni adottate Dir (x/a;/i) indica che nei punti di di- 
scontinuita la funzione f(x) prende lo stesso valore di f(i + 0), quindi Dir (x/a;/i) prende 
il valore 1 per x = —a ed il valore zero per x =a; glintervalli sono chiusi a sinistra. 


entrambe diverse da zero nei punti x =0,1,2,-+--,n—TI nei quali la 
prima prende il valore + 1 e la seconda i valori 1,2,3,+++,n. Si ha 
come sommazione 


(16) Sy = 1G +1) Dir?22=* Sy, <1 EEE pie (A 


La coppia di punti (10) é un caso particolare della funzione puntiforme 
piu. generale 


(17) y = —sgn.x Pont Fr (x -+ 2)Dir [2 x/(2n—1)51] 


con  valori positivi (+ 1) a sinistra dell’origine ed altrettanti valori ne- 
gativi (— 1) a destra. La sommazione da 


(18) 1(n — = —xsgn x)Dir[2x/(2n—1)3 1). 


5. Funzioni periodiche. — Assumendo che la funzione puntiforme sia 
diversa da zero pei valori intieri della variabile, considereremo le forme ele- 
mentari pil semplici seguenti, corrispondenti al caso che, dove non é nulla 
la funzione: a) & dappertutto = + 1; 0) prende alternativamente i valori 
+1, —1 (serie di Grandi); c) prende alternativamente i valori + 2, 
—2; d) prende alternativamente due volte il valore +1 e due volte il 
valore —1; ¢) prende alternativamente n volte il valore +1 e volte 
il valore. —- 1. 

Scegliendo le costanti (§ 3) in modo che per x = 0 la funzione somma 
abbia lo stesso valore della funzione puntiforme da sommare, la somma- 
zione di queste funzioni da: 


(ro) r-a)y © (:Corx= 1 lx 

(20) b) SFal (x; /i)1Cm-x = Fint (x, /2) 

Creel 2 ral(x: 7) Cnr aor 4 Pal (x; / 2) 

(22), @)\.S Fal @/2;./1). 1 Cmax =a + -FalintGe; fi)” 

(23) ¢) S Fal(x/n;/2)1Cmx =I1{(n +1)/2 4+n/2 Plg [(n — 1)/2 + 2x/n]}. 
6. Funzioni periodicamente variabili. - Sempre assumendo che la fun- 

zione puntiforme sia diversa da zero per i valori intieri della variabile, i 


quali si pud pensare che rappresentino il numero d’ordine dei termini di 
una serie, considereremo le forme pil semplici di tali funzioni puntiformi che 


(1) Indico con Falint x = PlgI x il fattore alternante intermittente che prende in ogni 
periodo i valorio,1,0,—1I. 


af Cm / 


prendono i valori: a) della serie dei numeri naturali; >) della serie dei nu- 
meri dispari; c) dei termini di una progressione aritmetica avente per ra- 


gione r; d) dei termini di una progressione geometrica crescente avente per 


ragione r; e) della serie dei quadrati dei numeri natural. 

Supponendo tutte queste serie estese da —co a +0 e le costanti 
delle sommazioni scelte in modo che la funzione somnia abbia, nel punto 
x = 0, lo stesso valore della funzione puntiforme da sommare, se la somma 
in esso non é finita, la sommazione di queste funzioni da: 


(24) 2) Sx Punt Fr x = 1/2(1% + sgn'x) Lx sgn x 

(25) 6b) S(2x +1) Punt Frx =[I{x + sem sgn (x; 1)}]? sgn x 
(26) ~c) Sx x Punt Frxi-4s/a(Lx tisenx) ix sen & 

(27) <d)eS Punt Pr var? (a) 

(28) ¢) Sx? Punt Frx = 1/61 x(x + sgn x) (21x + sgnx)sgnx. 


7. Reticolati cristallini. — Fisicamente la sommazione si presenta gia 
nel pi semplice dei problemi; quello di determinare la quantita di materia 
in un corpo di forma e dimensioni note. Infatti l’insieme dei punti nodali 
del reticolato ortogonale dello spazio di lato uno, ossia |’ insieme dei punti 
i valori delle cui coordinate sono espressi da numeri intieri, essendo rap- 
presentato da 


(29) Pone(Proe, Pryor 2 a=-3 Onn On igs 


se si suppone in ogni nodo un atomo la cui massa sia a, la lunghezza del 
lato del reticolato A, e se si considera il parallelepipedo di assi 2a, 2), 
2c, la distribuzione nello spazio della massa costituente il corpo cristallino 
cosi limitato € rappresentata dalla equazione 


ei y eae Gay pe: hee. 2 

0) m=al1Cm— Cm=Cm — Dir |—; 1} Dir{=-; 1) Dir| ~;1 

ae) r r r ee rm 

e la quantita di materia in esso contenuta si ottiene con la sommazione della 

funzione puntiforme triplamente periodica costituente il secondo membro 

della (30). In questo caso la sommazione é effettuabile immediatamente e 
si ha per la quantita di materia 


(G1) Qs a ajk + 1) die 2) GINS t) 
alla quale corrisponde la densita (miedia) 
(32) D = (@/8 abc) (a/A + 1) (0/A + 1) (c/A + 1). 


La discontinuita essenziale, dell’una e dell’altra grandezza, mostra quanto 
inadeguato sia il procedimento col quale la quantita di materia si ottiene 
per integrazione del prodotto dell’elemento di volume per la densita locale. 


~~ 


Fisica. — La struttura della riga 6708 del litio osser vata in 
emissione“, Nota di L. ALLEGRETTI, presentata dal Corrisp. 
L. PucciantT1. 


Lunghe discussioni ed interessanti lavori di ricerca sono stati eseguiti 
per decidere la struttura fine della riga rossa del Litio (A 6708). 

Schuler e Wurm 6), Bogros , e recentemente D. S. Hughes “) hanno 
mostrato, studiando questa riga in assorbimento, che essa si presenta co- 
Stituita da due righe intense a lato delle quali, dalla parte delle lunghezze 
d@onda maggiori, e a una distanza quasi eguale a quella che intercede tra 
le componenti del doppietto, appare una terza riga di intensita molto 
minore. 

Tale aspetto € interpretato nel modo seguente: i due isotopi del Litio 
sono capaci di emettere o di assorbire ciascuno un doppietto (1S-2P,,. e 

_1S-2P,),.) (corrispondente al doppietto D, e D, del Na) la cui se parazione 
& di circa 0,15 A. La differenza fra le lunghezze d’onda dovuta alla diversa 
massa nucleare dei due isotopi ha quasi lo stesso valore, percio la compo- 
nente di pil breve lunghezza d’onda del Lig coincide quasi esattamente con 
la componente di maggior lunghezza d’onda del Li,, cosiche i mezzi di analisi 
spettroscopica ultrafine non hanno permesso finora di separare queste due 
righe. . 

Gli autori sopra citati hanno operato per assorbimento e con mezzi 
tecnici speciali al fine principalmente di evitare l’espansione dovuta per 
effetto Doppler ai moti disordinati. Ma nel presente lavoro mostro che 
con mezzi speciali, del resto assai agevoli, ¢ possibile osservare delle righe 
di emissione che appaiono sufficientemente sottili per. poter essere mi- 
surate. 

Tale risultato ho ottenuto usando, come sorgente luminosa un arco 
nel vuoto alimentato con debole densita di corrente. Dopo molti tenta- 
tivi giunsi alla seguente disposizione che facilmente chiunque puod ri- 
produrre. 

La lampada  rappresentata schematicamente nella figura. Ad un tubo 
di vetro Pyrex, lungo circa 30 cm. e di diametro interno di 15 mm. & 
masticiato alla estremitd inferiore un elettrodo di ferro, mentre all’estremita 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Fisica della R. Universita di Pisa. 
(2) Nella seduta del 3 giugno 1932. 

(3) ScHULER e E. Wurm, « Naturwiss.», 1, 971 (1927). 

(4) Bocros, «C. R.,» CXC, 1185 (1930). 

(5) D. S. Hucues, Phys. Rev.», 38, 857 (1931). 
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superiore @ unita, pure con mastice, la femmina di un giunto normale Gaede. 
Il maschio del giunto é chiuso da un tappo di gomma attraverso il quale 
pud scorrere a forza l’altro elettrodo. Questa disposizione permette una rapida 
scomposizione della lampada utile per poter ripulire le pareti del tubo che 
dopo qualche tempo di funzionamento si anneriscono. La tubulatura late- 
‘ale ¢ in comunicazione con una pompa rotativa di Gaede che si man- 
tiene in funzione durante |’esperienza. 

Il catodo é costituito da un’amalgama di mercurio e di Litio metallico 
(oppure pik semplicemente da mercurio a cui & aggiunto del carbonato 
di Litio) e l’anodo da un carboncino massiccio o da una bacchetta 
di tungsteno. Quest’ultima si dimostra piii conveniente perche 
cosi l’arco pud rimanere acceso anche varie ore senza che le pareti 
del tubo si anneriscano come avviene dopo un certo tempo ope- 
rando coll’elettrodo di carbone. 

E opportuno che durante il funzionamento la masticiatura 
inferiore sia raffreddata tenendola immersa in un bagno d’acqua, 
e quella superiore sia pure raffreddata con un sofho d’aria. 

La massima intensita luminosa delle righe del Litio si ottiene 
osservando la zona dell’arco pit. prossima all’anodo. La luce, 
precedentemente filtrata con un vetro rosso o con una soluzione 
colorata, é resa monocromatica da un buon monocromatore di 
Leiss, cosicché nella gradinata di Michelson, viene analizzata 
sola la riga rossa del Litio. La gradinata usata, della casa Hilger, 
con 33 gradini ha per A = 6708, una distanza fra due ordini 


successivi di 0, 746 A e un limite di risoluzione di 0,02 A. 

Per innescare l’arco e sufficiente una tensione di 100 Volta: 
con una corrente di un Ampere, 0 poco meno, appaiono nette e 
sottili due righe rosse, le quali aumentano di intensita con 
Yaumentare della corrente; quando questa raggiunge i 2 Ampere 
compare la terza riga molto debole e sottile dal lato delle mag- 
giori lunghezze d’onda. Con corrente superiore ai 4 Ampere le 
righe del doppietto si espandono, mentre la terza riga diviene sempre pit 
intensa, finche fra 10 e 12 Amp. le righe del doppietto appaiono autoin- 
vertite e la terza componente di intensita paragonabile alle altre due. 

Varie fotografie sono state eseguite nei varii ordini, sostituendo all’ocu- 
lare un obiettivo da proiezione che formava una seconda immagine assai 
ingrandita sulle lastre fotografiche che erano Pancromatiche Cappelli nor- 
mali ed estrarapide. 

Le fotografie pi adatte per le misure si sono mostrate quelle eseguite 
con l’arco alimentato da una corrente di 2,5 Amp. nelle quali, insieme con 
la terza componente, le righe del doppietto sono sufficientemente sottili. 

La media di varie misure eseguite su varie lastre mi ha dato per 
risultato : 


Separazione delle due componenti principali : 0,155 A; 

Separazione fra il satellite e la componente di maggior lunghezza 
donda: 0,149 A. 

Questi valori sono in accordo con quelli dati dagli sperimentatori sopra- 
citati. In quanto alla teoria si pud notare che il valore da me ottenuto é 
ancora sensibilmente maggiore del valore calcolato nella loro trattazione 
teorica da D. S. Hughes e Carl Eckart “. Cosicché le mie misure sono in 


maggior accordo con le prececenti esperienze che col valore teorico pit 
recentemente calcolato. 


Fisica (Fisica atomica). — Su una serie perturbata dello spettro 
dell’ alluminio ionizzato. Nota di L. PincHerwe, presentata © dal 
Socio O. M. Corsino. 


In un recente articolo Shenstone e Russel %) hanno dato una interpre- 
tazione di alcune serie irregolari negli spettri di linee, serie cioe¢ che si 
scostano assai dalla forma di Ritz. Tali irregolarita sono spiegate ammet- 
tendo che uno (o pit) termini della serie siano estranei alla serie stessa, 
prodotti da una configurazione elettronica diversa da quella dei rimanenti. 

Il loro introdursi nella serie produce — per un fenomeno di risonanza — lo 
-spostamento dei livelli vicini, di modo che la serie non é pil rappresen- 
tata dalla formula di Ritz, ma da altre che tengano conto dei livelli per- 
turbatori. 

Nel caso di un solo termine estraneo alla serie vale con buona ap- 
prossimazione la relazione (di Langer): 


ea uae ed a Wi 
(x + a+ bvn +=) 


Vn = 


nr 


(a,b,c costanti) dove vy, ¢ il numero d’onde del termine perturbatore. 
Interessanti sono le serie dell’Al II. Lo spettro dell’Al If @ stato ana- 
lizzato da Sawyer e Paschen; & uno spettro di due elettroni e contiene 
lunghe serie del tipo 3snx. Le serie pil lontane dalla forma di Ritz sono 
fessenie 3h Pi 
Di queste la ‘D & la meglio rappresentata dalla formula di Langer. 


(1) D. S. Hucues e C. Eckart, «Phys. Rev.», 36, 694 (1930). 
(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 
(3) «Phys. Rev.», 39, 1932, p. 415. 


Gli AA. ritengono che il termine perturbatore sia 3p3p'D: dall’ana- 
logia con altri spettri il suo valore puo essere posto tra 51.000 e 56.000 
numeri d’onda. Ora la serie *D ba i due primi termini a 66.381 € 41.773: 
gli AA. ritengono che il livello estraneo sia il primo, respinto cosi in alto 
da una reazione di tutti i termini della serie; con tale ipotesi si possono 
determinare le costanti della formula di Langer in modo che tutta la serie 
sia rappresentata con assai buona approssimazione. 

La differenza tra i valori calcolati con tale formula ossia tra i valori 
sperimentali e quelli calcolati con la formula di Ritz € notevole solo per 
il primo termine ed é gid assolutamente trascurabile per il quarto. 

Ho calcolato per mezzo della teoria della perturbazione tali scostamenti 
dalla formula di Ritz; il calcolo ha uno scopo puramente qualitativo, come 
quasi tutti i calcoli di questo genere, e perciO le autofunzioni per descri- 
vere gli elettroni nei vari livelli sono state prese assai semplici. In ogni 
modo il calcolo conferma |’ ipotesi di Shenstone e Russel e |’ordine di gran- 
dezza degli scostamenti trovati coincide con quello sperimentale per tutti i 
termini considerati. 

Si tratta di calcolare la perturbazione esercitata da uno stato con due 
elettroni 3p; su stati con un elettrone 3s e un elettrone nd, . 

Mi sono limitato al caso di n=3,4,53 perche per gli altri termini 
la perturbazione é trascurabile. 

Indico con s(x), p:(x), d.(x) rispettivamente le autofunzioni rap- 
presentanti l’elettrone s,p;,d,. Allora lo stato perturbatore € rappresen- 
tato da 


Po = pr(%x) pr (2) 


e uno degli altri stati ¢ rappresentato dall’espressione simmetrizzata ; 
I 


= iG [s(xx) ud, (%2) + s(x.) nd, (x2) ] 


dove m indica uno dei tre livelli considerati. 
Calcolo la matrice dell’energia a 4 linee e 4 colonne 


Poe ede Usa ties 
1s ata: baanal* ag 2 
Hy vucboae bis» Ee 
Hig Hs He 


3 33 


Trovati’1 suoi autovalori -H., Hy, H., H,, le ditferenze Hy, =e. 
H..—H,, H,;, —H, danno i desiderati scostamenti dalla formula di Ritz 
dei termini della serie; la differenza.H,. —H. da lo spostamento del ter- 
mine perturbatore. 


v 


In questo caso 


Elen = Ziey ic | Yous = ds 


Hs; = E; 5 E30 oF eet 5) Fs == Rs ae Eat [ie ax > 


dove E;, E>, Ena indicano gli autovalori rispettivamente dell’ elettrone 
35 3p nd; rz, & la distanza dei due elettroni. 
Ho preso come autofunzioni per gli elettroni d quelle calcolate da Ra- 


Se : \ € ; 
setti “) in base a un potenziale della forma V, + — Berle ho determinato- 
r (é 
ee iovandomi dei termini regolari della serie; ho trovato le autofunzioni: 
Nn § ) 
3dg = Ng rt Cc sene Se%e 
Ad, = Nya 72-95 p—O-5i ra sen? Se" 


Fe — Na 73°95 e—0-417/a sen2 > e27p 


dove N é il coefhiciente di normalizzazione, a il raggio della prima orbita 
dell’ idrogeno. Dato lo scopo del calcolo, ho potuto porre per comodita gli 
esponenti di r uguali rispettivamente a 2, 3, 4. 
Analogamente 
BS) san Nantes aati 


BR iefesaNat? Crt Co Ser ee. 


In queste ultime autofunzioni vengono trascurati i nodi, cioé il poli- 
nomio in r é ridotto ad un monomio. Come é noto pero® V’errore che 
si commette ¢ piccolo. 


(1) «Rendiconti R. Acc. dei Lincei», VII, 1928, p. 915. 
(2) ZENER, «Phys. Rev.», 36, 1930, p. §1. 


Ho poi ricavato gli autovalori dei vari elettroni dallo spettro dell’al- 
Palluminio doppiamente ionizzato. 

I calcoli degli integrali che compaiono nella matrice si semplificano 
per la simmetria tra i due elettroni. Cosi per esempio: 


|: (x1) ds(as) 8" dix) = dq: dq, =|f ESL ACA bg C2) d3(xr) = dq; dq, 


Steed joe 2 : 3 : « I 
e€ quindi i quattro integrati provenienti da | d, beet sono a due a due 
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uguali. 
L’ integrale che compare in Hoo é: 


| bode ae me | (pGd) OC)? x dee te = 


Ni! ey: he re e— 2:52 7xI4 sen2 9, Te e— 2-52 7/4 sen? $, 
= ev 2 oS ee eS ee eee 
P 
Vr 
0 ro) ° On a20 3 


> sen 9; sen 9, dr, dr, dd, d%, do, dg, = 


(oe) m4 (oe) cL I 
Sa Ney nee [ jie "14 Ssen3 , ar, ds, il re—?-52 "2/4 sen3.D, dr, d9. ie 
(eo) 


ro) oO 


Integro prima rispetto a $; si ha: 


‘y 


Se a DE “Po cos 0) 


dove |r| @ il pid grande tra 7, e 7,, x é il rapporto del pit piccolo al 
piu. grande e 


P. (cos 8) = 3 ae = aS PIP (cos $1) PIP (cos 92) ef @:— 92) 


P® & la B”@ funzione sferica associata di ordine «. 


In questo caso, poiché » non compare nell’integrale, se vogliamo che 
esso non sia zero dobbiamo prendere 8 = 0 e quindi: 


I I xX 
—=— > xP, (cos 9,) Pa (cos $,). 
L’integrale rispetto a g, diventa: 


I co CO att 
I= if re e252 fal@ dr, 7] »2 Fe -Pe (Cosa) | P, (cos %,) sen? $, sen 9, dd, . 


° 6 


enna 


Sarita Ree 
Ora 


Sen wv, == eS P, (cos &) — P, (cos 9.) 


e quindi per Portogonalita delle funzioni sferiche e per la proprieta: 


. B OS 2-sen = : ne 
| [PE (cos 8)} sen 8d = ES 


si ha: 


1 Bs mil [4 Ea > (c08 91) — Fa? Ps (cos 8.) fs 6 pasa rele” dy, , 


Vr. 


Integrando poi rispetto a 9, si trova: 


TGls( 4 ae 
ea Am? N3 e2 =| { fe e252 "3/4 dy, | ieee dr, ae 
7 


Oo ° 
200 (oe) 
I bg 
A r e252 1/4 dry re e252 r,/a dr. ss 
25 Ir 
oO co) 


Il primo e: 


lo) a 
| re p= 2652 ry/a dr, ran r’ e252 Ta/a dr, a be r e— 2-52 r2/a i, ==. 66. DEE RERET (2; ere 


0) 


Il secondo € 1413 tes 
(2.52) 
Sostituendo poi ai coefficienti i loro valori e dividendo per he per avere 
il risultato in numeri d’onda si trova 1 = 73.318. 
Gli altri integrali si calcolano in modo perfettamente analogo. 
In definitiva si trova la matrice: 


975.230 11.055 3.045 580 
11.055 == 270.750 O O 
3.045 ) — 250.633 O 

580 : O O — 243.104 


i cui autovalori sono: 


— 286.332 — 263.073 — 250.214 — 243.092. 


Gli scostamenti dalla formula di Ritz sono riportati nella seguente ta- 
bella accanto ai corrispondenti valori sperimentali: 


Scostamenti 
Termine Calcolato Sperimentale 
353d 7677 3470 
354d 429 340 
355d La 20 


Come ho gia detto il calcolo non poteva dare che un risultato quali- 
tativo e quindi solo Vordine di grandezza della perturbazione. 

In ogni modo si pud concludere che é esatta Vipotesi di Shenstone 
e Russel sulla configurazione e la posizione del termine perturbatore. La 
differenza di energia tra questo e il primo termine della serie risulta dal 
calcolo precedente di 23.259 numeri d’onda. La sperimentale e di 24.608. 


Porgo i piu sentiti ringraziamenti al prof. Fermi che mi ha consigliato. 
questo lavoro e mi é stato largo di consiglio e di aiuto. 


Fisica. — Nuovo dispositivo per ricerche sulla struttura della 
regione di Heaviside‘?. Nota® di I. Ranzr presentata dal Socio 
Q. Mayorana. 


1. E noto come il pil importante mezzo di indagine sperimentale 
delle condizioni dell’alta atmosfera ionizzata sia costituito dalle cosidette 
misure di altexza apparente di riflessione delle radio—onde. 

Ricordero che si definisce come altexza apparente (o virtuale) di rifles- 
sione (o anche dello strato di Kennelly—-Heaviside) la quota pil elevata 
apparentemente raggiunta dalla traiettoria dell’onda, ammettendo che la ve- 
locita di propagazione rimanga costantemente uguale a quella nel vuoto, e 
che la riflessione avvenga su di una superficie orizzontale ben definita; si 
chiama invece altezza reale di riflessione il piu alto livello raggiunto effet- 
tivamente dalla traiettoria dell’onda: ammettendo infatti che, a partire da 
una certa altezza, la densita’ ionica vada gradatamente aumentando, dando 
cosi origine a una diminuzione graduale dell’indice di rifrazione del mezzo 
rispetto all’onda, la traiettoria di quest’ultima sara in generale curva e potra, 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Fisico dell’ Universita di Camerino. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 21 giugno 1932. 


in opportune condizioni, divenire orizzontale per poi ritornare al suolo. 
L’indagine sperimentale consente di determinare soltanto |’altezza apparente 
di riflessione. I metodi impiegati appartengono a due tipi principali. 

Il metodo realizzato da Appleton e Barnett) consiste nel fare inter- 
ferire i raggi diretti con quelli riflessi. Se d é la differenza di cammino 
tra le due specie di raggi, facendo variare la frequenza dell’onda emessa 
di Af, alla ricevente si osservano degli indebolimenti e rinforzi successivi 


della intensita di ricezione; il numero n dei massimi (0 dei minimi) é dato da 


d 
1 = AP 


dove c & la velocita di propagazione della luce nel vuoto. Secondo il me- 
todo realizzato da Breit e Tuve, viene emesso un segnale di brevissima 
durata e alla ricevente, mediante osservazioni oscillografiche si determina 
il ritardo che subisce il segnale che segue il cammino dell’onda riflessa 
(eco): in base a cio e ammettendo che l’onda riflessa si propaghi sempre 
con la velocita della luce nel vuoto, si determina l’altezza apparente di 
riflessione. 

Vedremo in altra Nota in qual modo, dai dati ottenuti con tali mezzi 
sperimentali, si possa giungere alla conoscenza di alcune proprieta della 
ionosfera. 


2. Il dispositivo sperimentale da me realizzato ¢ basato sul metodo di 
Breit e Tuve (metodo della eco). 

Esso comprende un trasmettitore, con circuito Hartley, ad una sola 
valvola oscillatrice da 100 Watt di dissipazione anodica (Zenith W 100 A) 
alimentata con corrente alternata stradale a 50 periodi. La griglia della val- 
vola é fortemente polarizzata negativamente in modo che normalmente non 
si abbiano oscillazioni; in serie colla batteria di polarizzazione é disposto 
il secondario (di circa 400 spire) di un piccolo trasformatore a nucleo di 
ferro laminato, della sezione di cm?. 5, nel cui primario (di circa 80 spire) 
viene inviata, attraverso a un reostato di circa 100 ohm la corrente alternata 
stradale a 50 periodi con una intensita di due amp. circa: in tali condizioni, 
essendo molto forte Ja resistenza ohmica rispetto a quella induttiva, la cor- 
rente conserva il suo andamento sinusoidale e la tensione ai capi del pri- 
mario (e quindi anche del secondario) presenta dei guizzi in corrispondenza 
delle singole semialternanze; gli impulsi di tensione di senso tale da compen- 
sare la tensione di polarizzazione negativa provocano la generazione di treni 
di oscillazioni di breve durata (che si pud rendere di circa un millesimo 
di secondo), con periodo e fase imposti dalla corrente alternata stradale. 


(1) «Proc. Roy. Soc.», A 113 (1926). 
(2) «Phys Rev.», 28, p. 554 (1926). 


La compensazione é regolata in modo da ayvenire in corrispondenza 
dei massimi di tensione positiva alla placca della valvola. La potenza del- 
lalimentazione di placca della valvola durante l’emissione di tali treni d’onde 
é di soli 10 Watt. L’aereo & del tipo a dipolo orizzontale. Il trasmettitore 
puo funzionare su onde comprese tra m. 40 e m. 150. 

L’apparecchio ricevente & situato nello stesso laboratorio in cui € posto 
il trasmettitore. Esso comprende due stadii di amplificazione in alta fre- 
quenza, uno stadio con valvola rivelatrice in reazione, utilizzante la curvatura 
della caratteristica di placca, e un ultimo stadio con una valvola amplificatrice 
a corrente continua (ossia con resistenza e contro—batteria); come antenna 
viene usata la linea luce. Nel circuito di placca dell’ultima valvola ampli- 
ficatrice @ inserita una resistenza variabile di circa 80.000 ohm. massimi, 


segnale 


diretto 


<— Zero ,corr. placce 


<— asse dei tempi 


lade 


2* eco I* eco 


oer 


ai cui capi sono derivate le due placche deviatrici di un oscillografo a 
catodo incandescente (tipo Ardenne, della casa Leybold, modello piccolo, 
con 1000 volt di tensione anodica e della sensibilita di 1 mm. per volt). 
Il fascio catodico viene deviato perpendicolarmente alla direzione del campo 
elettrico delle due placche mediante il campo magnetico creato da una bo- 
bina percorsa dalla stessa corrente sinusoidale a 50 periodi usata per la 
modulazione del trasmettitore. L’oscillogramma che si osserva in tali con- 
dizioni é dato dalla fig. 1 (ottenuta per fotografia): sono state aggiunte 
delle piccole frecce ad indicare il senso di spostamento della macchia cato- 
dica; alla fine dell’impulso diretto (in corrispondenza del quale, data la sua 
forte intensita, la corrente di placca dell’ultima valvola si annulla), si nota 
un abbassamento nel tracciato oscillografico, dovuto all’autoinduzione della 


pace seme 

résistenza inserita nel circuito di placca della rivelatrice. Per la osservazione 
di eventuali echi (dovuti in tal caso a riflessioni pressoché verticali sullo 
strato) si & trovato conveniente fare oscillare la rivelatrice: si osservano 
cosi, con un lieve disaccordo, dei battimenti nettissimi, sull’oscillogramma, 
tra le oscillazioni locali e quelle dei treni d’onde riflessi: tali battimenti 
consentono appunto una determinazione esatta della posizione degli echi 
sulla curva oscillografica. La misura dell’altezza apparente di riflessione 
viene eseguita determinando il ritardo tra la fine del segnale riflesso e la 
fine di quello diretto: basta proiettare questi due punti sull’asse dei tempi 
e determinare la distanza e la posizione dei punti proiezione; da cui, nota 
la frequenza del moto sinusoidale, ¢ facile dedurre il ritardo dell’eco. Non 
€ conveniente eseguire tale misura tra l’inizio del segnale diretto e quello 
del segnale riflesso, poiché quest’ultimo spesso é vicinissimo 0 si sovrap- 
pone in parte a quello diretto. Durante le misure viene controllata la fre- 
quenza della corrente alternativa ; inoltre rilievi oscillografici eseguiti in varie 
epoche mi hanno permesso di stabilire che la forma della corrente alter- 
nativa usata poteva ritenersi perfettamente sinusoidale. 

Una particolarita importante del dispositivo suddetto € la seguente: la 
curva dei battimenti appare generalmente assai stabile; si osservano talvolta 
degli spostamenti regolari in un determinato senso, ma allora la velocita di 
spostamento di tutta la curva dei battimenti aumenta passando dalla prima 
eco (cioé quella. dovuta a una sola riflessione nello strato ionizzato) alla se- 
conda eco (cioe quella dovuta a due riflessioni nello strato ionizzato, con 
una riflessione intermedia sul suolo e che perciO presenta un ritardo doppio 
della prima), alla terza, ecc. Si puo quindi affermare che tali spostamenti 
avvengono quando varia la fase delle onde riflesse, per variazione del loro 
cammino ottico. Spesso la curva dei battimenti non presenta uno sposta- 
mento apprezzabile durante alcuni minuti, ossia per varie centinaia di segnali 
emessi. Cio dimostra che le oscillazioni del trasmettitore (e quindi anche 
quelle degli echi quando V’altezza di riflessione non varia) si iniziano sempre 
con la stessa fase rispetto alle oscillazioni della rivelatrice in reazione. 

Ho potuto osservare che, ponendo il ricevitore a una distanza supe- 
riore ai 500 m. dalla trasmittente, la curva dei battimenti diviene instabi- 
lissima. L’interpretazione di tali fenomeni, che sono ovviamente di 
importanza fondamentale nel funzionamento del dispositivo, mi € stata sug- 
gerita dal prof. Quirino Majorana, al quale mi ¢ grato esprimere qui i 
miei pid vivi ringraziamenti. Secondo tale interpretazione si ammette che 
le oscillazioni della trasmittente, all’inizio del segnale, quando cioeé esse 
sono di piccola ampiezza, subiscano una vera e propria sincronizzazione da 
parte delle oscillazioni della rivelatrice; in seguito, con l’aumentare del- 
ampiezza delle oscillazioni generate, queste acquistino la frequenza imposta 
dal circuito oscillante, con una fase pero dipendente da quella delle prime 
oscillazioni, le quali furono sincronizzate dalla valvola rivelatrice: tale fase 


Bee ie 
si manterra praticamente invariata per tutta la durata del segnale (circa un 
millesimo di secondo). Ho ottenuto la conferma sperimentale della giustezza 
di tale ipotesi, variando l’azione delle oscillazioni generate dalla valvola 
rivelatrice sul circuito oscillante del trasmettitore; se tale azione é debole 
scompare la stabilita della curva dei battimenti. 

In conclusione il dispositivo realizzato funziona come un sensibile inter- 
ferometro e presenta rispetto a quelli fin qui impiegati i seguenti notevoli 
vantagei: la semplicita di montaggio che consente, anche per la vicinanza 
estrema tra la stazione trasmittente e la stazione ricevente, di eseguire con 
tutta rapidita misure pressoche contemporanee su varie lunghezze d’onda, 
— la possibilita di eseguire misure dirette e continuative, sullo schermo 
fluorescente non solo di altezze di riflessione, ma anche di variazioni di 
fase, senza dover ricorrere a complessi sistemi di registrazione fotografica, 
- la mancanza di disturbo da parte degli atmosferici alla lettura degli oscil- 
logrammi, data Ja aperiodicita degli atmosferici stessi, - la possibilita di 
eseguire determinazioni del limite superiore di frequenza delle onde che ven- 
gono riflesse, nei varii momenti della giornata, dallo strato ionizzato (aumen- 
tando gradualmente la frequenza del trasmettitore sino a che gli echi scom- 
paiano): l’artificio dei battimenti rende il ricevitore assai sensibile, cosicché 
la determinazione dell’onda limite si puo fare con buonissima precisione. 


Chimica. — Preparazione elettrolitica di alcuni sali complessi 
dell'argento bivalente. Nota di G. A. Barsrert, presentata® dal 
Corrisp. M. Berti. 


L’attitudine dell’argento bivalente a formare complessi con basi orga- 
niche, constatata la prima volta da G. A. Barbieri) con la preparazione 


al . . aes . I 
del persolfato di argenti-piridina [Ag(C,H,N),]S.Os, venne confermata 
recentemente da W. Hieber e F. Miihlbauer “) con la preparazione del per- 


1 
solfato di argenti-o-fenantrolina [Ag(C,,HsN.).] S.Os e da G. T. Morgan 
e F. H. Burstall 6) con la preparazione del persolfato di argenti-n«-dipiridile 


1 
[Ag(C,oHsN.)2] S.O8. 

In questi composti il numero di coordinazione dell’argento bivalente 
€ quattro. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chiniica del R. Istituto Superiore Agrario di 
Bologna. 

(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 

(3) «Gazz. Chim. Ital.», 42, I, 1 (1912). 

(4) «Ber.», 61, 2149 (1928). 

(5) «J. Chem. Soc. », 2594 (1930). 


W. Hieber e F. Muhlbauer approfittando della singolare stabilita, anche 
1 


di fronte agli acidi, del complesso Ag(C,,HsN,). riuscirono a sostituire nel 
persolfato di argenti-fenantrolina il radicale persolforico con altri radicali 
acidi mediante reazioni di doppio scambio. Il persolfato di argenti-fenan- 
trolina, che ¢ insolubile in acqua, venne sciolto a freddo in acido nitrico 
concentrato (64°/,) e la soluzione nitrica venne addizionata con un eccesso 
di sali di sodio degli acidi: perclorico, solforico, clorico e nitrico. Si for- 
marono dei precipitati cristallini la cui composizione corrispose alla formula 
generale: . 
fAg(C Ma, )3) Xo. 3 Xia ClO. SO.H, ClO, NO 

Nei doppi scambi in soluzione nitrica il complesso Ao(C NOs 
passa dunque inalterato dal persolfato nei nuovi sali. 

Secondo G. T. Morgan e F. H. Burstall le cose non procederebbero 


nella stessa maniera col persolfato di argenti-dipiridile [Ag(CcoHsN;)a] S:O8, 
giacche essi avrebbero osservato che se questo composto viene macinato a 
_freddo con acido nitrico al 60°/. € la parte indisciolta, separata dal liquido 
acido, viene portata in soluzione con acqua e poi addizionata con un eccesso 
di nitrato di ammonio, cristallizza in aghetti bruni un composto al quale 


Il 
spetterebbe la formula [Ag(C,.HsN.);] (NO;).. 
Il 
Dunque il complesso [Ag(C;.HsN,).] esistente nel persolfato si tra- 
IL 


sformerebbe nel complesso [Ag(C,.HsN.);]: e cio non avverrebbe per ag- 
giunta di dipiridile, ma per semplice trattamento con acido nitrico e nitrato 
di ammonio. 

Questa reazione, certamente di difhcile interpretazione, riesce tanto 
pit strana se si pensa alla perfetta analogia di comportamento finora con- 
statata, dell’a« dipiridile con l’o-fenantrolina nei composti metallamminici. 

Cid mi ha indotto a ripetere la preparazione del composto 


fT 
[Ag(CroHsN2);] (NO;)2- 


Operando nelle condizioni indicate dagli Autori inglesi vennero ottenuti 
soltanto dei prodotti che, per ogni atomo di argento, non contenevano mai 
pit di due molecole di dipiridile. 

Nel corso di tali esperienze ho avuto anche campo di constatare che 
il persolfato di argenti—dipiridile non ¢ il punto di partenza pit: opportuno 
per la preparazione di altri composti di argenti-dipiridile. L’acido persolfo- 
rico, che viene liberato dall’acido nitrico concentrato, si trasforma_parzial- 
mente in acido monopersolforico che da origine ad acqua ossigenata, e questa 
riduce l’argento bivalente anche se fa parte di complessi. Inoltre nelle reazioni 
di doppio scambio in soluzione nitrica con perclorati, clorati, solfati, si otten- 
gono spesso, almeno come primi prodotti, dei sali a radicali acidi misti. 


Siccome da mie ricerche precedenti“) era risultato che la forma biva- 
lente. dell’argento nei sali complessi pud essere raggiunta, oltre che per 
azione dei persolfati, anche per via elettrolitica, parve interessante ricercare 
se i sali di argenti-dipiridile potessero venir ottenuti per ossidazione ano- 
dica dei rispettivi sali complessi dell’argento monovalente. Questi ultimi 
sono perd praticamente insolubili in acqua. Tale diffhcolta venne superata 
sottoponendo all’ossidazione anodica la loro soluzione negli acidi. Era pro- 
babile che anche in soluzione acida si sarebbe potuto formare il complesso 
dell’argento bivalente con ‘l’a«—dipiridile, giacché & noto che l’affinita di 
quest’ultimo per alcuni joni metallici bivalenti (ad esempio Fé e Ci) 
maggiore che non per l’ione idrogeno, cioé il dipiridile ha maggior ten- 
denza a formare certi composti metallamminici che non sali ammonici. 

I sali di argento che, in presenza di dipiridile, vennero sottoposti al- 
Vossidazione anodica furono: il nitrato, il perclorato, il solfato, rispetti- 
vamente in soluzione nitrica, perclorica, solforica; vennero ottenuti allo 
stato cristallino i seguenti composti complessi dell’argento bivalente: 


I I II 
[Ag(C.oHsN.)2] (NO5). 5 [Ag(CicHsN.)2] (ClO,)2 5 [Ag(CrolfsN2)2] (SO4H); - 


Le elettrolisi vennero eseguite con una corrente di circa 8 volta e 
2-4 ampere, regolata da una resistenza metallica a slitta. Il liquido anodico 
era contenuto in una capsula di platino di circa 250 cc. che fungeva da 
anodo. Il Jiquido catodico era contenuto in un vasetto poroso immerso nel 
liquido anodico; il catodo era un filo di platino avvolto a spirale. 

Per la preparazione del nitrato di argenti-dipiridile si impiego come 
liquido anodico una soluzione che conteneva in 100 cc. gr. 1,6 di nitrato 
di argento, gr. 3,2 di a—« dipiridile e gr. 9 di acido nitrico; come liquido 
catodico una soluzione N/5 di AgNO,. AlPinizio del passaggio della cor- 
rente il liquido anodico a contatto del platino si colord intensamente in 
rosso-bruno, e dopo alcuni minuti la parete interna della capsula comincid 
a ricoprirsi di una patina cristallina rosso-bruna molto aderente, che, esa- 
minata al microscopio, risulto costituita di aghetti bruni omogenei. 

Si constato, in seguito, che, impiegando correnti pil deboli e aggiun- 
gendo al liquido anodico molto nitrato di ammonio (circa il 40°/,), si 
ottenevano depositi cristallini non aderenti all’anodo, e costituiti da prismi 
rosso—bruni ben formati, a faccie lucenti, che presentano un fortissimo 
pleocroismo dall’arancione cupo al viola e al nero. Il prodotto cristallino, 
separato dal liquido anodico alla pompa, venne lavato con soluzione con- 
centrata di nitrato di ammonio, poi con alcool e infine seccato nel vuoto. 
Esso € solubile in acqua alla quale impartisce una intensa colorazione rosso- 
bruna, quasi insolubile nelle soluzioni concentrate di nitrati alcalini, del tutto 


(1) G. A. Barsreri, « Ber.», 60, 2424 (1927). 


‘re cee ell 


insolubile in alcool e negli altri solventi organici. La sua soluzione acquosa per 
aggiunta di acido cloridrico si scolora istantaneamente con formazione di 
cloruro di argento e sviluppo di cloro. Si scolora pure per aggiunta di 
ammoniaca o di acqua ossigenata acida per acido nitrico o solforico. 
NelV’analisi quantitativa del composto l’ossigeno attivo venne dosato 
per via jodometrica, l’azoto nitrico come NO, l’azoto totale secondo Dumas. 


Trovato °/, Ag 19.61 ; N totale 15.20 ; N nitrico 5.02 ; O att. 1.40 
calcolato per 


rH 
[Ag(C,oHsN.).] (NO;). Ag 19.83; Ntotale 15.45 ; N nitrico 5.15; O att. 1.47. 


In una soluzione acquosa di AgClO, Vaggiunta di dipiridile sciolto in 
acqua calda o in alcool, determina la formazione di un abbondante preci- 
pitato giallo che al microscopio si mostra costituito da aghi lunghi sotti- 
lissimi: questo composto seccato a 110° diede all’analisi risultati concordanti 


con la formula: AgClO,-2C; HN. . 


Trovato .°, A 
calcolato °/, A 


20.59) bo Ne, 65 
207 een NOL 9% 


IQ JQ 


Un grammo di questo prodotto sospeso in 100 ce. di acqua venne 
addizionato a goccia a goccia con soluzione concentrata di acido perclorico 
finche si ottenne una soluzione limpida. Questa venne sottoposta all’ossi- 
dazione anodica nelle condizioni indicate per il composto precedente; si 
formo all’anodo un deposito cristallino rosso—mattone costituito da prismi 
microscopici omogenei, poco solubili nell’acqua, quasi insolubili in presenza 
di perclorati alcalini. Piccole porzioni riscaldate fortemente allo stato secco 
esplosero con violenza. All’analisi diede i seguenti risultati : 


trovato °/o Ag 17.36) 3 oN 9.13. 050 © attivout.26 
calcolato per 


Il 
Past Cara. | (ClO, gen gar7a3. GN 9.05%... attivo 1.30. 


Per la preparazione del bisolfato di argenti—dipiridile, gr. 0.5 di solfato 
di argento, previa aggiunta di poca acqua, vennero macinati in mortaio con 
grammi uno di dipiridile, e poi addizionati con soluzione di acido solfo- 
rico al 20°/, fino ad ottenere la soluzione completa del composto giallo 
prima formatosi. La soluzione solforica sottoposta all’ossidazione anodica 
nelle condizioni su descritte si trasformOo prima in un liquido rosso, dal 
quale si formd poi un abbondante precipitato cristallino rosso—bruno che 
aumento per aggiunta di solfato di ammonio in sostanza. 


AD ¥ovato~ jo Ap aiigge st AN 9.30 tM aTO.59 


calcolato per 
IL 


[Ag(C,—HsN.)2] (SO,H). ie. [ae eNO Ome, ROK TO.4A. 


Chimica (Chimica—fisica). — Sopra una costante struttu- 
rale relativa ai passagei di stato. Nota di R. BrGazzi, pre- 
sentata ‘”.dal. Cornsp.. I= ROLLA: 


E nota limportanza che ha assunto in questi ultimi tempi il paracoro 

di Sugden, mediante il quale si legano la tensione superficiale (y), il peso 

molecolare (M) e la differenza di densita (d—d’) nella vaporizzazione. 

Essendo d’ piccolo per rapporto a d, il paracoro (P) ¢ dato in generale da: 
M 


e per y = 1, il paracoro non é che il volume molecolare. 

Vien fatto allora di pensare che il volume molecolare possa essere 
una grandezza caratteristica per Je molecole a struttura simile, quando si 
consideri la temperatura assoluta che definisce il punto di passaggio di stato 
(vaporizzazione, fusione, solidificazione, liquefazione). 

Una formula che ho ricavata empiricamente, e che interpreta bene 
questo legame ¢ data dal rapporto 


P 
Cr —— = costante = K 
p? 

in cul: 

T = temperatura assoluta di passaggio di stato; 

P = peso molecolare; 

== peso specifico a,15°G siferito antl, Ova .4°@ 

e da cui: 


Questa espressione (con la premessa che si abbiano sostanze pure, e 
che non vi siano errori sperimentali di Te p) vale per composti con si- 
mile formula strutturale in tutti e quattro i passaggi di stato. 

Perché la (1) sia valida, la molecola non deve subire in prossimita e 
durante detti passaggi, alterazioni di sorta (polimerizzazioni, dissociazioni ecc.). 


Essendo il volume molecolare dato da V == la (1) si pud scrivere 


pure: 
J2 
oh ae od, on =K odtancors wes 
vi 


(Dd Nella seduta del 19 giugno 1932. 


Per poter riunire in un’unica costante approssimata di passaggio di 
stato (che chiamero K’) tutte le molecole a struttura diversa mi sono valso 


di un fattore (che chiamerd c) di complessita, che @ in dipendenza della 
complessita strutturale delle molecole stesse. Si ha cioé: 


EP , 
(2) eras 
da cui: 

1 TKS prc 

T= a. 


Questo fattore c ho ottenuto graficizzando le formule di struttura dei 
composti. Ho adottato cioé un’unitd grafica di valenza strutturale (per es. 
Tcm:). 

Si ricerca allora il segmento che rappresenta la maggior larghezza pre- 
sentata dalla molecola graficixzata; e questo segmento é il fattore c che 
rappresenta, per cosi dire, il vettore caratteristico, che definisce lo stato di 
equilibrio a cui tende l’insieme degli atomi che costituisce la molecola. 

Il fattore c varia da I a 13, passando, per esempio, dal bromo al 
dodecano (prendendo per unita un cm.) 

La verifica delle espressioni (1) e (2), e stata fatta in parecchie cen- 
tinaia di casi ed i dati saranno riportati, dettagliatamente, in tabelle che 
verranno pubblicate altrove per esteso, insieme all’esame delle eccezioni 
riscontrate. 


; sie ; . 
L’espressione —— = K si presta, sotto molti aspetti, meglio del para- 
p? 


coro, poiché non contiene che grandezze note, per un numero grandissimo 
di molecole, e facilmente determinabili. 

D’altra parte essa non riguarda solo il passaggio di stato liquido-va- 
pore, ma altresi il passaggio liquido-solido, solido-liquido, gassoso-liquido. 
Per di pil vale sia per sostanze organiche che inorganiche. 


1. Passaggio liquido—gassoso - Temperatura di ebollizione. 


Si hanno nella serie che segue, i valori di K, notevolmente concor- 
danti per ogni classe strutturale di composti (ogni classe strutturale ha 
valore pressoché uguale di c). I valori di K riportati sono stati esaminati, 
come si vede, per sostanze a simile struttura, ma a composizione svariatissima. 

Il valore di K’ é@ invece stato riferito al composto caratteristico enun- 


ciato fuori parentesi per ogni classe. 
Toe 


———— = K sono rispet- 
p? 1000 


Per mercurio, bromo ed acqua i valori di 


tivamente: 0.68 -— 5.32 -— 6.85. 
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2. Passaggio liquido-solido — Temperatura solidificazione. 


Si sono ottenuti i seguenti risultati. I valori sono riport 


modo che per il passaggio liquido—gassoso. 


ati 


allo stesso 


i : i oP c in 4 DP. 
Classe e composti ——— = 
| p? 1000 cm. p?1000 ¢ 
I. Cloroformio . 10.73 2) 5 36 
(bromoformio) (8.69) 
II. Aldeide etilica . 3e27 27) 4.91 
(cloralio) (13.92) 
III. Acido acetico . 15.76 3.5 4.50 
(alcool etilico) (12.02) 
IV. Monocloro benzene . Sra matron 2 21-10 5.27 
(monoiodobenzene — monobromobenzene - (17.39) (18.09) 
ortodibromobenzene - metadibromobenzene) (16.89) (17.91) 
V. Anilina 23.78 4.5 5.28 
(nitrobenzolo) (23.25) 
VI, Cloruro di benzale . 25.60 5 ole 
(aldeide benzoica) (25.12) 
VII. Nonano 53.61 10 5-36 
VI. Decano ehabes cwpary nisthn cae 62.56 II 5.68 
Re WDGecano Mer et fd et oe 65.30 12 5-44 
X. Dodecano 75.20 13 5.78 
3. Passaggio solido-liquido — Temperatura fusione. 
Abbiamo ottenuto i seguenti risultati: 
a) Compost organici - Segue la serie esaminata: 
iP He o 
Classe e composti Ke ean ime LL 
p? 1000 cm. p? 1000 ¢ 
I. Acido ossalico . 15.28 3.6 4.24 
II. Acido tartarico 21.50 5 4.24 
»  succinico 22.09 5 4.41 
III. Fenolo PS 8 5 5.10 
pirocatechina . PIP 5 4.64 
IV. Resorcina 26.16 5-4 4.84 
idrochinone 27.94 6 4.65 
acido benzoico Deel Sas 4.96 
acido salicilico . 27.03 GS 4.91 
V. Acido picrico . 29.27 57 Sens 
VI. Naftalina 34.13 5.8 5.88 
o%—nitronaftalina . 32.83 5.8 5.66 
a—naltolo . 35.90 5.8 6.18 
VII. B-naftolo . 38.95 6.8 5-72 
VIII. Fenantrene . 47.76 — = 


IX. Antracene . 
antrachinone . 


| 


— 52 — 


Per fenantrene, antracene, antrachinone, si hanno valori abbastanza 
soddisfacenti di K’, solo graficizzando rispettivamente le seguenti strutture: 


<0 mtg 
AEA 


: TO i 
yee : » Ze Ney, aE Se 
i + H : ae vi rot was aN 


con cui i fattori c resultano rispettivamente di 7.6 cm. - 9 cm. — 9 cm. e 
le K’ resultano rispettivamente 6.28 - 6.32 - 6.42. 

b) Composti inorganici salini — Li tralascero perché alterabili al punto 
di fusione, nonostante che talune classi strutturali mi abbiano dati resultati 
di K soddisfacenti come per es. quella dei clorati e quella dei solfati. 

c) Metalloidi — Tralascio i metalloidi a T di fusione altissime come 
silicio, boro, carbonio. Esaminerd invece solfo e fosforo bianco. Formule 
molecolari: solfo = Ss, e fosforo = P,. Per struttura ciclica solfo c= 2.6cm., 
fosforo ¢c = I.4 cm. 

993 23236 SOP IG TOs oe ks ban 80S een 


Coa. strutture.. linear -S3.¢—= 7, 40m. 5P Gia 9. Ci poe Is in 34am 


ip a ODN Tp 
d) Metalli - Sono resultati per K = ——— j dati seguenti ripor- 
: p? 1000 
tati nella tabella seguente: 
: , abe 2 
Classize-inetaliie) ko — = Classi e metalli | K= ui Classi € metalli, | K = ke 
p? 1000 p? 1000 p2 1000 
I. eae 0.61 Stagno Tey X. Vanadio 3.24 
allio 0.84 Z Molibdeno . De) 
Indio . ae ue, & fe XI. Berillio a 
Piombo . 0.95 Nighi 130 ; “ai pee 
; : Alluminio 4.12 
Il. Zinco Gees all eee: 154 1) XT. Magnesi 
Cane 0.88 Palladio . 1.47 ee ee 
“ : Rutenio . 1.50 XIII. Litio. 9.10 
III. Platino 0.86 VIL. Ferro aes Sodio . EDIE. 
ae : 0.74 Manganese . 1.58 XIV. Cesio 11.26 
smio 1.04 T Rubidio . 11.44 
Iridio z ungsteno . 1.60 ; 
Uranic “Y XV. Bario 11.23 
ranio 1.07 ViTt Seromo-. 2,08 Stronzio . 14.47 
IV. Rame . 1.10 IX. Cerio . 2.75 Calcio 12.61 
Argento . 20 Germanio 2.84 XVI. Potassio 17.93 


Nei gas essendo V = costante, la 


Pp 


pure 


4. Passaggio gassoso—liquido — Temperatura di liquefazione. 


= ==|K5 ‘oppure sa 


Na , 
po 


p 


ee te 
a ae 


== Ksisemplifica” 2 


= K, e per gas a formula di struttura diversa si ha 


Sono resultati i dati seguenti: 


A Sera ener : 1 : plteelecant 
Classi e gas K= mp tien K’ = Pec Classi e gas | Ke pet 
Te Elio: 1.05 _ _ Vill. N,O 4.22 2 
‘IL Kripto men Wee ae SO; « Gepeeuterd ise 
H2S. 5-35 2 
Ill. Argo . 2.20 = Ts Cloruro di nitro- 
IV. Fluoro 2.26 = = sile ee 2 
CO, . : B} 
V. Azoto . 2.82 z 2.82 4 a 
Cloro 3.28 I 3.28 IX. Metano . 6.81 2 
Ossigeno . 2.84 I 2.84 Cloruro di me- 
HBr. 2.60 I 2.60 tile 5-02 2 
COs: 2.96 I 2.96 
; X. Etano. 6.30 3 
Wi Ozono 3.20 I 3.20 Netienes) 7.15 3 
Vil. PH 5.52 ee) 3.24 Etilene . 6.10 2.6 


Chimica. — II fosfato trifenilico come solvente crioscopico™. 
Nota di F. Garetii e G. Racciu, presentata® dal Socio N. Par- 
RAVANO. 


Al fine di mettere in rilievo qualcuna delle applicazioni che pud rice- 
vere il trifenilfosfato come solyente crioscopico, lo abbiamo impiegato per 
determinare il peso molecolare di due metalloidi, lo zolfo e lo iodio e di 
due sostanze organiche insolubili o quasi nei comuni solventi, ma impor- 
tanti nella tecnica e cioé l’indaco e l’esplosivo T, o trimetilen— trinitro- 
tetrammina. 


ZOLFO. 


Esistono numerose determinazioni crioscopiche del peso molecolare 
dello zolfo sciolto in diversi composti organici e cioé in naftalina, benzolo, 
difenile, bromoformio, antrachinone e i risultati ottenuti portano alla con- 
clusione che lo zolfo si scioglie con molecole Ss. Sciolto in fosforo la 
grandezza molecolare risulterebbe da Ss a S,, ed in ortonitrotoluolo da San 
a Sx,. Anche col metodo ebullioscopico le determinazioni eseguite in sol- 
venti organici che bollono a temperatura molto elevata, quali la naftalina 
(218°), il nitrobenzene (207°), il difenile (255°), dimostrano pure che lo 
zolfo anche a queste temperature é sciolto in molecole costituite da 8 atomi. 

Nel trifenilfosfato fuso lo zolfo ottaedrico, alla temperatura di soc. 
Si scioglie in proporzione di poco superiore al 2°/, e le determinazioni 
crioscopiche diedero i risultati seguenti:’ 


abbassamento M 
gr. solvente zolfo °/> A (etre 
20.74 0.6785 09.25 321.8 
» 1.3450 O .$2 314.7 
» 2.2370 oO .86 Bian 
20.28 1.1080 O .42 316.4 


Nella soluzione di trifenilfosfato intorno alla temperatura di 50°C. lo 
zolfo adunque ha una grandezza molecolare che corrisponde a S,,. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica organica della R. Scuola d’Ingegneria 
di Torino. 


(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 


Prat 


IopIo. 


Il iodo si discioglie nel trifenilfosfato™ fuso con soluzione | rosso. bruna 
e fornisce abbassamenti del punto di congelamento _ che -corrispondono al- 
Pincirca alla molecola [,: 


Todio 13>=) Penn = 254: 


gr. solvente iodio °/o eee K 

21.3662 0.4985 Giga see 112 
» 0.9113 et ee EERE 

» 1.507 O 69 ; 116 


Si conferma ancora una volta quanto Beckmann aveva dimostrato, che 
cioe non esiste una differenza della grandezza molecolare del iodio sciolto 
nelle soluzioni diversamente colorate, e che nei pl diversi solventi I ¢ 
sciolto come I, . 


« (trimetilentrinitrotetrammina). 


Il nitrocomposto ottenuto dall’ esametilentetrammina, la trimetilentrini- 
trotrammina di Henning “) venne solo,recentemente introdotto nella tecnica 
degli esplosivi ed é preparato sotto il nome di T, ad Avigliana dalla Soc. 
Dinamite Nobel. E quasi insolubile a freddo nei comuni Bet organici 
e i tentativi fatti per trovare il peso molecolare col metodo crioscopico in 
soluzione benzolica e di acido acetico fallirono, Avendoci il prof. Michele 
Giua cortesemente favorito alcuni grammi dell’ interessante composto ab- 
biamo constatato che esso é abbastanza solubile nel trifenilfosfato fuso e 
due determinazioni crioscopiche ci fornirono i numeri seguenti: 


gr. solvente Tete M (per K = 120) 
21.0108 o.8111 O,Asan 272.4 
» 1.97 0.87 244 


Continuando ad aggiungere sostanza il punto di congelamento non si 
abbassa ulteriormente: al 2°/, si é perciO raggiunta la massima concentra- 


zione. : 
Il peso molecolare corrisponderebbe dunque alla formola trimera 


(CH,N-NO,), = 222 ed analogo risultato é stato ottenuto col metodo ébul- 
lioscopico in soluzione di acetone. 


' (1) Hewnine, D. R. P. 104.280, (1899). 


Indaco C,6H,.O.N, - Ps m. = 262, 


Il peso molecolare dell’indaco, determinato con la densita di vapore, 
pressione ridotta di 60-80 mm. di mercurio, in vapore di zolfo bollente ©) 
aveva dato numeri corrispondenti, presso a poco, alla formola semplice: 


Il Vaubel @) tentd di applicare il metodo crioscopico impiegando come 
solventi l’anilina, il fenolo, la p-toluidina, nei quali pero l’indaco si scioglie 
assai poco a freddo, e gli abbassamenti del punto di congelamento ottenuti 
non superano i cinque centesimi di grado. Dai risultati forniti al Vaubel 
con il fenolo e la p-toluidina, questi attribui all’indaco la formola doppia. 
Con il metodo ebullioscopico e con gli stessi solventi Vaubel non ottenne 
risultati attendibili ed egli li attribui all’azione decomponente dell’anilina e 
del fenolo all’alta temperatura dell’ebollizione. 

Berlinger e Scholl 4) impiegando il metodo ebullioscopico in soluzione 
di chinolina trovarono la formola semplice C,6H,,O.N, . 

Data l’importanza storica dell’ indaco, Beckmann e Gabel vollero con- 
trollare i risultati e dalle misure degli innalzamenti dei punti di ebollizione 
in anilina, p—toluidina e fenolo, ottennero risultati corrispondenti alla for- 
mola semplice. Lo stesso con il metodo crioscopico in soluzione di anilina 
e fenolo, mentre in p-toluidina risulterebbe confermata la formola doppia 
di Vaubel (peso molecolare da 590 a 550). 

Si noti pero che la solubilita dell’indaco in tale solvente  assai pic- 
cola, le concentrazioni delle soluzioni essendo tra 0.2 e 0.3 °/,, gli abbassa- 
menti del punto di congelamento variano tra 0.018 e 0°.031. Abbassamenti 
crioscopici cosi esigui non possono a meno di lasciare perplessi e impedi- 
scono di trarre delle conclusioni sicure. 

Alla temperatura di fusione del trifenilfosfato l’indaco vi si discioglie 
fino a concentrazioni del 0.8°/, e labbassamento crioscopico si avvicina 
a 40 centesimi di grado: 


gr. solvente indaco °/o A K (per m = 262) 
20.7976 0.3255 09.18 144.8 
» 0.7025 0 .38 141.7 


La grandezza molecolare dell’ indaco sciolto in trifenilfosfato corrisponde 
dunque alla formola semplice C,¢H;.O.N, . 


(1) SomMaruGa, A. 195, 302 (1879). 
(2) VauBEL, «Chem. Zeitschr.», 25, II, p. 725, (1901). 
(3) BERLINGER e€ SCHOLL, « Ber. », 36, 3430, (1903). 


Chimica (Chimica Fisiologica). — Raffronti tra il valore 
alimentare ricostruttivo di alcuni legumi e¢ quello del grano“. Nota di 
V. Famianr e V. ZaGamt, presentata “ dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


Abbiamo avuto occasione di esporre in precedenza altrove @) i risultati 
di numerose ricerche dirette ad indagare leffettivo valore alimentare dei 
semi di alcune leguminose (Lathyrus sativus L., Cicer arietinum L., Ervum 
lens L.,) e di alcune graminacee (Triticum vulgare Vill., Hordeum vulgare L., 
Zea mais L., Oryza sativa L.). 

Sperimentando infatti su ratti in via di accrescimento, e percid tenendo 
in particolare considerazione i processi costruttivi, abbiamo potuto notare 
che tutti gli animali, alimentati esclusivamente con uno dei semi suddetti, 
hanno presentato un netto rallentamento dell’accrescimento rispetto ai con- 
trolli tenuti ad alimentazione normale (mista e variata); ed abbiamo messo 
in rilievo che questo fenomeno appare, senza dubbio, in modo sensibilmente 
pi marcato e pit’ netto negli animali alimentati con cereali che in quelli 
alimentati con legumi. 

Indagini tendenti a svelare le cause del ritardato 0 ostacolato accresci- 
mento ci hanno dato la possibilita di identificare e precisare gia per alcuni 
dei semi studiati le deficienze qualitative che valgono a rendere conto dei risul- 
tati accennati e che riflettono costituenti e fattori notoriamente necessari per 
il normale svolgersi dei processi costruttivi dell’organismo. Tali deficienze si 
sono rilevate di natura assai pil complessa nel caso dei semi di graminacee, 
che nel caso dei semi di leguminose, si da giustificare le differenze osser- 
vate tra ratti alimentati con soli cereali e ratti alimentati con soli legumi. 

Mentre sono in corso ricerche dirette ad estendere e completare per 
tutti i semi presi in considerazione questi risultati relativi ai fenomeni co- 
struttivi, abbiamo stimato utile accertare, se — oltre che per questi ultimi — 
anche pei fenomeni ricostruttivi, ciot per la reintegrazione del peso cor- 
poreo perduto per effetto di un digiuno pil o meno spinto, i vari semi 
— legumi o cereali — dimostrassero ugualmente un valore diverso. 

In altri termini: a) La ripresa del peso corporeo dopo il digiuno sa- 
rebbe avvenuta pit’ prontamente con alimentazione a base esclusiva di legumi 
o con alimentazione a base esclusiva di cereali? b) La quantita totale di 
alimento necessario per riparare una determinata perdita di peso del corpo 
sarebbe stata uguale o differente con l’uno o con Jaltro tipo di alimento? 
c) Per una determinata quantita di legumi, ovvero di cereali, elaborata si 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 

(3) V. Zacamt e Famiant, Raffronti tra il valore alimentare di alcuni legumi e quello 
di alcuni cereali. «Rendic. R. Acc. dei Lincei» 1932, vol. XV, p. 229. 


sarebbe avuto un guadagno in peso corporeo uguale o diferente, a parita 
di altre condizioni ? 

_ Finora abbiamo potuto eseguire un sufficiente numero di esperienze, 
confrontando il valore alimentare ricostruttivo dei semi di varie leguminose 
con quello del grano. 


Come animale d’esperimento per queste ricerche abbiamo adoperato il 
colombo, prestandosi questo animale assai bene per stabilire l’esatta quantita 
di alimento consumato. 

Si & sperimentato su 6 colombi, 2 giovani e 4 adulti, i quali, dopo 
digiuni presso a poco della stessa entita, in quanto spinti per ogni animale 
fino a perdita di peso corporeo quasi identica nelle diverse prove succes- 
sive, sono stati rialimentati unicamente con semi di leguminose (Lathyrus 
sativus L., Lathyrus cicera L., Ervum lens L.) 0 con semi di Triticum vulgare. 
Generalmente sullo stesso animale sono state eseguite non meno di tre prove, 
in qualche caso anche cinque e sei prove successive, alternando di regola o va- 
riando i vari tipi di rialimentazione nel modo ritenuto pit adatto per ottenere 
risultati comparabili e tali da permetterci una fondata convinzione al riguardo. 

Lalimento ¢ stato somministrato sempre per imbeccamento, regolan- 
done volta a volta la quantita in base alla capacita di consumo che ogni 
animale dimostrava e che veniva desunto dal maggiore o minore residuo 
nell’ingluvie dell’alimento precedentemente somministrato. 

Si teneva esatto conto della quantita giornaliera di alimento sommi- 
nistrato, del numero dei giorni impiegati e della quantita totale di alimento 
consumato perché l’animale ricuperasse completamente il peso perduto per 
effetto del digiuno. Si poteva cosi calcolare anche il peso medio giornal- 
mente riacquistato dall’animale, nonché il guadagno in peso corrispondente 
ad una determinata quantita di alimento. Per comodit’ abbiamo tiferito a 
100 di alimento questo ultimo valore ricavandolo dal rapporto ae > in 
cui P rappresenta il peso ricuperato dall’animale e A la quantita di ali- 
mento consumato. | 

E risultato dalle nostre ricerche, come é@ ben dimostrato dai dati rac- 
colti nell’annessa tabella, che in ogni caso gli animali hanno riacquistato il 
peso perduto per effetto del digiuno assai pid prontamente quando la riali- 
mentazione si € compiuta a base di semi di leguminose, che non quando 
si € compiuta a base di grano. 

Gli animali n..1 e 2, ad es., mentre nelle prove in cui la rialimenta- 
zione € stata effettuata con grano hanno impiegato in media rr giorni per 
riacquistare un peso medio corrispondente rispettivamente al 17 °/, e al 16 ae 
del peso iniziale precedente al digiuno, hanno impiegato invece solamente 
7 giorni per ricuperare un peso corrispondente al 18°/,-e al 19 °/> nelle 
prove in cui la rialimentazione si é effettuata a base di semi di Ervum lens. 


N. progressivo animale 


N. esperienza 
Peso all’inizio del digiuno 


pt 


I | 490 
2. | $27 
3 | 430 
4 | 460 
5 | 440 
1 | 480 
2 | 485 
3 468 
4 | 420 
D435 
6 | 420 
| 4t5 
2 | 420 
3 | 400 
tT. 1395 
2 | 390 
3 | 400 
I | .525 
ZANOSOS 
3 | s00 
I | 485 
2 | 475 
3 | 450 


oo 


Durata del digiuno in giorni 


(o7a) 


co SO 


fe} 


Peso alla fine del diciuno 


iQ 
Aes 


Je 
2) 
2s 


370 


Peso perduto 


Peso percentuale perduto 


Alimento 


Triticum vulgare Vill. 


» » » 


Ervum lens L. 


Triticum vulgare Vill. 


» » » 


Triticum vulgare Vill. 


Ervum lens L. 


Triticum vulgare Vill. 


» » » 


Lathyrus cicera L. 
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Triticum vulgare Vill. 


Lathyrus cicera L. 


» sativus L. 


Triticum vulgare Vill. 


Lathyrus sativus L. 


» cicera L. 


Triticum vulgare Vill. 


Lathyrus sativus L. 


» cicera L. 


Triticum: vulgare Vill. 


Durata della rialimentazione 


In g1orni 


Quantita totale alimento 


Peso medio giornalmente 
riacquistato 


| 11.4 


3282 


Ne Salieilel| 


. Quantita media di alimento 
giornalmente consumata 


oe 
He 


40.0 
36.2 


40.0 


37.2 


33.8 
345 
34.2 


33-5 


29 2 


43-3 
39 4 
45.0 | 


45-5 
40.6 
39.2 


Sezal 
44.1 
42.7 | 


re 
47-5 


42.0 | 


P x 100 
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Gli animali nn. 3, 4, 5 e 6 mentre hanno impiegato rispettivamente 
15, 13, 13 € IO giorni per ricuperare un peso corrispondente al 25 °/o, 
21°, 20°/o € 17°/o di quello iniziale precedente al digiuno, quando la 
rialimentazione si ¢ effettuata esclusivamente con grano, hanno impiegato 
invece solamente 9, 9, I2 e 7 giorni per ricuperare un peso corrispondente 
al 27 los 24 °/oy 18%, € 16°, quando la -alimentazione si. © efletimata 
esclusivamente con semi di Lathyrus cicera, ed hanno impiegato 9, 8, 
8 e 7 giorni per ricuperare un peso corrispondente al 28 °/,, 23 °/o, 19 /o 
e 14°/. quando la rialimentazione si é effettuata esclusivamente con semi 
di Lathyrus sativus. 

Differente essendo stato il numero dei giorni impiegati da ogni sin- 
golo animale nelle diverse prove successive, per ricuperare pressoché la 
stessa percentuale di peso, a seconda che la rialimentazione si compiva con 
legumi o con grano, risulté di conseguenza un differente guadagno giorna- 
liero medio del peso del corpo, e precisamente maggiore con i semi di 
Lathyrus sativus, o di Lathyrus cicera o di Ervum lens ed inferiore con il 
grano. 

Cosi, ad es., mentre si é avuto un guadagno giornaliero medio nel 
peso del corpo di gr. 11.4 nell’animale n. 1 e n. 2 durante la rialimenta- 
zione con semi di Ervum lens, si € avuto di contro solamente un gua- 
dagno medio di gr. 8.2 nel colombo n. 1 e di gr. 7.1 nel colombo n. 2 
quando la rialimentazione venne effettuata con grano; similmente, mentre 
si € avuto un guadagno giornaliero di gr. 12.8, 10.5, 7.7, 11.4 rispettiva- 
mente nell’animale n. 3, 4, 5 e 6 durante la rialimentazione con semi di 
Lathyrus cicera, e un guadagno giornaliero di gr. 13.1, 11.6, 12.5, 10.0 
durante la rialimentazione con semi di Lathyrus sativus, si & avuto di 
contro negli stessi animali solamente un guadagno di gr. 6.6, 6.0, 7.6, 8.0 
durante Ja rialimentazione con grano. 

La quantita totale di alimento consumato per riacquistare un deter- 
minato identico peso corporeo é stata sensibilmente maggiore quando la 
rialimentazione si € compiuta esclusivamente a base di grano, che non quando 
si € compiuta esclusivamente a base di semi di leguminose. 

Per ricuperare una media di gr. 84 e di gr. 77 di peso corporeo negli 
animali nn. I e 2 si sono dovuti impiegare in media rispettivamente St.A39 3 
e gr. 369 di grano, mentre per ricuperare gr. 80 di peso corporeo negli 
stessi animali si sono mostrati sufficienti gr. 280 nell’animale n. 1 e gr. 220 
nell’animale n. 2 di semi di Ervum lens. Similmente, per ricuperare 
gr. 100 di peso corporeo nell’animale n, 3 sono occorsi gr. 675 di grano, 
mentre nello stesso animale sono stati sufficienti gr. 390 di Lathyrus 
cicera per ricuperare gr. 115 di peso e gr. 355 di Lathyrus sativus per 
ricuperare gr. 118 di peso; nell’animale n. 4 per ricuperare gr. 85 di 
peso sono occorsi gr. 510 di grano, mentre nello stesso animale sono stati 
sufficienti gr. 410 di Lathyrus cicera per ricuperare gr. 95 di peso e 
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gr. 325 di Lathyrus sativus per ricuperare gr. 93 di peso. Identici raf- 
fronti possono farsi per gli animali nn. 5 e 6. 


» ossia il 


P. 100 
Ne risulta di conseguenza che il valore del rapporto — 


A 

guadagno in peso del corpo dell’animale per 100 grammi di alimento as- 
sunto 0 consumato, € molto pit alto quando l’alimento é rappresentato da 
semi di Ervum lens, Lathyrus cicera e Lathyrus sativus che non quando 
€ rappresentato da semi di Triticum vulgare; esso & in media uguale a 
32 per i semi di Ervwm lens negli animali n. 1 e n. 2, mentre é in media 
uguale a 22 negli stessi animali per i semi di Triticum vulgare; ¢ uguale 
Je 2 00235 Lao, 27eper t semindi..Lalpyrus cicerd,y-e.uouale a 33, 28.24, 
20 perisemi di Lathyrus sativus rispettivamente negli animali nn. 3, 4, 5 
e 6, mentre ¢ semplicemente uguale a 14, 16, 18, 19 negli stessi animali 
per i semi di Triticum vulgare. 


In conclusione dai risultati esposti risultano i fatti seguenti : 

1. La ripresa del peso corporeo dopo un digiuno pit o meno spinto 
nei colombi € avvenuta pil prontamente quando la rialimentazione si ¢ 
compiuta a base esclusiva di semi di Ervum lens, Lathyrus sativus e La- 
thyrus cicera, che non quando si é compiuta a base esclusiva di semi di 
Triticum vulgare. 

2. Per ricuperare una determinata perdita percentuale di peso la 
quantita totale di alimento richiesta o necessaria € stata sensibilmente pil 
elevata quando la rialimentazione si e effettuata con grano, che non quando 
si é effettuata con i semi delle leguminose suddette. 

3. Per pari quantita (in peso) elaborate, i legumi si sono mostrati 
capaci di favorire i fenomeni ricostruttivi, nella rialimentazione dopo il 
digiuno, in grado sensibilmente maggiore del grano. 


Dai dati su esposti risulta adunque, che — come avevamo avuto agio 
di osservare e fare rilevare pei fenomeni costruttivi - anche pei fenomeni 
ricostruttivi, cioé per la reintegrazione del peso corporeo dopo un digiuno 
pi o meno spinto, i legumi esplicano un’azione pit favorevole in confronto 
del grano. E probabile che cid possa essere legato alle stesse deficienze 
qualitative o di composizione chimica, che gia ci sono risultate di natura 
assai pil: complessa pei cereali, che pei legumi, come abbiamo avuto modo 
di rilevare altrove; ma senza addentrarci per ora in giudizi o apprezza- 
menti, che potrebbero essere prematuri, abbiamo voluto semplicemente qui 
limitarci all’esposizione obbiettiva dei nuovi fatti osservati, riservandoci di 
discuterli quando il nostro programma di lavoro si potra considerare sufh- 
cientemente integrato dai risultati di altre ricerche in corso. 
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Mineralogia. — Nuove ricerche sulla bianchite: bianchite sin- 
tetica’?, Nota di C. ANDREATTA, presentata® dal Socio F. Mir- 
LOSEVICH. 


In un precedente lavoro che fu accolto nei «Rendiconti » di questa 
R. Accademia), ho descritto un nuovo composto naturale raccolto negli 
scavi antichi (e ora abbandonati) della miniera Cave del Predil (Raibl) presso 
Tarvisio, e precisamente fra i prodotti superficiali di alterazione, in quella 
zona del giacimento chiamata Vitriolwand, assieme ad altri analoghi mine- 
rali secondari quali: melanterite, goslarite), gesso, idrozincite, ecc. 

Ho dimostrato in quella Nota che il minerale, da me distinto col nome 
di Bianchite, costituisce una nuova specie ben definita sia per la costituzione 
chimica, sia per le proprieta ottiche, sia per il comportamento a diverse 
temperature. In base a varie analisi, ¢ risultato per la bianchite una com- 
posizione prossima a: 


2ZnO: FeO -3S0O,-18H,O 


con piccole variazioni nel rapporto ZnO: FeO. 

Per quanto riguarda le proprieta ottiche, ho stabilito che il minerale 
ha birifrangenza negativa notevole, angolo degli A. O. molto piccolo, de- 
bole dispersione p >>v; caratteri analoghi ai termini monoclini della famiglia 
dei solfati esaidrati di: Zn, Mg, Ni, Co, gia noti come composti sintetici. 
Di questi solo 1’ MgSO,-6H,O @ noto pure come raro prodotto naturale, 
distinto col nome di esaidrite 6). 

Poiche del corrispondente sale di Fe non si conoscono ancora le pro- 
prieta, e dubbio é pure che lo si sia ottenuto, n mai furono preparati com- 
posti o miscele di solfati esaidrati di Fe e Zn, non mi fu possibile stabilire 
se la bianchite fosse da interpretare come un sale doppio: 


Zn,Fe(SO,),-18H,O 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Mineralogia della R. Universita di Padova. 

(2) Nella seduta del 19 giugno 1932. 

(3) C. AnprEaTTa, Bianchite, nuovo minerale, « Rendic. R. Accademia’ dei Lincei Os 
aprile 1930. 

(4) S. Morcante, Sulla goslarite della miniera di Raibl (Cave del Predil), « Atti del- 
PAccademia Sc. Veneto-Trentino-Istriana », vol. XXII (1931). 

(5) C.DoELter e H. Lerrmeier, Handbuch der Mineralchemie, vol. IV, parte II, pp. 21-22. 
L’esaidrite proviene da Bonaparte River, Lilloe Dis. nel Canada, dove si trova come pro- 
dotto secondario d’alterazione del giacimento. Fu studiata da vari autor} (Marienac, Dana, 
TuorPe, Warts). 
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secondo il risultato delle analisi, oppure come una miscela isomorfa: 


(Zn , Fe)SO,-6H,O 


con rapporto ZnO: FeO molto prossimo a 2:1. 

Per risolvere questo problema, per completare la conoscenza morfolo- 
gica del nuovo minerale e anche per stabilirne le condizioni genetiche, mi 
riservai appunto, come é detto nella Nota sopracitata, di riprendere la que- 
stione dopo i risultati di una serie di ricerche sintetiche gia intraprese. 

Di questi risultati, che integrano la conoscenza del minerale bianchite, 
riferisco nella presente Nota. . 

La siniesi della bianchite mi riusci, dopo molti tentativi, partendo da 
una soluzione contenente: 


70 gr. di ZnSO,-7H,O 
20g on FeO 11.0) 
20> > 11,50) (d5="1.84) 


e facendo cristallizzare in termostato a pressione ordinaria e a temperatura 
di 30° C. I primi piccoli cristalli cosi ottenuti mi risultarono della compo- 


sizione di un solfato esaidrato di Zn e Fe, con un rapporto: 


ENG Pals Os spe 


prossimo all’analogo rapporto gia dato per la bianchite naturale. 
Dall’analisi chimica e ottico-cristallografica di questi cristalli e degli 
altri ottenuti nelle stesse condizioni di ambiente, variando gradatamente il 
contenuto in sali delle soluzioni di partenza, ho potuto dedurre che si tratta 
di una serie continua di cristalli misti, con rapporto ZnO:FeO superiore a 
quello delle relative soluzioni sature. Nelle cristallizzazioni fin’ora eseguite, 
ho ottenuto, con progressione continua, termini compresi entro i limiti: 


LOO) nheO)-a253.i4 i 
ZOHO) 560-0613 


Questi due rapporti non segnano i limiti estremi di miscibilita dei due 
solfati esaidrati. Con nuove ricerche tenderd poi allo scopo di raggiungere 
la conoscenza completa della serie, cid che esorbita dallo scopo specifico 
di questa Nota. 

Ho potuto altresi stabilire che diminuendo: la quantita di H,SO, con- 
tenuto nella soluzione di partenza, occorre aumentate la temperatura per 
ottenere i cristalli misti della serie esaidrata, e inversamente. Diminuendo 
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invece il contenuto di H,SO, e mantenendo la stessa temperatura, o abbas- 
sandola, cristallizzano dalla soluzione miscele degli analoghi solfati eptaidrati. 

Date le condizioni genetiche della bianchite artificiale, per avere cri- 
stalli adatti allo studio chimico, fisico e morfologico del termine piu pros- 
simo alla composizione del prodotto naturale, mi sono trovato di fronte a 
varie difficolta. | 

Anzitutto i cristalli sono fortemente zonati e percid hanno composizione 
variabilissima da zona a zona. Ho cercato di limitare questa variazione rac- 
cogliendo sempre i primi piccoli cristalli separati dalla soluzione satura. 
Inoltre i cristalli, ottenuti come ho detto dalla soluzione acida per H,SO, 
alla temperetura di circa 30°, appena estratti dalla soluzione si coprono di 
minutissimi cristallini di miscela dei sali eptaidrati. Per questo fatto e per 
il potere igroscopico determinato da un velo superficiale di H,SO, diluito, 
che non si pud togliere del tutto pur asciugando i cristalli rapidamente, essi 
perdono quasi subito la lucentezza delle facce. Ho ridotto al minimo questo 
inconveniente, immergendo rapidamente e solo per un istante i cristalli estratti 
dalla soluzione satura, in una soluzione acquosa non acida e non satura di 
composizione analoga alla prima; asciugandoli poi subito con carta da filtro; 
conservandoli in piccoli tubetti chiusi e limitando il piu. possibile il tempo 
di esposizione all’aria, sopratutto durante le osservazioni goniometriche. 


Le proprieta della miscela isomorfa (Zn, Fe)SO,-6H,O di composizione 
prossima a quella della bianchite naturale sono le seguenti. 

I cristalli hanno colore verdognolo chiarissimo, trasparenza e lucentezza 
vitrea. 

Peso specifico, determinato con una soluzione di ioduro di metilene in 
benzolo: 


Aim 22.03 I 


con variazioni di + 0.005 dovute alla zonatura dei piccoli cristalli. 
Durezza, fra 2 e 3, avvicinandosi maggiormente al 2. 
Sistema di cristallixzazione: monoclino, classe dell’ortoclasio. 
Abito tabulare, secondo la base, come ¢ mostrato dalla fig. 1. 
Forme pit comuni sono: 


c{Oor}, a{ 100}, m{ 110}, o{ 111}, o{20r1}, y{112} 


elencate in ordine di frequenza. Meno frequenti: 


G1 220}, 64223 }5 Olt, Bitos0—9)- 
rare: 


r(tor}, fl774}, g{tis}, bf 77-10}. 
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Di queste forme le seguenti: 
gt115}, £1774}, b{77-10}, k{ 10-0-9} 


sono nuove non solo per le miscele del tipo della bianchite, ma anche per 
tutto il gruppo dei solfati esaidrati di Zn, Ni, Co, Mg. La forma r{ 101} 
€ stata osservata solo nel sale di Ni e la {223} é nota solo per questo 
sale e per il corrispondente di Co. Le altre sono forme gid osservate anche 
nel puro solfato esaidrato di zinco. 

Nella tabella seguente sono raccolte tutte le misure eseguite su nume- 
rosi cristalli. 
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Dai valori ottenuti per gli angoli (100) (001), (100) (110) e (001) (111) 
ho calcolato le costanti cristallografiche della bianchite sintetica che sono: 


BED RC 1376s Tx 16662 


B = 98° 30’ 


e in base a queste ho ricalcolato i valori angolari per il confronto con le 
misure riportate nella tabella. 

Geminati sono abbastanza comuni secondo {100}, meno frequenti se- 
condo {110}. Pit spesso pero i cristalli sono riuniti in associazioni parallele, 
a contatto per la base; cosi formano delle pile di tavolette, che spesso vanno 
diminuendo di numero e di grandezza nei vari piani successivi, si da dare 
Yaspetto di una piramide a gradinata all’associazione stessa. 
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Angoli misurati 


Angoli | 
Limiti_misure | N. | Media calcolati 

a (100) ¢ (001) 81° 2/=81° 43” 15 81°30° * 

a (100) m (110) 53° 3453" 52. 16 53°43'1/2 * 

a (100) o (201) 23° 39/— 23°49! 4 23°42’ MeOeray 
¢ (O01) m (110) 88° 44’-85° 8° 22 84° 59’ 84° 59’ 
" ¢ (001) & (201) 74° 54'-75° 44" 7 Toor 749 58" 
¢ (001) o (111) 59° 40’-60° 7’ 14 59° 55” * 

c (001) y (112) 48° 1 1’—48° 30° 10 48°21" 480 11’ 
c(OOI) w(iIl) . 68° 4'-68° 3.4’ 4 68° 17° 68° 2’ 
¢ (001) & (221) 80° §5/—81° 27’ 5 80° 59° Sre: ah 
€ (001) k (10-0-9) 47° 46'-48° 22’ 4 48° 1’ TOS T. 
¢ (001) f (774) 69° 58’ I 69° 58” 70°15’ 
c (oot) g (115) 22° HA! I 220 44' 22054’ 
c (oor) & (223) 7 ae 4 57° 8 Somes 
m(110) m(110) . eo Dla= Do ABt 8 720 28/ 72° 32’ 
m(1I0O) y(112) . Veet I 732° 73°36" 
y (112) y (112) Dey I 74°25" 74° 10! 
¢ (001) h (7+7+10) 51°43” I 51°43" 51943’ 
c (001) r (101) 45°30" I 45°30" 45°25" 


Proprietd ottiche: indici di rifrazione per la luce gialla del Na, deter- 
minati col metodo della linea di Becke: 


© == 462 


1.489 <B< 1.490 


Y¥ = 1.490. 


Angolo degli assi ottici alquanto variabile, per la zonatura, con un mas- 
simo osservato di 2E = 20°. Al tavolino U. ho eseguito diverse misure di 
2V usando cristalli molto tabulari, sottili, immersi in essenza d eucalipto: 
ottenni un massimo 

ON = 75°95 62 


Dispersione debole p >v. 
Segno ottico negativo. 


Per quanto riguarda l’orientazione ottica del minerale, al microscopio 
S1 notano estinzioni secondo le diagonali della base e piano degli A. O. pa- 
rallelo al piano di simmetria. Un asse ottico emerge al limite del campo, 


verso la (201). Al tavolino U. ho determinato che la bisettrice acuta a 
forma con la normale alla base un angolo di 36°-37°. Si deduce quindi 


o 


ON 
ricordando che Vangolo (001) (100) = 81°30’, che l’asse z forma con la 
bisettrice acuta negativa un angolo medio di 


Roe =e 6e 


la bisettrice acuta cioe (v. fig. 2), esce quasi perpendicolarmente da una 
faccia di simbolo (102), poiché questa farebbe con la base un angolo cal- 
colato con le costanti da me date, di 


ANS 
(007) (402) == 330718": 


Nella tabella seguente ho raccolto i valori delle costanti morfologiche 
e fisiche delle bianchite sintetica e naturale accanto a quelle dei solfati esa- 
idrati monoclini di Zn, Ni, Co e Mg, gia noti“. Da tutto quanto ho 
esposto e da quanto risulta sinteticamente dalla tabella stessa, si pud quindi 
concludere: il minerale bianchite appartiene alla famiglia dei solfati esaidrati 
monoclini di metalli bivalenti, e pit precisamente fa parte della serie iso- 
morfa ZnSO,-6H,O , FeSO,+-6H,O, della quale il secondo termine puro 
non si € ancora ottenuto in modo sicuro. La formola quindi della bianchite ¢: 


(7, Fe)SO,+6H,0 


con un rapporto fra ZnO e FeO molto prossimo a 2:1. 
Per analogia con le condizioni in cui si é realizzata Ja sintesi del mi- 
nerale, anche la bianchite naturale dovrebbe essersi formata da soluzioni di 


(1) Tutti questi dati furono presi da P. Grotu, Chemische Kristallographie, parte II, 
pp. 422 e sege., eda A. N. WINCHELL, The microscopic characters of artificial inorganic solid 
substances or artificial minerals, New York, 1931. 
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solfato di Zn e Fe acide per acido solforico, alla temperatura di almeno 30°C. 
Volendo pensare ad una acidita delle soluzioni inferiore a quella da me usata 
per la sintesi, per avvicinarci a condizioni naturali pit. probabili, si deve 
ammettere una temperatura un po’ pili alta dei 30°. E facile immaginare 
che queste varie condizioni di genesi si siano realizzate nella localiti della 
miniera zincifera di Raibl, dove fu raccolta la bianchite. Infatti @ noto che 
il processo di alterazione della pirite nel cappello dei giacimenti, origina 
solfato ferroso, ferrico e acido solforico, e che |’azione ossidante del solfato 
ferrico trasforma la blenda in solfato di zinco. D’altra parte la soglia della 
grotta dove la bianchite fu raccolta, é esposta a mezzogiorno e battuta in 
pieno dal sole. 

Mi riservo di completare queste ricerche sintetiche sulla serie isomorfa 
monoclina dei solfati esaidrati di Zn e Fe per studiare la variazione delle 
proprieta al variare della composizione nei diversi termini; stabilire i limiti 
di miscibilita e le condizioni estreme di genesi delle miscele esaidrate; rag- 
giungere eventualmente la sintesi dell’FeSO,-6H,O o determinarne indiret- 
tamente le proprieta fisico-cristallografiche. 
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RENDICONTI 


DELLA “REALE ACCADEMIA’ NAZIONALE 
DEP TEIN Crt 


Classe di Scienze fisiche. matematiche e naturali 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


pervenute all’ Accademia durante le ferie del 1932 (Anno X). 


(Ogni Memoria e Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo) 


Meccanica. — La stabilita nel volo strumentale. Nota™ del 
Corrisp. G. A. Crocco. 


Intenderemo con l’espressione volo strumentale il volo di un motove- 
livolo condotto dal pilota col solo ausilio degli strumenti di bordo e senza 
riferimento all’orizzonte. 

Tale volo fu gia chiamato cieco o nella nebbia®; ma lapposizione 
strumentale & pi opportuna perché precisa il metodo di pilotaggio, senza 
limitarlo a speciali condizioni esterne. In particolare quindi pud anche aver 
luogo con la previa visibilita dell’orizzonte. 

Svolgeremo in questa Nota un concetto nuovo (per lo meno a nostra 
conoscenza) riguardante la stabilita in tal genere di volo. 

Un accenno a questa stabilita fu gid svolto in questi « Rendiconti » G) 
ma con argomentazioni non soddisfacenti. Esse vanno ora sostituite con 
quelle che formano argomento della presente esposizione. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 18 agosto 1932. 

(2) Crocco, Considerazioni sulla guida dell’aeroplano nella nebbia, questi « Rendiconti », 
vol. IX, gennaio 1929. 

(3) N. cit., p. 27: in nota. 
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La stabilita del moto di un aeromobile e stata sinora esaminata sup- 
ponendo i comandi fermi nella posizione corrispondente ad un _particolare 
moto uniforme (sia rettilineo che curvilineo) e ricercando matematicamente 
landamento di una perturbazione introdotta nei parametri di un tal moto 
uniforme, senza che intervenga il pilota a correggerla. 

Se la perturbazione tende ad annullarsi spontaneamente |’aeromobile si 
suol dire intrinsecamente stabile. 

Questo metodo di esame perde invece ogni significato quando il pilota 
intervenga continuamente a correggere la perturbazione; come generalmente 
ha luogo nel volo ordinario nel quale un abile pilota pud condurre moto- 
velivoli, anche intrinsecamente instabili. Se non che non é possibile tenere 
conto in modo matematico di questo intervento poiché esso rimane guidato 
dai riflessi psicologici del pilota. 

La questione si presenta sotto diverso aspetto nel volo strumentale. In 
tale genere di volo, quale innanzi definito, i riflessi del pilota sono provo- 


cati da strumenti le cui indicazioni sono precisabili matematicamente. Queste - 


indicazioni sono legate per ciascun strumento alle variazioni di uno o pid 
parametri del volo: ed il pilota, seguendole ed operando su determinati 
comandi, modifica o mantiene costante quel parametro, se trattasi di uno 
solo, o una precisabile relazioné tra quei parametri, se trattasi di piu. 

Se pertanto con elegante artifizio si considera il risultato dell’intervento 
del pilota come una condizione implicita nello strumento stesso, si puo 
ricavare per ogni strumento di volo, adoperato nel modo su descritto, una 
particolare equazione strumentale, precisabile in modo matematico, della quale 
occorre tenet conto nell’esame della stabilita. 


nee es 


* 
* ok 


Cosi ad esempio se nel volo strumentale il pilota, basandosi su un 
indicatore di velocita [1], mantiene comunque costante la velocitd propria, Vo, 
del velivolo rispetto all’aria, (anemometro a coppa o a mulinello) Vequa- 
zione strumentale corrispondente sara V, = costante; mentre se mantiene 
costante la velocitd indicata (anemometro a tubo di Pitot 0 tubo di Venturi, 
o meglio pnewmometro [2]) Vequazione strumentale nel moto uniforme sarh 
ree = costante; ove § indichi la densita relativa dell’aria alla quota di 
navigazione. ; 

Cosi l’equazione strumentale del tachimetro [3] che regola i giri del 
propulsore sara ”) = costante (non esiste ancora un pratico strumento che 
dia 1 giri indicaii). . 

In modo analogo si potranno scrivere le equazioni, nel modo uniforme, 
degli stramenti che regolano i tre assetti del velivolo: longitudinale, laterale 


seh ae 


direzionale. Per riguardo agli assi di rotazione cui questi tre assetti si rife- 
Tiscono, e cioe y,x,z, chiameremo i tre gruppi di strumenti corrispon- 
denti: Bs A=-C 

L’assetio longitudinale del velivolo pud venir regolato dai seguenti stru- 
menti (Gruppo B). 

[2] Pneuwmometro o indicatore di velocita, quale gia accennato, basato 
sulla velocita propria. 

[4] Altimetro, basato sulla coordinata verticale del baricentro del 
mobile. Ammettendo la costanza della situazione barometrica ambiente, e 
chiamando con 8, l’angolo della tangente alla traiettoria con Vorizzonte, 
Vequazione strumentale dell’altimetro potra scriversi B, = costante. 

[5] Zndicatore di salita 0 variometro, basato sulla derivata della quota 
rispetto al tempo, cioé sulla componente verticale della velocita. Equazione : 
V. Bo = costante. 

[6] Accelerometro, basato sulla componente dell’accelerazione del moto 
lango l’asse x. La sua equazione strumentale potra esprimere, nelle varia- 
bili scelte a rappresentare il moto, la costanza di questa accelerazione. 

[7] Inclinometro longitudinale (a pendolo, a bolla, a pallina pesante, 
a liquido), basato sulla componente dell’accelerazione totale lungo l’asse x. 
Esso risente pertanto non solo la componente dell’accelerazione dei moto, 
ma anche quella della gravita. 

Detta g quest’ultima accelerazione, 9 e B gli angoli dell’asse x e 
della tangente alla traiettoria con l’orizzonte, l’equazione dell’inclinometro, 
se si mantiene costante una sua indicazione, sara, con molta approssima- 
zione 


gsin > + ae cos (% — Bo) = costante 


ed interessera tre parametri del moto. 

[8] Indicatore di assetto longitudinale, o indicatore di zenith, a giro- 
scopio libero pendolare basato sull’inerzia giroscopica. La sua equazione 
ideale sara §, = costante; mala sua equazione reale risultera pil complessa, 
giacche l’asse non si mantiene verticale, ma precessiona ad ogni disturbo. 

Sono in preparazione strumenti composti di [7] e [8]. 

[9] Indicatore di volta, cosi chiamando uno strumento capace di indi- 
care la velocita di rotazione attorno all’asse laterale y. Ea giroscopio vin- 
colato, come l’indicatore di virata [18] e la sua equazione strumentale puo 
scriversi, se la rotazione del giroscopio ¢ indipendente da altre variabili: 
Jo = costante. 

[10] Indicatore di incidenza, basato sulla direzione del flusso d’aria 
relativo in un punto opportunamente scelto del velivolo. La sua equazione 
sara, idealmente, 9, = $.— B. = costante. 

Non esistono oggi strumenti basati sulle accelerazioni angolari. 


L’assetto laterale del velivolo pud venir disciplinato dai seguenti stru- 
menti (gruppo A). 

[r1] Indicatore di deriva (relativa) o indicatore di dissimetria, basato 
sulla componente della velocita relativa lungo l’asse y. Detto « l’angolo 
della velocita col piano di simmetria, si ricavera l’equazione %, = costante. 

[12] Indicatore di sbandamento, 0 inclinometro trasversale, basato 
sulla componente dell’accelerazione totale lungo l’asse y. Risente pertanto 
quella della gravita e quella del moto. Chiamando con Q, la velocita an- 
golare di una virata del velivolo, e detto y. l’angolo di rollio corrispon- 
dente, si avra l’equazione strumentale, particolare: 


Q, Vo cos Yo — g SiN Yo = 0, 


interessante tre parametri e che da la cosidetta virata corretta. 

[13] Indicatore di orizzonte (laterale), strumento a giroscopio libero 
pendolare, come [8], che dovrebbe rispondere alla equazione ideale y, = co- 
stante; ma in realta, essendo un pendolo a grande inerzia, ha una equa- 
zione pil. complessa, a causa della precessione. 

Sono in preparazione strumenti composti di [12] e [13]. 

[14] Indicatore di rollio, stramento a giroscopio vincolato, del tipo 
dell’indicatore di virata [18], che risente e indica la velocita angolare della 
rotazione attorno all’asse x. Equazione: p) = costante; o meglio po = zero. 

Non esistono strumenti basati sull’accelerazione angolare. 
Lassetto direzionale puo venire disciplinato dai seguenti strumenti 
(gruppo C). 

[15] Indicatore di deriva (assoluta), basato sul moto laterale rispetto 
al suolo o rispetto al campo magnetico terrestre. Non ancora di uso corrente. 

[16] Bussola, classico strumento, che chiamando con Z, l’azimut del 
velivolo, ossia l’angolo del suo asse x con una direzione orizzontale, dovrebbe 
rispondere alla equazione strumentale ideale x, = costante. In realta le indi- 
cazioni della bussola sono pit complesse, giacché l’ago risente |’inclinazione 
magnetica; ed in virata e con angolo di rollio, perdono ogni regolarita “). 

[17] Indicatore di azimut, a giroscopio libero non pendolare, che 
entro i limiti di liberta, risponde assai bene alla equazione <) = costante. 

[18] Indicatore di virata, a giroscopio vincolato; che indica la velo- 
cita di rotazione attorno all’asse x. Se il giroscopio € mosso indipendente- 
mente da altre variabili, ’equazione strumentale é 7, = costante; se la ve- 
locita di rotazione ¢ comunque proporzionale a V,, l’equazione sara invece 
Vo = costante @), 


(1) Le irregolarita della bussola in virata sono state da me recentemente precisate 
alla Sezione Strumenti del Min. dell’Aeronautica, che ne ha tracciato le curve in data 
6 agosto 1932. 

(2) Vedi Nota cit., p. 29. 


Passando dal moto uniforme, che si suppone comunque preesistente e 
definito da sei dei parametri suaccennati, per esempio Vo, Qo, Boy Yo» %o 9105 
al moto perturbato, definito da sei perturbazioni assai piccole u,9,8,Y,%,73 
supporremo che il pilota operi istante per istante sui comandi soddisfacendo 
in modo continuo alle equazioni degli strumenti scelti per il volo strumentale. 

Egli modifichera cosi facendo le perturbazioni stesse mantenendole tra 
loro in determinate relazioni, per cui dalle equazioni innanzi elencate na- 
scera per ciascun strumento la sua equazione strumentale nel moto perturbato, 
che avra l’espressione generica 


Fo Po PoNo tit) = Zet0; 


e nella quale le variabili potranno anche ridursi ad una sola per ciascun 
strumento. 

Ci riserviamo in una prossima Memoria la precisazione di queste equa- 
zioni e la loro particolare introduzione nello studio della stabilita. 


* 
* O* 

Qui, conservando alle equazioni strumentali la loro espressione gene- 
rica, supporremo ora di avere scelto linsieme degli strumenti di volo in 
modo che a ciascun strumento corrisponda un delerminato comando. 

In tale ipotesi, poiché i comandi in un motovelivolo, sono fondamen- 
talmente quattro, e ciot motore, equilibratore, alettom, timone; cosi quattro 
saranno gli istrumenti necessari al volo strumentale. Uno di essi tuttavia, 
e cioé quello relativo al motore, si supporra osservato solo in modo discon- 
finuo, e quindi non avra parte nello studio della stabilita. In altri termini 
durante il volo strumentale si supporra che il pilota tenga fissa l’ammis- 
sione del gas al motore secondo le esigenze del volo o della manovra che 
sta compiendo, e operi soltanto sui tre comandi, che regolano i tre assetti. 

Dovremo percid tener conto soltanto di tre equazioni strumentali, 
corrispondenti ai tre strumenti scelti, uno per ciascun comando: tenendo 
presente che, nella fatta ipotesi, gli istramenti elencati in ciascuno dei tre 
eruppi A,B,C sono tra loro generalmente incompatibili, dal punto di vista 
matematico, non potendosi con un sol comando soddisfare a due condizioni. 
Per altro l’insieme dei tre strumenti occorrenti al volo strumentale potra 
venir formato con uno qualsiasi di ciascun gruppo. 

Dalle precedenti considerazioni scaturisce il compito che assumono le 
equazioni strumentali nello studio della stabilita. 

Si suppone infatti che i tre assetti del velivolo siano regolati, indivi- 
dualmente, dai tre strumenti scelti; ossia che il pilota, attraverso le indi- 


(1) Adottiamo qui gli stessi simboli dei nostri lavori precedenti. (Problemi aeronau- 
tici: Note XI e XIV). 


cazioni di ciascuno di questi tre strumenti vincoli e disciplini, in modo 
univoco e continuo, il conseguente movimento angolare del velivolo attorno 
all’asse cui si riferisce il comando: asse y per l’equilibratore (gruppo B); 
asse x per gli alettoni (gruppo A); asse z per il timone (gruppo C). 

Cosi operando i movimenti angolari attorno ai tre assi rimangono 
vincolati ed obbligati dal pilota, istante per istante, a quei valori che per- 
mettono di soddisfare alla corrispondente equazione strumentale; e perdono 
quindi ogni significato le tre equazioni di Eulero che nello studio della 
stabilita intrinseca disciplinano i detti movimenti angolari. 

Ne segue che nello studio della stabilita nel volo strumentale a ciascuna 
equaxione di Eulero va ora sostituita la corrispondente equazione strumentale 
del moto perturbato. . 

Questo criterio, che consente un fecondo e semplice esame del pro- 
blema, poiche la sua trattazione matematica diviene rudimentale, appariva 
nebulosamente fin dalla nostra Nota del 1929 ©) 1a ove si considera I’ incom- 
patibilita delle equazioni di Eulero con quelle derivanti dalla virata corretta. 

Qui il criterio viene precisato e reso metodico. Non si tratta di incom- 
patibilita, ma di sostitwzione di una equazione ad un/altra. 

Secondo tale criterio, che deriva dalla ipotesi dianzi enunciata, il pro- 
blema della stabilita nel volo strumentale viene ad essere definito dalle tre equa- 
xiomi concernenti il moto perturbato del baricentro; e dalle tre equazioni stru- 
mentali che regolano il moto perturbato attorno al baricentro. 


* 
* x 


Poiché in definitiva la sostituzione delle equazioni strumentali alle 
equazioni di Eulero risulta complessiva, senza che vi rimanga traccia del 
comando particolare cui ciascuna equazione si riferisce, ne segue che se le 
indicazioni di un dato strumento possono yenire osservate con comandi 
diversi da quelli scelti, la trattazione della stabilita non ne rimane variata. 

Ora nel fatto mentre gli strumenti del gruppo B sono legati unica- 
mente all’equilibratore, gli strumenti dei gruppi A e C possono venire 
connessi indifferente cogli alettoni o col timone. 

Ne segue che, quali che siano gli strumenti scelti, alettoni e timone 
sono invertibili nel volo strumentale, senza nocumento della stabilita. 

Cio consente, dal punto di vista matematico, di allargare il principio 
della determinazione dei comandi che ci ha condotto a questi risultati. Non 
occorre cioé che le indicazioni di un dato strumento siano osservate me- 
diante un dato comando ed uno solo: ma basta che attraverso tali indica- 
zioni, quali che siano i comandi adoperati, anche promiscuamente, siano in 
modo continuo vincolati i tre assetti del velivolo si che essi non dipendano 


(1) N. cit., p. 28, rigo 28. 


piu dalle equazioni di Eulero. Se invece si lascia libero anche ad intervalli 
uno di questi assetti, in tal caso interviene la. corrispondente equazione di 
Eulero nella trattazione della stabilita. E si dimostra che entro certi limiti 
cio &. possibile cioé che la stabilita pud venire assicurata, idealmente anche 
da due soli strumenti. 

L’ indeterminazione dei comandi nel pratico volo strumentale é tuttavia 
pericolosa poiche manca al pilota un criterio sintetico qualsiasi per éseguirla 
correttamente, come avviene invece nel volo ordinario. Il volo strumentale 
é di sua natura analitico e quindi, dal punto di vista esecutivo, il solo prin- 
cipio di determinazione pud costituire base didattica precisa e sicura. 

Esso € stato infatti seguito con ottimi risultati nella Scuola Italiana 
di allenamento da noi impostata sin dal 1929. 

Riserbiamo alla prossima Memoria l’applicazione concreta delle consi- 
derazioni esposte e l’esame teorico della stabilita nel volo strumentale per 
ciascun possibile insieme di strumenti indicatori. Escludendo [1], [3], [6], 
[15], [16] e adottando il principio di determinazione, risultano da esaminare 
cinquantaset combinazioni. 


Astronomia (Meccanica celeste). — Alcuni teoremi sul problema 
dei due corpi di masse decrescenti. Nota‘? del Socio G. ARMELLINI. 


1. La nostra ultima Nota sopra l’incremento dell’eccentricita nel pro- 
blema dei due corpi di masse decrescenti ), ha destato un interesse di cui 
siamo veramente lieti. Come € noto, altissime autorita scientifiche come 
Poincaré “) e Jeans) avevano creduto che l’eccentricita dell’orbita restasse, 
presso a poco, inalterata quando la massa dei due astri, che compongono 
un sistema binario, varia in modo lento: p. es. per trasformazione della ma- 
teria in energia. E le stesse concelusioni sembravano suggerite dal metodo 
degli « invarianti adiabatici». 

Al contrario di tutto cid, nella ultima Nota, noi abbiamo rigorosamente 
dimostrato che l’eccentricita non solo pud crescere, ma puo anche tendere 
all’infinito, anche in casi in cui la massa del sistema varia in modo lento 
a piacere. 

Il risultato si spiega notando che le dimostrazioni del Poincaré e del Jeans 
sono soltanto approssimate e quindi valevoli solo quando il tempo non su- 


(1) A. Crocco, La sicurezza del volo nella nebbia, « Rivista Aeronautica », anno We 
ottobre 1929. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 16 luglio 1932. oy 

(3) Cfr. «Rend. Lincei », 1932, sem. 1°, fasc. 9. 

(4) Cfr. Porncart, Lecons sur les hypothéses cosmogoniques, 2° ed., Paris, Hermann, 


pp- 78 € ss. 
(5) Cfr. Jeans, Astronomy and Cosmogony, Cambridge, University Press, p. 291. 


pera certi limiti, mentre il metodo degli « invarianti adiabatici», come ci ha 
comunicato ora il prof. Levi—Civita in una Nota che sara inserita su questi 
« Rendiconti», ¢ applicabile solo con alcune limitazioni che non sempre si 
verificano nel problema dei due corpi di masse variabili. — F 

Vogliamo ora andare innanzi e dare nuovi teoremi in proposito, fon- 
dandoci sempre su dimostrazioni assolutamente rigorose. 


2. Per non costringere il lettore a ricorrere continuamente alla nostra 
precedente Nota, ricordiamo che indicando con m la massa del sistema — 
che supporremo funzione decrescente del tempo e tendente a zero per ¢ ten- 
dente ad co — e scegliendo le unita di misura in modo da rendere eguali 
ad 1 il coefhciente attrattivo f e la costante delle aree c, le equazioni del 
moto relativo di uno dei due corpi rispetto all’altro (p. es. del satellite in- 
torno all’astro principale), sono: 


(x) Grape ra 


(2) Valo gee 


dove r e $ indicano, al solito, il raggio vettore e Pangolo di posizione e 
t il tempo. 

Vedemmo pure che il patametro della conica istantanea descritta da 
uno dei due corpi intorno all’altro — p. es. dal satellite intorno all’astro prin- 
cipale - ¢ eguale all’inverso della massa, onde l’equazione della detta co- 
Mica istantanea puo scriversi sotto la forma: 


(3) —= m[1t + ecos(#— w) | 


dove perd leccentricita ¢ e la posizione del periastro w variano col tempo. 

Inoltre, per facilitare le ricerche, diamo anzitutto il seguente lemma, 
benché esso possa sembrare quasi evidente. 

Lemma: Se in un istante qualsiasi t,, Veccentricitd dell’orbita istantanea 
raggiunge un valore E magegiore od eguale ad 1, allora % tende ad un limite 
finito ©, mentre r tende ad co, per t tendente ad oo. 

Dimostrazione. - Secondo Vipotesi, l’orbita istantanea nel tempo ft, sara 

Ad voy 
un‘iperbole con eccentricita E. Ora — essendo la massa funzione decrescente 
del tempo - per un teorema da noi dimostrato), da ft, in poi il satel- 
Bas yeas ; 
lite si muovera all’esterno di questa iperbole rispetto al fuoco e non potra 
quindi pit compiere nessuna ulteriore rivoluzione intorno all’astro principale. 
; 
Ne segue che essendo l’angolo %, per la (1), funzione sempre crescente del 


(1) Cfr. ARMELLINI, « Rend. Lincei», MOPIS, Spam, Sit 


Of 


roar 
tempo e non potendo aumentare indefinitamente, esso tendera ad un limite 


: dd aS: 
finito ©, mentre la derivata — — che deve conservarsi sempre positiva 


dt 
per la (1) - tenderd necessariamente a zero. La (1) mostra allora che r 
tende ad oo. 


Cio posto, dimostriamo i seguenti teoremi: 


3. Teorema I: Se la massa m del sistema tende a zero per t tendente 
ad co, il raggio vettore r tende sempre ad co per 1 tendente ad co. 
Dimostrazione. — Per dimostrare il teorema, osserviamo che sopra l’ec- 
centricita e possono farsi le seguenti ipotesi: 
1) L’eccentricita e si mantiene sempre inferiore ad 1, per qualunque 
valore finito del tempo; 
2) oppure l’eccentricita ¢ in un certo istante /, raggiunge un valore E 
eguale, o maggiore, di 1. 
Ora: 
1) Nella prima ipotesi, la quantita tra parentesi nella (3) si man- 
tiene sempre finita ed anzi compresa tra 0 e 2, mentre il fattore esterno m 


I ay 
tende a zero; dunque — tendera a zero e quindi r ad co. 
r 


2) Nella seconda ipotesi il teorema risulta evidente, per il lemma ora 
dimostrato. 


4. Trorema II: Se, tendendo t ad co, m tende a zero di ordine supe- 
riore ad un mexxo, allora qualunque siano le condizioni iniziali, il satellite non 
pud compiere infinite rivoluxioni intorno allastro principale. In altre parole, 
quando t tende ad co, l’angolo di posizione 9 tenderd ad un limite finito ©. 

Dimostrazione. — Possiamo anche qui procedere come nel teorema pre- 
cedente e cioe: 

1) Se leccentricita si mantiene sempre inferiore ad 1, le due equa- 
zioni (1) e (3) ci danno: 
t at >t 
(4) $=% + Ae - | m(1 + ecos(#— @)} dt 


« 
oO oO 


dove lintegrale ¢ certamente convergente perché, tendendo t ad oo, il fat- 
tore m? tende a zero di ordine superiore al primo mentre Ja quantita tra 
parentesi € sempre compresa tra O e 4. 

2) Se Veccentricita in un dato istante t, raggiunge un valore E eguale, 
o superiore ad 1, il teorema e evidente) per il lemma ora dimostrato. 


rect : : } I 
(1) In altra Nota studieremo il caso limite in cui m tenda a zero di ordine ae 
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j- Trorema III: Se, tendendo t ad co, m tende a zero di ordine supe- 
riore al primo, allora, qualunque siano le condizioni iniziali, Peccentricitd e 
tende necessariamente ad co. 

Dimostrazione. - Calcoliamoci) anzitutto l’incremento che subisce r 
quando l’angolo di posizione $ aumenta di una quantita infinitesima d9. 
A tale scopo, poiché la (3) rappresenta l’equazione dell’orbita istantanea ©), 
per noti lemmi di Meccanica Celeste, bastera derivare r rispetto 9 consi- 
derando come costanti i parametri m, e, w. Avremo dunque, invertendo 
e derivando la (3), 


dr . e sin (8 — w) 
(5) d} — m[t + ecos(# — @)}? 


= mr? e sin(# — ) 


e quindi, tenendo presente la (1): 


dr dr d& I ar 
(6) at 6d} at ~~ dd 


= me sin(? —@). 
In conseguenza, integrando, risulta 


(7) ratot | atmo + | mesin(@—ay al 


dove m, ¢, 9, sono tutte funzioni del tempo 1. 
Ora supponiamo, se é possibile, che l’eccentricita si conservi sempre 
finita e minore di un numero positivo qualsiasi k. Avremo allora: 


<i f mit. 


10) 


(8) | [ime sin ($ — w) dt 


(t) In altra Nota studieremo il caso limite in cui m tenda a zero di primo ordine. 

(2) Per dimostrare che la (3) rappresenta l’equazione dell’orbita istantanea, basta tener 
presente che nella precedente Nota (ARMELLINI, « Rend. Lincei», XV, sem. 1°, fasc. 9 (1932)) 
abbiamo posto 


(1) u=— = Acos$+Bsin§ 


dove A e B indicavano funzioni di & soddisfacenti alla relazione (cfr. equazioni (5) e (6) 
della citata Nota): 


dA dB ies. 
Gp OOS P + Gq sind =o. 


Ne segue che si ha: 


(3) 


meh , ) : : 
indicando col simbolo 5 le derivate rispetto a $ eseguite considerando A e B come 


costanti. 
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Ma, poiché m si annulla di ordine Superiore al primo quando ft tende 
ad co, lintegrale al secondo membro della (8) tendera ad un limite finito 
€ positivo (essendo m sempre positiva) quando ¢ tende ad co; in *conse- 
guenza la (7) ci mostra che r non puo tendere ad co quando ¢t tende ad co, 
cio che  contrario all’enunciato del teorema I. 

Dobbiamo dunque concludere che Yipotesi fatta é assurda e cioe che 
eccentricita non puo rimanere sempre inferiore ad un numero qualsiasi ; 
in altre parole, dobbiamo concludere che esiste un istante /; in cui essa as- 
sume effettivamente il valore k. Ora, nella precedente Nota, abbiamo dimo- 
strato che se l’eccentricita, in un dato istante, raggiunge un valore eguale 
O superiore ad 1, essa cresce continuamente da quell’istante in poi e tende 


ad co per f tendente ad oo. II nostro teorema risulta dunque completamente 
dimostrato. 


6. Applicaxione ai sistemi stellari binari. - Come & noto, l’ Astronomia 
Siderale moderna, con argomenti molto probativi, ritiene che la massa delle 
stelle vada lentamente diminuendo per trasformazione della materia in energia. 
Non sappiamo con quale legge avvenga questa trasformazione, ma é logico 
supporre che, in ogni istante, la quantita di materia che si trasforma sia 
proporzionale alla massa dell’astro. Avremo dunque: 


dm 
(9) 7: = — Am 


dove A indica un fattore positivo che, approssimatamente, riterremo costante 
sebbene in realta possa dipendere dalla temperatura, dalla pressione, dalla 
natura chimica dell’elemento ecc. 

Avremo allora integrando: 


(10) ih = Mi €—* O—'0) 


la quale ci dice che, quando ¢t tende ad co, la massa m tende a zero di 
ordine infinito. 

In conseguenza per 1 sistemi stellari binari sono validi tutti e tre i teo- 
rem ora dimostrati e possiamo quindi affermare che: 

« Quando un sistema binario invecchia Vorbita relativa si trasforma sempre 
in iperbolica con eccentricitd crescente all’infinito ». 

Questa conclusione, contraria a quanto si credeva fino ad oggi sull’au- 
torita di Jeans, Poincaré, ecc. modifica le idee correnti sopra la genesi dei 
sistemi binari e s’accorda completamente con le osservazioni, le quali mo- 
strano che i sistemi invecchiati hanno generalmente massa minore ed eccen- 
tricita maggiore. Ben inteso, cio non toglie che anche altre cause possano 
concorrere ad aumentare l’eccentricita dei sistema binari invecchiati: p. es. 
perturbazioni provenienti da astri eventualmente passati in vicinanza ecc. 


et ee 


Fisica. — Su di una nuova esperienza fotoelettrica. Nota” del 
Socio Q. Majorana. 


Ricercando qualche nuovo aspetto del classico fenomeno fotoelettrico, 
della emissione, cioe, di elettroni da parte dei metalli sotto Vazione della 
luce, ho riscontrato un fatto la cui spiegazione non appare facile, qualora 
ci si voglia appoggiare esclusivamente ai fenomeni sinora conosciuti. Sot- 
tili lamine o pellicole metalliche, possibilmente semitrasparenti, sottoposte 
ad una intensa radiazione pulsante, accusano un aumento di resistenza elet- 
trica. Ho potuto mettere in netta evidenza tale fatto, per quanto debolissimo, 
e mi sembra che esso, per ora, non possa esclusivamente interpretarsi come 
dovuto alla sospettabile azione termica della luce, sulla resistenza stessa; 
azione che, come & noto, ha nei metalli lo stesso segno. 

Le pellicole metalliche con cui ho sperimentato sono di Ag, Au, Pr, 
Sn, Al, Zn, tutte ottenute o fissate su vetro o quarzo trasparente. Non ho 
per ora sperimentato con depositi ottenuti per projezione catodica. In questa 
Nota dirO dei risultati ottenuti con largento. Questo metallo é stato depo- 
sitato su vetro per via chimica; si € potuto cosi regolare a piacere lo spes- 
sore della pellicola, arrestando a tempo giusto il processo di argentatura. 
Lo spessore pil adatto all’esperimento sembra quello per cui si ha una 
discreta trasparenza in bleu dello strato metallico; cid corrisponde a qualche 
decina di py. Strati completamente opachi danno scarso effetto; strati ec- 
cessivamente sottili si prestano male in causa della loro variabile resistenza 
elettrica. Ho cominciato a servirmi della luce di un arco a mercurio, in 
tubo di quarzo della potenza di circa 300 watt. Tale luce é concentrata 
mediante una lente di quarzo L, (fig. 1), di 4 cm. di distanza focale e 
4 cm. di apertura, su di un disco girante D di 40 cm. di diametro, avente 
sul bordo 24 fori di 3 cm. di diametro (la figura non rispetta le propor- 
zioni e sul disco sono segnati solo 12 fori). La luce é poi, mediante altre 
due lenti L,, L;, concentrata sulla lastrina di vetro argentato P. Il disco 
€ messo in rotazione mediante una puleggia G da un motorino elettrico 
tenuto alquanto lontano, onde evitare perturbazioni induttive. La frequenza 
di interruzione della luce cadente su P & di circa 500 a 1”. La lamina P, 
convenientemente fornita di elettrodi alle estremita della sua lunghezza, é 
inserita nel circuito primario di un piccolo trasformatore Burndept di mo- 
dulazione T (rapporto di trasformazione 1:30), insieme ad una batteria di 
accumulatori B con tensione regolabile da 2 a 16 volt. Le altre particola- 
rita di questo circuito indicate nella figura, si riferiscono ad esperienze ese- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 24 agosto 1932. 


guite in un secondo tempo, come sara detto in seguito. Il secondario del 
trasformatore T é connesso con Ja griglia ed il filamento della prima lam- 
pada di un gruppo amplificatore termojonico a quattro stadii (coef. di amplif. 
circa 100.000). 

In tali condizioni, facendo battere la luce direttamente sulla pellicola 
di argento, si ascolta al telefono dell’amplificatore il suono corrispondente 
alla velocita di rotazione del disco a fori D. Per vero, l’intensit di tale 
suono pud essere debolissima od anche non rilevabile, perché coperta dal 
fruscio dell’amplificatore. Ma regolando opportunamente le varie parti del 
dispositivo, e scegliendo bene i tipi delle quattro lampade termojoniche e 
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le loro tensioni di placca, il suono ¢ nettamente percepibile alla doppia 
cuffia telefonica. Esso scompare per l’interposizione, sul percorso della luce, 
di una lastra di vetro comune, od anche rovesciando la lamina P, in guisa 
che la luce arrivi sul metallo attraverso il vetro di sostegno. Per contro, 
una lastra di quarzo non fa affievolire sensibilmente l’effetto. Inoltre, se la 
lastrina P su cui @ deposto l’argento ¢ di quarzo, l’effetto permane anche 
quando essa @ rovesciata. Da tali constatazioni si deduce che l’effetto  sul- 
argento é dovuto, in modo diretto od indiretto, alle radiazioni ultravio- 
lette che possono essere arsorbite dal vetro comune, e cioe con A< 3000 ie 
La manifestazione dell’effetto € necessariamente connessa con la presenza 
della batteria B, nel circuito della lamina. Al crescere della tensione di 
essa, si accresce man mano l’intensita del suono; viceversa, questo sparisce 
del tutto, qualora sia nulla tale tensione. La corrente massima che puo 
fluire nella lamina @ dell’ordine di 1 ampére. Cosi, si ¢ al limite di fun- 
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zionamento del dispositivo, sia perché la eccessiva densita di corrente nella 
lamina metallica produce in essa alterazioni o rotture a cui corrispondono 
crepitii molesti al telefono; sia anche perché pud avvenire, in seguito al 
riscaldamento della lamina, che il vetro si rompa. 

Di fronte alle accennate constatazioni, in un primo orientamento, si 
puo cercare di ricondurre il fenomeno in parola a quello classico fotoelet- 
trico; in cio si pud essere guidati dal fatto che le radiazioni attive sono 
quelle u. v. Si potrebbe infatti pensare che un’emissione elettronica possa 
avvenire sotto l’azione di tali radiazioni, almeno da uno degli estremi della 


lamina. Infatti, lungo questa, per la corrente che la traversa, vi ha certa-- 


mente caduta di tensione; per cid, degli elettroni potrebbero sfuggire dalla 
parte di essa pili negativa, per dar luogo, attraverso l’atmosfera esterna, ad 
un flusso di joni. Tale flusso, se sufficientemente intenso, potrebbe a sua 
volta generare un aumento della corrente circolante nel primario del trasfor- 
matore T’; a cio corrisponderebbe la formazione del suono al telefono, che 
sarebbe percio dovuta ad un’apparente diminuzione della resistenza della 
lamina metallica, sotto l’azione della luce. Secondo tali vedute, la consta- 
tazione dell’effetto, anche quando la luce entra dalla parete di quarzo su 
cui € fissata la pellicola metallica, potrebbe spiegarsi pensando che esso 
possa esser dovuto alla luce emergente per trasparenza. Ma, pur non spin- 
gendosi a valutazioni di carattere quantitativo, di una ipotesi di tale ge- 
mere, una semplice esperienza ne fa cadere la possibilita. Ponendo  infatti, 
davanti alla pellicola una rete metallica vicinissima con potenziale forte- 
mente negativo (120 volt), l’effetto rimane inalterato; questo inoltre, si ma- 
nifesta ancora adoperando strati di argento depositati su quarzo e verniciati 
dalla parte opposta, colpiti dalla luce pulsante attraverso il quarzo. L’effetto 
non € dunque riportabile al fenomeno classico fotoelettrico, e per la sua 
manifestazione non interviene il gas ambiente. Con ogni probabilita, esso 
si deve manifestare egualmente e forse meglio, nel vuoto pid spinto. 

Da quanto si é detto, risulta chiaramente, come, sotto l’azione della 
luce pulsante, realmente si occasionino corrispondenti pulsazioni nella cor- 
rente che circola nella lamina metallica colpita, dovute probabilmente a va- 
riazioni di resistenza elettrica di questa. Ma non si hanno fin gui elementi 
per dire quale sia il segno di tali variazioni, in confronto di quelle della 
intensita della luce agente. Non sarebbe stato né facile né sicuro, mettere 
in raffronto la fase della corrente alternata, che nel telefono di luogo al 
suono, con quella della luce pulsante; per cui, ho realizzato un dispositivo 
che provoca una seconda pulsazione di resistenza nel circuito della lamina, 
sincrona con quella della luce, esattamente regolabile nella sua intensita e 
fase, in guisa da annullare la prima; a cid deve poter corrispondere |’ an- 
nullamento del suono al telefono. 

Tale dispositivo consiste in una ruota dentata di rame C coassiale e 
calettata solidalmente col disco D; essa porta 24 denti, cioe quanti sono i 


denti di quello; tali denti hanno forma sinusoidale. Un getto di mercurio 
fluente da un tubo di acciaio M, con una bocca di efflusso di 0,3 mm. di 
diametro, @ diretto contro i denti della ruota; una protezione di celluloide, 
non indicata in figura, serve a raccogliere il mercurio dopo che esso ha 
battuto sulla ruota C. La bocca di efflusso di M puo essere portata vicina 
alle estremita dei denti di C (a circa 1 mm.); tali denti hanno una pro- 
fondita (esagerata in figura) di 2 mm., e la loro superficie € ben amal- 
gamata, per assicurarne il contatto col mercurio. La velocitt di efflusso é 
di circa 7 metri al 1’’, giacché il mercurio cade da un serbatolo posto a 
3 metri di altezza. Al girare del disco, poiché la vena liquida in  queste 
condizioni puo uscire integra per circa un centimetro, vi ha certamente, in 
ogni istante, continuita metallica tra M e C. La lunghezza del getto pulsa 
cosi tra I e€ 3 mm.; corrispondentemente la resistenza elettrica di tale 
tratto pulsa di circa 0,03 ohm con legge sinusoidale. Tale resistenza, me- 
diante una spazzola di rame Z ed un contatto sul tubo di acciaio M,eé 
derivata su un tratto regolabile EH di un filo EF di rame di I,5 mm. di 
diametro e di 1 m. di lunghezza, inserito nel circuito di P e del primario 
di T. Se, per es., EH ha la lunghezza di 10 cm., la sua resistenza com- 
binata con quella del getto di mercurio, pulsa di 3/100.000 di ohm. I] getto 
di mercurio @ sostenuto da un’alidata scorrevole su di una guida QR; 
talche si puo regolare la sua posizione angolare rispetto al foro del disco 
traversato dal raggio luminoso. 

-Procedendo ad una accurata ricerca sia del punto H, che della posi- 
zione angolare pit opportuna del getto, si pud riuscire a far estinguere il 
suono al telefono, provocato dalla luce periodicamente interrotta dal disco. 
La misura del tratto EH stabilisce dunque Vampiezza delle pulsazioni di 
resistenza occasionate dalla luce nella lamina P. Inoltre, si pud procedere 
all’osservazione stroboscopica del getto, osservandolo con la stessa luce pul- 
sante che emerge dal disco a fori. Con cid, si viene a localizzare la posi- 
zione di questo in un punto Z (fig. 2), prossimo al culmine K di un dente. 
Il dispositivo permette di determinare con una certa approssimazione, per 
ora non troppo grande, il valore del tratto ZK espresso come una fra- 
zione del periodo della pulsazione luminosa. Essendo il punto Z piu vicino 
al culmine K che all’incavo I, si pud ammettere, con una certa probabilita, 
che leffetto consista in un aumento periodico della resistenza, dato dalla 
misura del tratto EH della fig. 1. Inoltre, tenendo conto del senso di rotazione 
della ruota, tale pulsazione di resistenza é in ritardo di fase di un angolo 9 
corrispondente al tratto ZK della fig. 2. E infatti meno probabile che si 
tratti di una diminuzione di resistenza, con un anticipo corrispondente al 
tratto ZI, o, comunque, ad un valore assoluto di @ ancora maggiore. 

Si conclude dunque, per ora, che sotto l’azione della luce pulsante, la 
resistenza della pellicola metallica pulsa anch’essa, e che, in media, diventa 
alquanto maggiore di quella che essa ha in assenza della luce. 
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Non & scopo di questa Nota di fornire precisi risultati quantitativi sul 
valore di 9; mi riservo di procedere in seguito a cid, dopo aver realizzato 
dispositivi pit perfezionati. Ma sin d’ora, posso dire che, per gli strati di 
argento, l’effetto della luce u. v., di intensita corrispondente al descritto 
dispositivo, consiste in un aumento di resistenza dell’ordine di qualche cen- 
tomillesimo del suo valore. Il ritardo di fase @ apparisce compreso fra 20° 
e 45°, ma tale misura merita conferma, mediante future esperienze. 

Sostituendo all’arco a mercurio in quarzo, una lampada ad_ incande- 
scenza intensiva (500 watt), il suono si sente ancora. L’esperienza riesce 
allora anche adoperando lenti di vetro comune, anziché di quarzo. Si com- 
prende come non debba esercitare sensibile affievolimento linterposizione 
di una lastra di vetro, che faceva sparire Veffetto nel caso dell’arco a mer- 


curio. Inoltre, un filtro di vetro all’ossido di manganese lascia ancora una 
traccia di effetto, mentre uno all’ossido di nichel fa cessare del tutto il 
suono. 

Si deve percid concludere che largento e sensibile ad una gamma 
estesa di radiazioni, che va dall’ultrarosso all’ultravioletto e che Posserva- 
zione di particolari massimi ¢ legata alla natura della sorgente. 

Ricoprendo la lastra di argento di nerofumo e facendo battere su 
questo la luce, V’effétto aumenta notevolmente, tanto con la lampada a mer- 
curio che con quella ad incandescenza. Con la prima, Veffetto si athevo- 
lisce ancora notevolmente per l’interposizione di una lastra di vetro; ma 
non sparisce del tutto. Si pud dire percid che anche in tali condizioni, la 
luce u. v. ha buona efficienza. 

Le descritte esperienze sono state eseguite, come si ¢ detto, servendosi 
di pellicole di argento. In una prossima Nota riferirO sui risultati ottenuti con 
altri metalli, e sara fatta una prima discussione di quanto e stato osservato. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sulla curvatura delle linee delle varieta. Nota“ 
di T. Boccto, presentata dal Socio T. Levi—Crvira. 


Se sopra uma varieta riemanniana V, é tracciata una curva C, si pud 
considerare la curvatura (assoluta) di essa e la curvatura geodetica; e, ana- 
logamente a quanto avviene per le curve delle superficie ordinarie, si pud 
dimostrare che la curvatura geodetica in un punto P, di C é eguale alla 
curvatura (ordinaria) della proiezione ortogonale della curva C sullo spazio 
euclideo tangente alla varieta V, in P.. 

Questa proprieta é stabilita dal prof. Gugino in una Nota recentissima ©), 
mediante il solito armamentario delle componenti covarianti, contravarianti, 
simboli di Christoffel di 1* e 2* specie, ecc.; con tali metodi la dimostra- 
zione richiede tre pagine irte di calcoli complicati, con sommatorie quadruple, 
quintuple, ecc., i quali calcoli tuttavia, secondo il Gugino, hanno un «carat- 
tere di espressiva semplicita » ! 

Invece coi metodi vettoriali sviluppati nell’opera: Burgatti, Boggio, 
Burali-Forti, Geometria differenziale (Zanichelli, Bologna, 1930), che nel se- 
guito verra citata con Geom. differ., la proprieta accennata puo stabilirsi in 
modo assai rapido e con calcoli brevissimi ed elementari. 

"Cid & esposto in questa Nota, ove stabilisco pure altre relazioni, qual- 
cuna delle quali credo non sia ancora stata osservata, fra la curvatura e 
torsione di una geodetica e la curvatura di una sua proiezione piana. 


* 
* * 


1. Sia V, una varieta riemanniana, con m dimensioni, immersa in uno 
spazio euclideo Em con m dimensioni (m>7). 

Diciamo poi C una curva qualunque di tale varieta, P un punto gene- 
tico di essa, ed s l’arco compreso fra i punti P, e P della curva C. 

Sia inoltre S,; lo spazio euclideo (ad m dimensioni) tangente in Po alla 
Vn» diciamo C* la proiezione (ortogonale) della curva C sullo spazio Sn; 
essa risultera descritta dal punto P* proiezione di P sopra S,, e le curve 
C e C* saranno fra loro tangenti nel punto P,. 

Ponendo: w« = P*—P, si ha identicamente: 


P*=P+u, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1932. 
(2) Gucino, Sulla curvatura geodetica delle linee di uno spazio riemanniano, questi 


«Rendiconti», vol. XV, serie 6°, 1° sem. 1932. 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 


iy OOO ee 
da cui, indicando con s* l’arco della curva C* compreso fra i punti P, e P*: 


d?P* -.d*P atu 
(1) ds ds¥2 * qs¥2 


Cid premesso, si ha dP = dP*— dw, ed elevando a quadrato: ds? = 
= ds** + (du); considerando l’arco s come funzione di s*, ne deduciamo: 


ds du \? 
(2) Rae A (a) ; 


da cui: 


GS): A Behe 7 bf du 
(3) ase — a" ~ase/| Vt fe ) 


Supponendo, in particolare, che il punto P* (e quindi P) venga a coin- 
cidere con P,, ed osservando che l’elemento d’arco ds* della curva C* (con- 
tato a partire da P,) coincide coll’elemento d’arco ds della curva C (pure 
contato a partire da P,), la (2) mostra che in P, si ha (de/ds*), = 0; di 
qui e dalla (3) risulta, nel punto P,: 


Qe (ds[ds"), = 0. 
Dopo cid, dalla relazione 
dP 6 dP>- ds 
ashireids Uste 
si deduce: 


Ay Test ot Sul Pe WAR d\2 1 dP desc, 
eat ds*2 ds? \ ds* G5. dst” 


quindi, nel puatG P, si ha, badando alla eel 


dP\ (dP) ss fd P\  (@P 
Beets te Ae Re oe Gr) at 


percio dalla (1) si deduce, nel punto “Pot 
(5) : de P*y iin ap, (dew 
5 ds™ },— \ds* J," \as™),” 
Ora, come si sa (Geom. differ., p. 218), il vettore d?P/ds? ha la dire- 


zione della normale principale assoluta della curva C nel punto P, percid 
il vettore unitario 


_ dP / d?P 
rag ee ay ds? 


é parallelo a tale normale e ponendo 


(6) d2P/ds? = on, > 


il numero (positivo) c é la curvatura scalare della curva C nel punto P, 
mentre il vettore cm pud chiamarsi curvatura vettoriale di C in P. 
Analogamente si ha, per la curvatura vettoriale della curva C* in P*: 


(6*) CES ei lo oe ay Und (m*? = 1). 
La (5) pertanto puo. scriversi: 
(7) (c*90*). = (cr)o + (d2ee/ds*?), ; 


se ora si indica con ¢,my la proiezione del vettore cn sullo spazio tan- 
gente S, (intendendo che il vettore m, sia unitario) essa non é altro che 
la curvatura geodetica vettoriale di C in P (Geom. differ., p. 219), percio 
s€ proiettiamo i vettori che figurano nella (7), sullo spazio tangente S, e 
osserviamo che il vettore (d?ze/ds**), ha proiezione nulla, perché il vettore x 
€ costantemente normale allo spazio S,, si ha senz’altro dalla (7): 


(7) (C'n"*)o = (CrMr)Jo » 


Ja quale prova che Ja curvatura vetioriale, nel puuto Py della curva C* proie- 
xtone di C sullo spazio tangente S, é eguale alla curvatura geodetica vettoriale 
della curva C in P,. 


2. In particolare, supponiamo che la varieta V, sia immersa in uno. 
spazio euclideo E,,;, con m --1 dimensioni, nel qual caso allora la Vn é 
una ipersuperficie di tale spazio. 

Se si indica con E, un iperpiano qualunque di E,,,, consideriamo la 
proiezione ortogonale C* della curva C di V, sull’iperpiano E,; é@ chiaro, 
che indicando ¢ un vettore unitario normale a tal iperpiano, si puo scrivere: 


(8) P == P* xg, 


ove x é la distanza (con segno) del punto P dall’iperpiano E,.. 

Supponiamo che le curve C e C* abbiano un punto comune P,, situato 
quindi sull’iperpiano E,, e diciamo, come prima, s* la lunghezza dell’arco 
P, P* della curva C* ed s quella dell’arco P,P della curva C; avremo: 


dP ds lee aeke 
Us ase as® ds® 


i, 


e derivando ancora rispetto ad s*: 
FU J Odea dex, 


ds? \ ds* ds ds, ds® ~ as? 


ossia, per le (6), (6*): 


(9) n( ds J aP d?s 


ast}; " ds dst 


GK 
*,,* , 
cn aA 


— 90 — 


la quale stabilisce uma relazione semplice fra le curvature vettoriali delle 
curve C e C* nei punti corrispondenti P e P*. 
3, Diciamo I la superficie cilindrica di E,4, che proietta la curva C 


3 
; : ae 
parallelamente al vettore ¢, e supponiamo che la curva C sia un’elica per 


tale cilindro, cioé che la distanza x varii proporzionalmente all’ascissa curvi- 
linea s* del punto P*, cioe: 


(10) be 
ove h & una costante; dalla (8) che porge, differenziando e poi elevando a 
quadrato: : 

ds? = ds** + dx?, si conclude allora: ds= yr + bds*, 
onde: 
(11) pyre ss 
dopo cid la (9) diviene: 

cu-(1 +h?) = c*n*, 

la quale intanto mostra che i vettori m ed m* sono paralleli, e quindi la 


normale principale in P alla curva C € normale al cilindro I, percio la 
curva C & una geodetica di tale cilindro. Inoltre: 


(12) CGR ec, 


che costituisce una generalizzazione di una nota proprieta dell’elica cilindrica 
dello spazio ordinario. 

Viceversa, se la curva C é una geodetica per il cilindro T, i vettori 
m ed m* devono esser paralleli, e allora la (9) puo scriversi: 


dP ds d?x 
* Cg 
ira ds ds*2 ds* Aas 


0; 


con / numero reale, e poiche i vettori che qui figurano non sono compla- 
nari, deve essere 


b= 0 ; dAs/as"F =O ; A703 a= 0, 
dalle quali si ricavano tosto le (10), (11), (12). 


4. Come ultimo caso particolare, supponiamo n = 2, allora la V, é 
una superficie dello spazio ordinario, la C é una curva di tale superficie 
e C* ne é la proiezione sopra un piano qualunque E,. 


? 


Derivando la (9) rispetto ad s* si ottiene: 
ac (ds \ (2) am on 1 ts ORs aes 
ds \ds* as) ds * OC Ge aT as ge 
— dc* q ie be dn" dix a 
ie ese ae ats 63 


ma da una formula di Frenet si ha, indicando con 7 la torsione e con B 
un vettore unitario, parallelo alla binormale della curva C in P: 


dn ou, 
Crees Tika 


percio sostituendo: 


dc [{ ds \3 ds ds ds \3 d3s as dP 
7a) t: 30 Fe a |e — (5 Oa (2 ) |S = 
ae n* — c* a = cea 

as* ds* as*3 


Supponiamo ora che il piano E, sia tangente alla superficie V. nel punto 
P,, e che il punto generico P della curva C (e quindi anche P*) venga a 
coincidere con P,; allora questa relazione porge, ricordando la (4): 


d3s dP dc* ave d3x\ 
3) (gem —eorde a5) 4l(G)= Ge] 2 Cae) + Gan) 
moltiplicando scalarmente per (dP*/ds*), [che & eguale a (dP/ds),], si ha: 
(14) 6 Oo (5/853) 5 


relazione molto semplice fra le curvature, nel punto P,, delle curve C e C*. 
Dalla (3), tenuto conto che, nel caso attuale, si ha w= —xé, é fa- 
cile ricavare: 


(d35/ds*3)\, = (d?x/ds**), , 


che puo essere sostituito nel secondo membro della (14). 

Se si suppone inoltre che la curva C sia una geodetica della superficie 
V,, il vettore %, risulta normale al piano tangente E,, e percid si pud ri- 
tenere eguale al vettore ¢, mentre il vettore 6, (che ora sta sul piano E,) 
si puo ritenere eguale ad we la (13) ci da allora senz’altro le relazioni: 


(dc/ds). = (d3x/ds*3), , 
CoT = — (de*/ds*), , 


Vultima delle quali serve per calcolare la torsione t, della geodetica C nel 
punto P,. 
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Matematica. — Sur la transplantation du transport paralleéle. 
Nota“? di H. Cuaprro, presentata dal Socio T. Levi—Crvita. 


La théorie relative des surfaces, ces derniéres années, fut l’objet des 
recherches de plusieurs géometres @). Pourtant, a ce qu’il parait, pas un seul 
parmi eux n’a posé la question de la « transplantation » du transport pa- 
ralléle d’une surface sur l’autre. C’est a cette question que la présente Note 
est consacree. 

Supposons qu’entre les points des deux surfaces S et S° en E, (espace 
euclidien affine 4 3 dimensions) soit établie une correspondance de telle sorte 
qu’aux valeurs égales des paramétres u' , u? correspondent des plans tangents 
paralléles. Soient 


San, e et r= r(ur, u?) 


les équations de ces surfaces. En posant 


or or o ; 
Saree ; asi Ga) 
nous aurons, par hypothése, 
(1) raprm , nm=pr 
php, = 8 (3 =3). 


Si v = v'9, est un vecteur, placé dans le plan tangent a la surface S, 
on pourra transplanter ce vecteur dans un point correspondant de 5°; 
se servant de (1), nous aurons 


ae h om x 
(2) Ceawire ; uh = ve ph. 


Supposons que dans chaque point de la surface S est donné un vecteur 
arbitraire m, placé hors du plan 7;,9,; ce vecteur jouera le rdle de la 
«normale» pour S. 

De la méme maniére chaque point de la surface S° aura son vecteur 7, 
pris pour la « normale ». Le choix de ce second vecteur ne dépend en aucune 


(1) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1932. 

(2) E. Méirer, «Monatsh. f. Mathematik u. Physik», XXXI, 1921; A. Duscuex, 
« Sitzungsberichte d. Akad. Wien», 135 (1926); 136 (1927); W. Suss, « Jap. Journ. of 
Math.», 4, «Tohoku Journ. », 29, 30; Sojt Nakajima, « Jap. Journ. », t. VII, 1930. 


fagon de celui du premier. A l’aide de ces vecteurs on, pourra établir sur 


S et Se la loi du transport paralléle 


or 22 
GQ) aga Te than, autour 


oO oa fo) 
= Pr, + ban ©, 


Notre probléme est donc le suivant: transplanter sur S° le transport pa- 
ralléle, fixé sur S. 

Dans ce but écrivons la différentielle BEUUE du vecteur w sur la sur- 
face S: 


Dv = (du* + wT, dub) 9, . 
Remplacant ici v* 4 Vaide de (2) et » 4 l'aide de (1), nous avons 


Q oO Bo o 
Dv = (dv? + v¥ Dug dub) x, , 


Ao pt pea \ ae ho 
(4) = (iF + BeTS) FE = Pa 


L’expression pt). représente la dérivée covariante « partielle » au 


sens de M."* Maria Pastori ©). 
Quoique le transport paralléle sur la surface 5 a été donne iadineee 
damment de celui sur S°, tout de méme entre le « transport transplanté » 


x: aN 1 5 
(T,) et celui qui avait éte donné au debut méme sur S° on peut établir 
une simple relation. Nous profiterons pour cela du procédé suivant. Intro- 


duisons trois vecteurs covariants%) R‘, R?,N, reciproques aux vecteurs 
° ° 


° 
7, ,72,%, posant 


° ° (oye t=) ° ° 
o rn Oo nr rT,r 
(5) Rt = ! *, J ? R? = | S i] 5) N= [ “5 :| 5) 
r:7r.n Yr: V,71 r,7r,.n 


ou [ab] signifie le produit vectoriel, compris dans le sens de la géométrie 
affine 4), et abe — le volume de parallelepipéde construit sur a@,0,¢. En 


comparant (5) avec (I), nous avons 


(6) 7; Wi (produit scalaire). 


(1) A. NorpEeN, «Comptes Rendus», 192, p. 135. 

(2) M. Pastort, « Renticonti d. R. Acc. d. Lincei», XII, p. 17 (1930). 
(3) 1. Schouten, Ricci-Kalkil, 1, § 4. 

(4) W. BrascuKeE, Differentialgeometrie, t. Il, p. 71 (1923). 


D’autre part, on a a cause de (3) 


ie) 
O.5 _ or Pe; 
(7) P= aut our W. 
2 
et mee 
On peut représenter |’expression aa aide de (1) sous la forme 
ut 
22 
r 
babe 5 
(8) aaah = Poe + fan, 
ou 
fin = ba po 
On a donc en raison de (7) et (8) 
O,; x Oo. . o ; 
ik = Poy: Ph + fanRi, 
ou 
oO. mH: " ; fe) 4 
(9) Y= 1h + fee, zi = nBi. 


Le résultat obtenu indique le rapport de la question considérée avec le 
probléme des espaces sous-projectifs “). Pourtant, nous ne precisons pas ici 
le caractére de ce rapport. E 

Si lon pose dans les formules (3) m =, nous aurons zi = 0, et le 
transport transplanté coincide avec celui qui a été donné au debut méme 

sur la surface S°. 


(1) B. Kacan, «Comptes Rendus», rgr, p. 548 (1930). 


Matematica. — Sulla effeitiva integrazione delle funzioni di- 
scontinue. — If. Riduzione a Tipi Normali e Integrali Fondamentali. 
Nota di L. Lasoccetra, presentata “ dal Corrisp. G. A. Crocco. 


Mi propongo in questa Nota di mostrare come le ordinarie funzioni 
discontinue possano essere tutte ricondotte, senza alterare il valore del loro 
integrale, ad alcuni tipi fondamentali dei quali é facile |’ integrazione. 

Mi giovo a tale scopo delle due proprieti seguenti ben note, ma delle 
quali non si era finora tratto tutto il profitto che son capaci di dare: 

a) Due funzioni uguali in un intervallo dato, salvo al pid in cor- 
rispondenza dei punti di un insieme di misura nulla, hanno, in quell’ inter- 
vallo, lo stesso integrale ©), . 

b) Una funzione discontinua, senza punti isolati, si pud risolvere 
nella somma di una funzione continua, il « nucleo» di essa, e di una co- 
stante discontinua, la corrispondente « funzione dei salti» ©). 

Della proprieta a) mi servo per sostituire ad una funzione discontinua 
data una funzione ad essa equivalente, nei riguardi della integrazione, ma 
priva di punti isolati, continua o continua a destra. Della proprieta b) mi 
servo per sostituire ad una funzione discontinua da integrare, priva di punti 
isolati, una funzione continua ed una costante discontinua il cui integrale 
€ immediatamente ottenibile da alcune poche forme fondamentali. 


1. Trasformazione delle singolaritd. — Si consideri dapprima, una fun- 
zione f(x) che in certo intervallo (a,b) abbia una sola discontinuita, in 
corrispondenza del valore x = c. Possono presentarsi tre casi diversi: 

a)Seeéfi(¢c + 0) = fi (c —0) =k nel mentre é fi (c) = b=Ek diremo 
che per x=c la funzione presenta un taglio. Questa discontinuita pud essere 
eliminata facendo sparire il punto isolato e Ja funzione resa continua con 
Paggiunta di una conveniente funzione puntiforme %). 


(1) F. (x) = fi (x) + (k—/A) Punt (« — c); 


b) Se € fs(¢ + 0)==fs(¢ —0) nel mentre fs(c) ¢ uguale all’uno 
o all’altro dei due valori, per es. a quello di sinistra, fs (c) = fs (c — 0) = h 
ed ¢ fs(¢ +0) =f si ha un salto semplice k —h e con l’aggiunta di una 


(1) Nella seduta del 19 giugno 1932. 

(2) V. p. 160 e 163 di H. Lepescur, Legons sur LV intégration, 2* Ed., 1928. 

(3) Per Vespressione analitica delle Fuuzioni Puntiformi, v. il mio scritto nel 
«Boll. dell’Un. Mat. Ital.», Anno VIII, n. 5, dic. 1929. 


conveniente funzione puntiforme si pud ottenere che nel punto x =c la 
funzione prenda il valore k = fs (¢ +0); basta porre 


(2) Fa (x) = fs (x) + & — 4) Punt (x — 0). 


E reciprocamente se nel punto x =c la funzione prende il valore k e 
si vuole invece che essa prenda quello ) = f;(c — 0) bastera scrivere 


() F. (x) = fe (x) + (b— Punt (x2); 
c) Sesinfine ¢ b = f, (c—.0) == fp (c +0) =k ede fy (c) =7j, siha 


un salto con punto isolato. Il punto isolato si puo eliminare facendo, me- 
diante l’aggiunta di una funzione puntiforme conveniente, che f, (x) prenda 
per x =c 0 il valore h che essa ha per x = ¢—o 0 il valore k che essa 
ha per x =¢c +0 


(4) F. (x) = fo (x) + (bj) Punt (x —¢) 
(5) Fs(x) = fo) + @—j) Pum (x—9). 


Con la prima trasformazione risulta chiuso a destra |’intervallo a si- 
nistra, con la seconda invece risulta chiuso a sinistra l’intervallo a destra. 


2, Equivalenza delle funzioni. — Poiché, in un dato intervallo si pud in 
uno o pil punti, ed anzi in un insieme numerabile di punti, alterare il 
valore di una funzione restando cid non di meno inalterato il suo integrale 
sullo stesso intervallo, segue che fra i limiti a e b hanno lo stesso integrale 
le due funzioni (1), F: (x) e f: (x), le due funzioni (2) e (3), Fa (x) e Fs (x) 
ede tresfunvioni-(4)(5j.d2(%) 3 Fale on wate): 

Diremo equivalenti, nei rispetti dell’integrazione, quelle funzioni che, 
in un dato intervallo sono generalmente continue ed uguali, eccetto che per 
un insieme di punti di misura nulla in corrispondenza dei quali presentano 
delle discontinuita di uno dei tipi a), )), c) ed hanno valori diversi. 

Procedendo in uno dei modi anzidetti si pud, data che sia in un certo 
‘intervallo una funzione discontinua con tagli, salti semplici e salti con punti 
isolati, eliminare prima tutti i tagli, ripristinando in corrispondenza di essi 
la continuita; nei salti semplici e nei salti con punto isolato ridurre la fun- 
zione a prendere un valore uguale a quello del suo limite a destra f (c:; + 0), 
e cio senza alterare il valore dell’integrale. 

Resta cosi una funzione equivalente a quella primitivamente data, ma 
che € in ogni punto continua a destra ed anche in ogni punto ha derivata 
destra. 


3. Separazione delle parti continue dalle discontinue. - Ma oltre che la 
derivata importa per le funzioni discontinue senza punti isolati considerare 


la variazione, e precisamente la variazione destra, la variazione sinistra e la 
varlazione in un punto, ponendo rispettivamente 


(6) Vaf Xe = f(¢ + 0) —f(c) 
(7) Vs f@)e = F(¢) —f (¢—0) 
(8) VEG) = Vaf Xe + Vif @)o =f + .0)—f(c— 0). 


Ridotto cosi lintervallo ad un solo punto Vd, Vs, V coincidono rispet- 
tivamente col salto della funzione a destra, a sinistra del punto e nel punto 
stesso. 

Per le funzioni continue a destra innanzi costruite la variazione a destra 
€ dappertutto nulla e i salti della funzione sono dati semplicemente dalle 
variazioni a sinistra nei punti di discontinuita. 

Cio premesso é€ chiaro che sottraendo dalla funzione data la funzione 
scalariforme ottenuta con la sommazione della funzione puntiforme “ che 
rappresenta i valori j; dei salti nei punti di discontinuita, si ottiene una 
funzione continua 


(9) F, (x) = f (x) —S j; Punt (x — ¢;) 
e quindi 


(10) [f@) dx = [Fe (x) dx + ['S je Punt (@ — a) 


cioe Vintegrale della funzione discontinua € ricondotto alla somma dell’ in- 
tegrale di una funzione continua (che perd puo avere espressioni analitiche 
diverse nei tratti successivi dell’intervallo di integrazione) e di una funzione 
discontinua scalariforme \). 

Per effettuare l’integrazione bisogna percid sapere: 

I) integrare una funzione scalariforme; 
2) integrare una funzione la cui espressione analitica varia nei suc- 
cessivi tratti dell’intervallo di integrazione. 

Ci occuperemo successivamente di queste due questioni, e tenendo 
presente anzi che una funzione scalariforme qualsiasi € a sua volta otteni- 
bile con una combinazione lineare delle forme fondamentali delle costanti 
discontinue, che hanno per valore —1,0,-+ 1, cominceremo da queste. 


4. Integrali fondamentah. - Le forme fondamentali che qui prenderemo 
in considerazione sono: sem sgn (x; 1), sgn (x; 1), Dir (x;/1) e la sua com- 
plementare 1 — Dir (x ;/i) = Punt Dir (x ;/7) aggiungendo anche le altre due 


(1) Per la sommazione delle funzioni puntiformi v. la precedente mia Nota I. 
(2) Vale a dire si é scomposta la funzione nel suo nucleo e nella corrispondente 
funzione dei salti che & una combinazione lineare di costanti discontinue. 


forme, che frequentemente presentano, sgn x Dir (x) e sgn x Punt Dir (x ; /7) 
forme tutte continue a destra. 

Essendo la derivata a destra dappertutto nulla, e quella a sinistra nulla 
anch’essa eccetto nei punti di discontinuita dove diventa infinita, daremo di 
ogni funzione la variazione locale Va + Vs che rappresenta il salto nei 
punti di discontinuita, cioe la variazione sinistra Vs, la sommazione di 
questa funzione, che riproduce la funzione originale e l’integrale di questa. 


(ta) 7 sem son seh): = a+ Vs = Punt x 

S-Punt ¥==-sem son (est) |; {sem sgn (x; 1) dx = x sem sgn x 
(12) sgn(«;1)-—Va+ Vs = 2Punt x 

—i + $2Puntx=sgn(x;7) , [san (x31) dx = x sgn x 
(13) Dir(x;/2)-— Va + Vs = — sgn x Punt (x? — 1) 

S { — sgn x Punt (x? — r)} = Dir (x 5/2) 

[ Dir (x 5/4) dx = (x + 1) Dir (x;/7) + 2 sem sgn (x — 1; 1) 
(14) — Punt Dir (x ;/7) - — Va + Vs = sgn x Punt (x? —1) 

1 + S sgn x Punt (x? — 1) = Punt Dir (x ;/7) 

[Punt Dir (x ;/1) dx = (x — sgn x) Punt Dir (x ;/7) 
(15) —sgnx Dirx -— Va+ Vs = Punt (x? — 1) — 2 Punt x 

S (Punt (x? — 1) — 2 Punt x) = sgn (— x) Dir x 

[sea (—2) Dir x dx = (1 — x sgn x) Dir x 
(16) sgnx Punt Dir, 1).- x? — 1) 

—1-+S Punt (x? — 1) = sgn x Punt Dir (x ; 1) 


[ sgn x Punt Dir (x ; 1) dx = (x sgn x — 1) Punt Dir (x; 1). 


5. Generazione (struttura) delle funzioni discontinue. — Indicati cosi gli 
integrali delle funzioni elementari, si pud passare a quelli delle funzioni 
discontinue pit generali che a loro volta possono essere ridotte ad essere 
comprese in una delle tre categorie seguenti: 

1) Funzioni discontinue ottenute praticando dei tagli, in corrispon- 
denza dei quali nascono punti isolati, in una funzione continua che ha un’unica 
espressione analitica; 

2) Funzioni discontinue ottenute spostando variamente diversi tratti 
del diagramma di una funzione continua ad espressione analitica unis) in 
modo da avere dei salti; 


| 
3) Funzioni continue, o discontinue per salti semplici, aventi espres- 


sioni analitiche diverse nei successivi tratti, la diversita di espressione po- 
tendosi avere anche in un tratto in cui la funzione ¢ continua. 


6. Funzioni rese discontinue da tagli e punti isolati. - Una funzione con- 
tinua f(x) vien resa discontinua, con tagli e punti isolati, combinandola con- 
venientemente con una funzione puntiforme Punt g(x), o con la corrispon- 
dente funzione complementare (funzione dei tagli) sgn?@(x) e si ha cos} 


(17) f@)+Punte(x)  , (18) f(x) + ¥ (x) Punt (x) 
(19) J (x) sgn? 9 (x) 
(20) CR Die mae anya Gay aene, 


Poiche l’insieme dei punti corrispondenti ai tagli di un contributo nullo 
al valore dell’integrale, questo risulta uguale all’integrale della parte continua, 
percio 


(22) [ifG) + Punt 9 (x)} dx = [ f(x) dx 

(23) J f1C) +4) Punt 9 (x) } dx = [ f (&) de 
(24) | £@) sen? 9 (x) dx = [ f (x) dx 

(25) [f@) eee dx = [ f@)dx 

(6) Pie ae fax. 


Cosi se come funzione puntiforme si prende la funzione di Dirichlet “), 


(27) Punt 9 (x) = lim lim cos (mins) | = x(x) 
ni —>» OO | n—>OO 
che € totalmente discontinua (nulla per x irrazionale ed = 1 per x razio- 


nale), viene percio 


(28) [ xOde=[- dx 


oO 


7. Funzioni rese discontinue da salti. - Dopo eliminati i tagli ed i punti 
isolati corrispondenti ad essi, e ridotta la funzione ad essere dappertutto 
continua a destra, se aggiungendo in ogni tratto la costante richiesta per 
eliminare il salto a sinistra si ha come risultato che la funzione data F (x) 


(1) V. p. 15 di H. Lepescusg, Op. cit. e p. 131 di L. ScHLEsINGER und A. PLEssNnerR, 
Lebesguesche Integrale und Fourier Reihen, Berlin 1926. 
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riesce composta da una funzione continua f(x) avente espressione analitica 
unica in tutto Vintervallo considerato, e da una funzione scalariforme, 
funzione dei salti, che ¢ la sommazione della funzione puntiforme rappre- 
sentante la variazione di F (x) in @, dD) 


in 


(29) F (x) = f(x) + pa h; sem sgn (x — ¢:) 


i==I 


si ha come integrale 
(30) [re@ar= [react > hb: sem sgn (x —c;) dx + C- 


Cosicché, quando sia noto l’integrale della parte continua, per inte- 
grare la funzione data basta conoscere l’integrale della funzione scalariforme 
che é 


(31) > hb; sem sgn (x — cz) dx = > bi (x — ci) sem sgn (x — ci) + C 


ed apparisce cosi oltre la costante generale C, anche il polinomio delle 
costanti interne che ha tanti termini per quanti sono i salti. Si ha ad esempio 


(32) [otras = | nas —{ Xa sgn x sem sgn (x —ia) (imsgnx,-+-,1 =") 


x? — } a(x — ia) sgnx sem sgn (x — ia) » » » 


| 4 


Cy AAG . \ : : 
Si! noti che, mentre la costante generale esterna C é arbitraria, le co- 


stanti interne sono determinate dal valore dei salti. 


8. Funzioni aventi espressione analitica variabile. - Se dopo avere eli- 
minato.i tagli ed i punti isolati corrispondenti ad essi ed ai salti, la fun- 
zione non pud essere ridotta ad avere una espressione analitica in tutto 
l’intervallo con la eliminazione dei salti ma varia la sua espressione anali- 
tica in corrispondenza dei salti, o anche in punti interni dei tratti nei quali 
é continua, allora essa pud essere rappresentata da una combinazione lineare 
di funzioni non nulle in ciascuno dei tratti 


(33) FO) = Do, 1500) (i =1,2,+--n) 


dove 9:(0,1,0) indica uma funzione limitatrice, per es. 


2X — CG — 3, 
C6 er 


(34) Dir 


—) LOL —— 


che ha il valore +1 nellintervallo ime (Ci:5¢c:) ed @ nulla fuori di 
esso. 


Se sono F; (x) delle funzioni primitive delle f(x) e sono k; delle co- 
stanti determinate con la condizione che risulti 


(35) ki +. Fi (G3) <=0 


tali cioé che rendano nullo il valore dell’integrale nell’estremo sinistro del 
tratto in cui deve valere, sara 


(36) [i@a= Ddo9(0, 1,0) {ki-+ F;(x)} + > Ci+sem sgn (x—c;) + C 


dove C; sono le costanti interne date da 


(yz) C; = / F(x) ax = F; (ci) —F;_, —)- 


Il gruppo delle costanti interne 
(38) > C: sem sgn (x —c;) (i= 1,2,++-n) 
€ caratteristico della funzione discontinua data. 


9. Esempio d’integrazione. - Un grave & sospeso ad un filo che viene 
tagliato al tempo zero. esac g della gravita essendo supposta 
costante, rappresentare analiticamente il fenomeno della caduta del grave. 

Si ha successivamente 


(39) V (d@s/d#) = g Punt t 
(40) d?s/di? = gsem sent 
(41) v= ds/dt = [ g sem sgn t dt = gt sem sgn t 


7sem sgn ft 


“i 


(42) p= fod [g#sem sen tdt = 


relazioni delle quali la (39) da la variazione dell’accelerazione; la (40) che 
& la sommazione della (39) da l’accelerazione; la (41), che si ottiene per 
integrazione della (40), da la velocita e infine la (42) che si ottiene per 
integrazione della (41) da lo spazio percorso. 

Come si scorge la (39), (40), (41), (42) valgono tanto per 1 nega- 
tivo quanto per ¢ positivo, mentre le formole usuali valgono solo per va- 
lori di t non negativi e per valori di t< o danno valori non corrispon- 
denti al fenomeno reale. 


==) LOZ 


Matematica. — Sull’equazione delle vibrazioni trasversali dt 
un’asta elastica sollecitata agli eslremi. Nota“ di G. LAMPaRIELLO, 
presentata dal Socio T. Levi-CiviTa. 


Se si considera un’asta sollecitata agli estremi da uma pressione co- 
stante F, le vibrazioni trasversali di essa sono rette dall’equazione a deri- 


vate parziali 
Ot UL F ou eg 0? u 


®) ax+' EJ ox? fj FJ 32 . i 


dove u(x, 1) é lo spostamento, ¢ la densita, q l’area della sezione trasversale, 
J il momento d’inerzia di questa rispetto all’asse neutro, E il modulo di 
Young. Supposti costanti i coefficienti di (E) potremo scegliere le varia- 
bili t,x in tal modo che essi risultino eguali ad 1; bastera assumere come 


nuove variabili rispettivamente 
Tees VE: 
= . = > ——s . 
: Yoq VEJ nl 
Ritenendo per queste le stesse notazioni t,x, l’equazione diventa 


ot Uf O72 u Oo? u a 
) Gxt T One + BP 


ed é stata recentemente studiata dal prof. T. Levi-Civita %) nell’analisi delle 
piccole oscillazioni di un filetto vorticoso in prossimita della forma circolare. 

Appoggiandosi su un notevole lemma, dovuto ad Almansi, egli ha di- 
mostrato l’esistenza e l’unicita dell’integrale w(x , t) di (1), periodico rispetto 
ad x di periodo 27, note le condizioni iniziali (del tipo di Cauchy) rispetto 


alla variabile t. 
In questa Nota mi propongo di dimostrare lunicita dell’integrale di (1) 
(e quindi di (E)), sostituendo alla periodicita un tipo di condizioni al con- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 12 luglio 1932. 

(2) Cfr. Handbuch der Physik, Bd. V1, Elastokinetik, p. 365, Berlin, Springer, 1928 
e, per un’equazione pitt generale, la Nota di G. Krai, Intorno alle condizioni di stabilita 
dell’equilibrio elastico, in questi « Rendiconti », vol. III, serie 6* (1926). 

(3) Cfr. T. Levi-Civira, ditrazione newtoniana dei tubi soltili e vortici filiformi, 
« Annali della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa», s. Il, vol. 1, pp. 1-33, 229-250 (1932) ; 
Teoremi di unicita e di esistenza per le piccole oscillaziont di un filetto vorticoso prossimo 
alla forma circolare, «Rend. Lincei», vol. XV, serie 6* (1932). 

L’equazione (1) @ stata studiata da Eulero in una ricerca sulle campane sonore; in 
una questione di elettromagnetismo da G. Fusini nella Nota: L’influenza di uno strato 
dielettrico in un campo elettromagnetico e Pequazione di Eulero delle campane sonore, « Rend. 
Lincei», vol. XVIII, pp. 389-390 (1909). 


Sm) 
; v 
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torno, classiche nei problemi di Elasticita. Conviene notare che alla (1) non 
€ applicabile i] teorema di Cauchy-Kowalevsky rispetto alla variabile i ( e 
@altra parte il relativo teorema di unicita non & senz’altro conseguibile 
come per l’equazione del calore. Peraltro, ’unicita dell’ integrale risulta va- 
lida finché & soddisfatta una limitazione dalle quantita E,J,F, suscettibile di 
una notevole interpretazione meccanica. 

Pit precisamente, dimostreremo che, sotto le solite condizioni di rego- 
larita per Je derivate parziali di u(x, 2) che occorre considerare, &¢ unico 
Vintegrale u(x,t) di (1) soddisfacente alle condizioni iniziali 


(2) wean) (S$) =0@) 


130 


ou ou 
(3) u(o,t) = (3) = ; n(,0 =(34) =o 
Osserviamo che dalle (3) seguono le condizioni 
; ou ou ) : 
(3') ee ‘ Sea Pere 70 tes 


Attesa la linearita della (1), basta, come & ben noto, supporre le w, aN. 
u,(x) identicamente nulle ed allora tutto si riduce a far vedere che un 
integrale u(x,t) di (1) soddisfacente alle (3) e inizialmente nullo é tale 
qualunque sia f. 

A tale scopo, diciamo R il rettangolo del piano (t,x) a lati _paralleli 
agli assi, di vertici opposti (0,0), (¢,/) e, dopo aver moltiplicato ambo i 


ee ou. : : ess . 
membri di (1) per —e integriamo in R. Ogni integrale u(x,t) di (1) 
soddisfa alla relazione 


ee ts uw fu on 
— UR eee, 
(4) / at ort aya + ea)? 
K 


\ 


Integrando per parti e tenendo conto delle (3’), si ha: 


4 ORNS Sern ee ys Em ag aia) We Ota 
Sed a at| La = [a] Bore 
U Seats 


ot oxt “Ot axt Ox? dt ax? 


l t l 
I a. [oF u\? I ee 
~z/%{ aGs)e=7/ Gye 


(1) Cfr. G. LamparRIELLo, Sopra un equaztone alle derivate parziali del 4° ordine, 
«Rend. Lincei», s. 64, vol. XV, p. 37 (1° sem. 1932); per il teor. di unicita relativo alla 
equazione della mia Nota or ora citata, cfr, F. Sprana, Suil’equazione delle vibrazioni tra- 
sversali di un’asta solida, elastica e omogenea, « Rend. Lincei», s, 5*, vol. XXX, pp. 256-257. 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 8 


Analogamente, si trova che 


1 
2 3} 2 
ou d wy Hh i‘ ou a eu ao I u rp. 
ot Baas! Ox dt ox D Ox 


R ° 
Ou o2 u ote *d (du\? - pel oa 
| aeaee es ala)@=] (3) ® 
R oO ° oO 
ela (4) si trasforma in 
, T fou \2 o? \? ou \? 
@) | (a) + Ge) lz) =e 


Cio posto, se una funzione f(x), continua insieme con la sua derivata 
prima, assume lo stesso valore agli estremi di un intervallo (a, D) in cui 
é nullo il suo valore medio, si ha 


[Pr (x) ax = CH 9 f pa¢e dx 


(lemma di Almansi) ‘). La ee soddisfa, per le (3), alle condizioni testé 


dichiarate neJl’intervallo (0 ,/), qualunque sia /, eppero si ha 
1 l 1 
ou \2 i \2 2 y4\2 2 y\2 
| (s)*=(5) | (Ge) =/ (Ge). 


ert 1-\? 
a--condizioneche ‘1:— | ——}'=~'0% 
27 


Sotto questa limitazione, dalla (4’) si deduce che 
1 / Ou \? fi ] Ou \2 o2 y\2 
f=) Calan 


ou 3 
Cio puo essere soltanto se Bp =O per O=x=!, qualunque sia t e 


poicht u(x,?) € nullo per t= 0, é anche tale per ogni t > 0. 


(1) Per una proposizione pit generale, cfr. L. ToneLir, Su una Proposizione del- 
P Almansi, «Rend. Lincei», vol. XXII, pp. 676-682 (1914); cfr. altresi M. Picong, « Boll. 
della Unione Mat.», anno I, pp. 97-101 (1923) e F. Sarana, «Rend. Lincei », vol. I, 
serie 6°, pp. 204-206 (1925). 


Tornando alla x originaria della (E), la limitazione ora trovata per | 
si trasforma in 


4m? F 
(5) 2 = aan 


essendo A la lunghezza dell’asta. 

I] valore di F dedotto dalla (5) quando valga il segno di eguaglianza 
coincide col cosidetto carico critico o di punta di Eulero per aste incastrate 
agli estremi. 

Per questo, la condizione di equilibrio, come si pud dimostrare, diviene 
tipicamente instabile, la prima frequenza del sistema si annulla, cioé il pe- 
riodo diviene infinito, il che vuol dire, in sostanza, che in una vibrazione 
il sistema abbandona la configurazione di equilibrio per non ritornarci pit. 


Matematica. — Sur l’intégration des équations de Hamilton 
pour une durée de temps infinie. Nota‘ di W. S. Urpanskt, 
presentata dal Socio T. Levi-Crvira. 


Soit donnée un systeme d’équation de Hamilton 


dg; —~ ob aps oE A 
@) MR ees ye a 


ob E=E(q:,-+++ ,dnypr5 +++ pn) est une fonction analytique et uniforme. 
Ces equations admettent l’invariant intégral 


I=[--- [ dg, ely dian Ab. 


Envisageons la yariéte euclidienne 4 2” dimensions TI, dans laquelle 
(q:,-+*,pPn) sont les coordonnées cartésiennes du point P représentant 
Pétat du systeme dynamique. 

Dans ce qui suit nous nous appuyons sur deux théoremes de H. 
Poincare @), 


Théoréme 1. - Si le point P reste a distance finie, par tous les points 
de T, sauf peut-étre un ensemble de mesure nulle, passent des solutions 
des équations (1) périodiques ou quasi-périodiques. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 25 giugno 1932. 
(2) H. Potncart, « Acta Math.» 13 (1890), pp. 67-72 et 66; Méthodes nouvelles de 
la mécanique céleste, t. III, Ch. 26; C. CaraTHtopory, « Ber.», Berl., 1919, p. 580. 
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Envisageons une portion S d’une surface sans contact, et soit V, = V cosv 


(cos y= d > 0) la composante normale a S de la vitesse V = /> (@ + B?) 
aux points de S. 

Remarquons qu’un ensemble sur S de mesure non nulle (a » —1 dimen- 
sions) engendre dans l’espace I un ensemble de trajectoires de mesure non 
nulle (4 ” dimensions). 

Donc les trajectoires issues des points de la surface S (sauf, peut- 
étre, un ensemble de mesure nulle, selon le theoreme 1) retournent a couper 
sur S les I-ers conséquents des points initiaux. 

P étant un point quelconque, non appartenant a |’ensemble exceptionnel 
susdit, tout voisinage A, de P engendre, dans le temps qui varie d’une 
maniére continue, ses points conséquents qui forment ensemble un domaine 
B, qui s’appelle le 1-er conséquent de A,. Une portion A, du domaine 
restant S— A, engendra a son tour un domaine B, conséquent de A,; et 
ainsi de suite. Ainsi ou trouve sur S une suite (finie ou dénombrable) A; 
de domaines antecédants qui engendrent leurs domaines conséquents B; - XA:, 
et également XB; épuisent presque tout le domaine S. 

Un domaine pris arbitrairement sur la surface S se décompose en un 
ensemble de sous—domaines situés dans les A;; et ces parties engendrent 
leurs domaines cons¢quents, comme parties de B;. Leur ensemble s’appelle 
le I-er conséquent (au sens généralisé) du domaine initial. 

De méme on trouve des domaines cons¢quents d’ordre 2,3,---. 


Théoréme 2. - Soit A un domaine de Ja surface sans contact et B son 
domaine conséquent (d’ordre quelconque), on a alors 


ees = | Wades 


De ce théortme résulte immédiatement, 4 cause de Vinégalité évidente 
o<m=V,=M, ob m et M sont deux nombres fixes pour S, que le 
tapport des grandeurs de A et B reste dans les limites m/M et M/m 


m volume B M 
(2) yy =z = 
M volume A m 


| Ces considérations s’étendent aussitdt au cas, ott, au lieu des domaines 
A et B, on prendrait un ensemble mesurable E sur S et son ensemble 
consequent E, (d’ordre quelconque d’ailleurs, mais défini). La mesure de 
lensemble E, reste dans les limites: 


2 bi um M 
(2 bis) M mes Etrret Mes | es 


On peut écrire les intégrales du systéme d’équations (1) dans le voi- 
sinage d’un point choisi et pour une durée du temps bornée sous la forme 


(3) DiGi5:*+ ohn) =a G1;2,-+-,2n—1), 
®, , (q. , sitet BT year ee +1 

ou bien 

(4) Gis Pj = Fe (Gi Ga, + 5 an—2y dan + 1) 


Cady Rare git £2 ek OG 


Dans cette représentation un systtme de valeurs des a,, +++ ,do,_; 
définit une trajectoire, et az, donne la position du point sur sa trajectoire 
au moment initial. 

Les fonctions F, donnant les solutions locales sont des fonctions uni- 
formes des constantes d’intégration a;. La question se pose: Est-ce qu’il 
est possible de donner des fonctions intégrales de la forme (4) pour une 
durée de temps infinie. La reponse est donnée par le théoréme suivant: 


Théoréme. — Si presque toutes (c’est-a-dire excepté, peut—Ctre, un en- 
semble de mesure nulle) les trajectoires ne sont pas périodiques, les inté- 
grales des equations (1) ne peuvent pas étre représentées pour un temps 
illimité par des fonctions F; (4) univoques et mesurables des paramétres a;. 


Démonstration. — Reprenons la surface sans contact S. Le temps de 
retour des points de S a son minimum 7. 

Envisageons un domaine D de valeurs des quantités a,,a,,-+-+, 
Gini 5 H2n Chots! dé" -mamicre “gue a,, varie dee O70 +: 

Supposon que les équations (4) pour / = 0 transforment univoquement 
lensemble de valeurs admissibles des a; situées dans D en un ensemble E 
de points de lespace I. 

Cet ensemble E est composé de segments de trajectoires, dont chacun 
peut avoir avec S au plus un point en commun. 

L’ensemble H = ES de points de E situés sur S, s’il est mesurable, 
a une mesure, mes H, qui peut étre =o ou >>0. Si tous les domaines 
tels que D donnent sur S des ensembles H de mesure nulle, leur somme 
donnerait aussi la mesure nulle, et la surface S ne serait pas épuisée par 
de tels ensembles. 

Done, il faut qu’il y ait un domaine D qui donnerait sur S un en- 
semble H de mesure non nulle. De l’univocité resulte qu’a un systéme de 
valeurs 4; ,@,,°** ,d2,—, correspond une trajectoire definie dont les points 
(pour / fix¢) se distinguent par les valeurs de a,, qui pour une courbe non 
fermée prend toutes les valeurs de — co 4 + co. 


= Oone 


Faisons croitre le temps de 0 a +o. 

L’ensemble H formera successivement ses consequents H,,H,,---. 

Les points des trajectoires non-cycliques qui se trouvent dans H for- 
ment un sous—ensemble H* qui n’a pas des points communs avec ses con- 
séquents H},H},---. L’ensemble H* est mesurable, car on peut démontrer 
que l’ensemble des trajectoires cycliques est mesurable. 

Les mesures des ensembles H; s’ajontent simplement. 

Elles varient selon (2 is) dans certaines limites. 

Supposons que les trajectoires non-cycliques ne sont pas exception- 
nelles (de mesure nulle). On peut alors trouver un domaine D et un en- 
semble correspondant H* de mesure positive, mes H* > 0. 

Alors la somme de mesures des ensembles sans points communs 


mes H* + mes Hi + mesH? + --- 


croitrait infiniment, ce qui est impossible. 

Donc H* qui n’est pas de mesure nulle ne peut pas étre non plus de 
mesure positive; il est non-mesurable, ainsi que ensemble H. 

Et l’ensemble E dont H est l’intersection avec la surface S est aussi 
non mesurable (il faut avoir égard a la structure spéciale de ensemble E 
mentionnee’ plus haut). 

Le systeme des fonctions (4) n’est pas mesurable GO. Es Ds 

Corollaire. - Les fonctions F; ne peuvent pas étre multivoques a 
multiplicité finie, des qu’on suppose que les ensembles de points de l’espace T 
correspondant a des valeurs des a;, +++ ,@2n—1,42n dont Ja pluralité est 
p =1,2,3,-+--+ sont des ensembles mesurables. 

Pour la demonstration il faut considerer l'un aprés autre ces ensem- 
bles de (a: , +++ ,@2n) pour p=1,2,++-+ et repéter des raisonnements 
analogues a ceux qui precedent. 

Le théoreme démontré met une limite aux solutions des problémes de 
la mécanique: une méthode mathématique qui nous conduirait 4 un systéme 
‘de fonctions du type (4), valable pour un temps illimité ne peut pas réussir, 
sinon les solutions sont presque toutes cycliques. 

Telle est p. e. la représentation des solutions en séries trigonométriques. 

Le resultat obtenu peut trouver son application au probléme des 
trois corps. 


Matematica (Geometria). — Invariants projectifs différentiels 
dune courbe dans espace projectif P,_,(n==3). Nota® di 
di V. Hiavaty, presentata dal Corrisp. G. Fusrnt. 


La question concernant les courbures projectives d’une courbe dans 
le plan ou lespace (projectif) a été déja plus d’une fois traitée et résolue ©), 

Etant donnée une courbe dans lespace projectif (linéaire) P,_, 4 n—1 
dimensions, on peut se demander, s’il existe ou non, un algorithme indé- 
pendant du nombre nu (> 2), lequel nous permettrait denvisager la 
question sur les courbures projectives d’une courbe pour n’importe quel 
m et nimporte quel facteur de proportionnalité qui intervient dans les coor- 
données homogeénes du point mobile de la courbe en question G). Un tel 
algorithme existe, comme nous verrons immédiatement. Il repose sur les 
invariants (par rapport au changement du facteur dans les coordonnées 
projectives) I, ,---,I, qui ont les propriétés suivantes: a) Leur expression 
moyennant des coefhcients « a » (dont nous parlerons plus tard) ne dépend 
pas de 7. b) Ils caractérisent complétement “) une courbe dans P,,_,. c) On 
en peut construire une expression différentielle, invariante non seulement 
par rapport au changement du facteur mais aussi par rapport 4 n’importe 
quelle transformation du paramétre et cette expression donne naissance 4 

ees n : ; n 

« Pare projectif » qui est d’ordre pour pair et d’ordre (") +u—I 


(1) Pervenuta all’Accademia l’11 luglio 1932. 

(2) Citons au moins G. Fusint - E. Cecu, Geometria proiettiva differenziale (Bologna, 
Zanichelli, 1926), tomo I, cap. 1; G. Fusmt - E. Cecu, Introduction a la géométrie pro- 
jective différentielle des surfaces (Paris, Gauthiers-Villars, 1931), chap. II et III (ow le lecteur 
trouvera beaucoup de citations se rattachant a ce probleme) et E. Bomptant, I fondamenti 
geometrici della teoria proiettiva delle curve e delle superficie (Padova 1926), pp. 1-13 ainsi 
que E. CECH, Projektivni diferencidlni geometrie (Praha, Jednota ¢eskoslov. matematikt a 
fysikt, 1926) Kap. III. 

(3) Une question analogue est la base du travail de L. Berzovari, Sugli invarianti 
differenziali proetlivi delle curve di un iperspazio (« Annali di mat. pura ed applicata» (2), 
26, 1897, pp. 1-58) qui constitue l’application de la méthode de HaLpHEN (Sur les inva- 
riants des équations différentielles linéaires du quatriéme ordre, « Acta math.» (3), 1883, 
325-380) développée pour l’espace a trois dimensions. Berzolari se sert des coordonnées 
non homogénes. L’algorithme, dont nous venons de parler au courant du texte se sert 
des coordonnées homogénes, conformément au point de vue moderne, influencé par les 
travaux cités ad 1). — Pour l’étude projective des courbes dans l’espace 4 quatre dimen- 
sions voir F, P. WuitE, The projective generation of curves and surfaces in space of four 
dimensions (« Proc. Cmbr. Phil Soc.», 21, (1922), pp. 210-227). 

(4) Plus précisément: «Complétement 4 moins des homographies générales (aux 
coefficients constants) de l’espace en question ». 


baa a NNO Wee Se 


pour # impair. d) Si n= 3 les invariants I,,+--,In exprimés en fonction 
de l’are projectif definissent completement une courbe “) et on peut les 
envisager comme des courbures projectives. 

La premitre Note est consacrée a la construction des invariants 
I, ,-++,1,, dans les deux Notes suivantes nous traiterons la question con- 
cernant les courbures projectives et des exceptions. 


1. Nous introduirons avant tout la notion du « poids » qui nous sera 
plus tard d’une grande utilité. Imaginons a cet effet une fonction 


dg d? 
fle@. go Ge) 


d* ge sa , 
des arguments ¢, ae (k =1,2,3,+-+) qui a leur tour dépendent d’un 
seul paramétre ¢ et introduisons Ja transformation 
(1) ea a 


¢ étant n’importe quelle constante numérique (== 0). Si 
dg dg Raa dg d?g 
fle sco ce5 ey atts 


nous dirons que f est du poids r. Nous utiliserons bientdt cette notion. 
: apes: d’ 9 ; : mead 
Si en particulier f= —=, cette fonction est du poids r, comme il suit de 


at’ 


la définition de cette notion: 


2. Soient x:,+++, xn les coordonnées homogénes d’un point mobile x 
d’une courbe C(t) dans l’espace projectif linéaire P,_, 4 »—1 dimen- 
sions. Nous dirons que la courbe en question est une courbe générale, si 
le déterminant 


i ax Tea a, 
BED bac oe Et Seed an 


Dans ce qui suit nous ne traiterons que des courbes generales et de plus 
nous excluerons méme les points d’une telle courbe, ou le déterminant men- 


Sinkee dees on P } dx atx A 
tionne egale a zéro. Parce que les n +1 points x ape os reg, SOUN li- 
néairement dépendants on a toujours 


n 


(2) >, (j)a OF a9 


(1) Plus précisément: « Complétement A moins «des homographies générales (aux 
coefficients constants) de l’espace en question ». 


— Te — 


ou a =I et de plus 


acx dx di-—*x dnx ditty AN 

@r we at° Pied ea eee | 

j ghee ao Rk ax Qt=t x ’ 
ee) 


; d° ee 
POUR. f =O"; 45 7 —— bot ae ees Il s’ensuit que a,_, est du poids 


n : n : 
: —j+n— do) erie 


: a’ x ae ; 
D’autre part, si r>>0, air est du poids r ainsi que si nous attribuons 


a x le poids 0, le premier membre de I’équation (2) est isobare du poids 7. 
Envisageons maintenant la transformation 


G) x= p(t)*x, 


Pp =p(t) stant n’importe quelle fonction qui n’est pas nulle pour aucune 
valeur de f de l’intervalle examiné et qui posséde toutes les dérivees, dont 
nous aurons besoin. On trouve sans difficulté 


dix wy fi\ di-*p dh*x 
wa (4) get oe Ore Oa 
ainsi que si |’on pose 
, eS [2 are 
= a= 
(2) af it Bs Fi ) 
on obtient aprés un calcul facile 


z di 
(3) Am = 3,( 7!) ani GP OR oy 


En introduisant la notation 


din 
(4) p "Amn = Am > Px p aoe P 


Te? 
on obtient de (3) 


(s) "am = 3, ("7 )am—aPos (ii == Oise tt) 
et en particulier 

(5)o *1, =a) = 1 

(9): *g9, =a, + P, 

(5)s 4d, = a, + 20, Pp-+ P,. 


et EEA 


Remarquons expressément que les formules (5) ne dépendent pas de 1. 
Parce que P, est du poids 7, on en déduit a cause de (5) que *ar est du 
poids r“), 

3. On tire des equations (5) les relations 


h h 
(6) ‘av — a = &, (7 Jane? (bh 15-2758) 


I 


qui peuvent étre résolues par rapport aux P,,-++,P,, car le déterminant 


v 


Ecrivons cette solution dans la forme 
h 
(7) P, = &, (*a: — ai) on. 


Il s’ensuit aussitét en raison de (5) que 
sr =O pour roSs 


tandis que, si r=s, les as sont des fonctions entiéres rationnelles des 
arguments a,,+++,a, et en particulier 


(8) Chin = I (his: T=) 


L’équation (7) nous apprend aussi que om; (h) ==7) est a fortiori du 
poids h—i. En effet, P, étant du poids }, le second membre dans (7) 
est nécessairement isobare du poids ) et par conséquent — *a;—a; étant 
du poids 7 - notre assertion est démontrée. 

Si on désigne par Vaccent la dérivee d’aprés t, on deduit de (4) 


(9) Pe Pg a eee. 


(t) En employant une symbolique facile 4 comprendre, on peut écrire aussi pour (5) 


(5 bis) “Qn = (a, + Py) m . 


~ 


— 1l3 — 


Or, si k<n, cette formule devient 2 cause de (7) (pour b=k, 
k+1,1) 
k+41r k 


(10) ee = sf Ca: — 4;) hi 4 3 — ("ay — az) Me Cai — di) O,- 


* 1 


D’autre part on a en raison de (7) (pour k = h) 
k k 
(11) PL = 2; (*a,— a’) on + >, (ta: — ai) a. 
¢ I 


En exprimant que.les deux premiers membres dans (10) et (11) sont 
egaux, on obtient (toujours pour k<m) Videntité isobare 


k 
(12) o= >. (“a — al, + (“ar — az) (“ai —a)) on + 
I 
k+y 


k 
a a) Oy, + dy;(4i — *ai) Oe 4 i 
I 


I 


valable pour n’importe quel facteur p. Il s’ensuit nécessairement qu’on peut 
2 8 = 
écrire 


(12 dis) L4:(@)—lL4: (*a=0 (l=k<n) 


ou I, 4, est un invariant par rapport aux transformation (3). 


4. Nous avons obtenu ainsi 7 — 1 invariants I, (a) =I, (*a) (q=2,---,7) 
dont nous voulons mentionner express¢ment les propriétés suivantes: 

I. L’invariant I, (a) est une fonction entiére rationnelle des coefficients 
a, ,+++, an du poids q. Cette assertion est la conséquence immédiate de l’iden- 
tité isobare (12) et des propriétés déja mentionnées des coefficients «. 

Il. La méme équation nous apprend que le coefficient a, intervient 
dans I, (a), multipli¢ par + 1, 

III. L’invariant I, ne contient que les coeflicients a, ,+-+, a, ainsi que 
les dérivées Gaia Oe rai ces dernitres lin¢airement. C’est ce que |’on 
trouve immediatement, en tenant compte de ce que le poids des coefficients 


(1) Si Pon tient compte de (8), léquation (12) peut s’écrire aussi 
(12y ae +1 — “ah +1 + (Gk — *ab) oh + 2k — (az — *an)’ + (ar — *ar) (a, — *ap) 
k—t 


oy. ((ai — *ai) (a 412 — 0, + (a; — *az) aki) — (a, — *a,) ari] =O. 


Parmis les coefficients « qui interviennent dans cette ¢quation il y en a un, dont 
le poids est le plus grand, 4 savoir k+1—1=k. Or, aucun des coefficients « ne peut 
pas contenir a + qui est du poids +1. 


a, @’ qui interviennent dans la forme implicite (12) ne dépasse pas k et 
de plus que les coefficients « sont des fonctions enti¢res et rationnelles des a. 

IV. I, ne dépend pas de n. C’est la consequence immédiate du fait 
déja constaté que les formules (5) ne dépendent pas de m. Pour éviter tout 
malentendu, nous voulons exprimer cette propriété encore d’une autre 
maniére: Etant données deux courbes générales C dans P,_, et C dans 
Py—,(N>n), Vinvariant I, (¢ =) de C est exprimé moyennant les coefh- 
cients a de C de la méme maniére que l’est l’invariant I, de C moyennant 


des coefficients @. 
Dans la Note suivante nous fructifierons les prep ee énuméreées pour 


construire explicitement les invariants I. 


Matematica (Geometria). —- Sulle condizioni per la regolarita 
di un sistema lineare di forme. Nota™ di B. SEGRE, presentata 
dal Socio F. Sever. 


1. Dato in S,4, un sistema lineare (F;), privo di parte fissa, di forme 
, la cui dimensione 


d’ordine , esso individua un sistema completo |F; 
virtuale 8{? si calcola valendosi della ben nota formula di postula- 
zione®), La differenza 


(1) oy dee 

fra la dimensione effettiva dY? di (F”) e la dimensione virtuale di ig 388 a 
brevemente detta Jo scarto di (F;): essa pud altresi esprimersi come diffe- 
renza fra ]a sovrabbondanza e la deficienza di (F;), e riducesi alla sovrab- 
bondanza per sistemi lineari completi). E chiaro che lo scarto di (F;) non 
supera quello di | F,|, e che questi due sistemi hanno scarti uguali allora 
e soltanto allora quando essi coincidono. 

Se si considerano in S, ,, sistemi lineari completi | F; |, | Re [yee 
definiti dalle stesse varieta base colle stesse molteplicita, e di ordini via via 
crescenti, i relativi scarti riescono tutti nulli a partire da un certo valore 
dell’ordine 1“; allora — ove si avesse unicamente riguardo a cid che suc- 
cede pei sistemi lineari di curve piane (caso di r = 1) — verrebbe fatto di 
denominare regolari i suddetti sistemi da quell’ in poi%). Perd, come 


(1) Pervenuta all’Accademia il 30 giugno 1932. 

(2) Cfr. p. es. E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, 2* ediz. 
(Messina, Principato, 1923), p. 302. 

(3) Lo scarto pud, a seconda dei casi, esser positivo, nullo o negativo; e cid, se 
r > 1, anche per sistemi completi: ved. p. es. a p. 300 del Trattato dianzi citato. 

(4) Ved. p. es. E. BERTINI, op. cit., p. 302. 

(5) Cosi effettivamente fa il Bertint nel libro citato. 


gia mostra la teoria dei sistemi lineari di superficie (caso di r = 2) e come 
pit in generale risultera implicitamente dal seguito per r qualunque, la defi- 
nizione che cosi si darebbe non é la piu conveniente per gli sviluppi e le 
applicazioni ulteriori; e noi, uniformandoci a quest’ultimo caso, diremo 
che | Fy | é regolare quando tutti i sistemi REET VEE i us teal eine 
un iperpiano generico secondo sistemi lineari completi e re- 
golari. Vedremo poi (n. 4) che, in tale ipotesi, quei sistemi|F;*"| , 
(6 hala [>**: @ | Fe{ hanno di conseguenza scarti nulli. 

In base a cid che precede, la nozione di sistema regolare di forme, 
essendo acquisita in S,,, non appena la si possegga in S,, resta piena- 
mente determinata in ogni caso per induzione completa, solo che si con- 
venga che per r =0 - ossia sulla retta — ogni serie lineare ¢ regolare. Pro- 
veremo (n. 2) che per r = 1 la suddetta definizione di regolarita non dif- 
ferisce da quella comunemente ammessa per i sistemi lineari di curve 
piane; dunque per + = 2 essa concorda con quella di CasTELNuovo, di cui, 
per r qualunque, costituisce la naturale estensione. 

Tale definizione, per quanto spontanea, si presenta assai scomoda 
per le applicazioni, perché basata su di un processo d’induzione e perche 
esige la considerazione degli infiniti sistemi lineari | F” +? Peaks ge dpe: 
In questa Nota - insieme ad altri risultati - vien dimostrato un semplice 
criterio, secondo cui, per stabilire se un sistema lineare assegnatoin S,,,¢é 
© non € regolare, basta effettuare un numero finito (=r) di verifiche ; 
e precisamente: 

Condixione necessaria e sufficiente per la regolaritd di [Fr | ¢ che si an- 
nullino gli scarti dei sistemi lineari che |F;**|,| Fit? |, ++. , | Fr?" | rispet- 
twamente segano su un generico S,,S,—,,+++,S, di S,4,. 

Osservaziong. - Dalla definizione segue immediatamente che se PE, lie 
regolare, pure |F7*"|,|F;*7|,+-- sono regolari; e, se anche |F;| non 
fosse regolare, in quella successione si incontrano di certo dei sistemi re- 
golari, purché ci si spinga convenientemente innanzi ©). 


(1) Ved. la definizione data per r = 2 da G. CasrELNuovo, al n. 7 della Memoria: 
Alcune proprieta fondamentali dei sistemi lineari di curve tracciati Sopra una superficie alge- 
brica, « Annali di Mat.», serie II, t. 25 (1897). Che questa definizione possa differire da 
quella di BERTINI, risulta dal seguente esempio. Consideriamo in S; la curva del 20° or- 
dine comune ad una F! e ad una FP; il sistema | F?| delle superficie del 5° ordine che 
passano per la curva suddetta e per tre punti allineati di quella F} ha scarto nullo, e lo 
,**+ definiti dalle stesse varieta base: cid 


ta we re 6 7 

stesso accade per i sistemi lineari | F,| ,| F, 
- a 6 . 

non ostante | F;| non é regolare secondo CasTELNuovo, in quanto |F,| sega un piano 

generico secondo un sistema lineare non regolare ed incompleto (avente la sovrabbon- 


danza e la deficienza uguali ad 1). 
(2) Quest’ultimo fatto risulta facilmente da una proposizione che, p. es., trovasi a 


p. 302 del Trattato cit. di BerTINt. 


— I16 — 


2. Nel caso dei sistemi lineari di curve piane, mostreremo /identita 
fra la nostra definizione e quella solita, ed in pari tempo proveremo la pro- 
posizione finale del numero precedente, ‘facendo vedere che? 

Condizione necessaria e sufficiente affincht un sistema lineare completo di 
curve piane d’ordine n sia regolare (secondo la comune accezione), & che il st- 
stema lineare completo di curve d’ordine n + 1 colle stesse singolarita determin 


su di una retta generica una Oni’ 

Conserviamo le notazioni del n. 1, omettendo solo, per semplicita, di 
scrivere indice r = 1. Se k & la postulazione del gruppo base di | F”|, 
si ha 

on = (r°)—k —I, 
eppertanto: 


(2) o,42—1 = 28,4,—8, 5 (3) 8,41—8n —I=nt+. 


Prese nel piano due rette generiche A,B, tagliantisisin un punto P, i 
sistemi | F*+| + A,|F"+"| +B si intersecano secondo il sistema lineare 
|Fx| + A+B, e sono congiunti da un sistema lineare che e€ contenuto 
nel (0 coincide col) sistema costituito dalle curve di | F"*?| che passano 
per P. Risulta dunque 


(4) Ano — I = 2dn41— adn, 


ossia, in base alle (2), (1) [ove, p. es., con @»(=0) si indichi lo scarto 
(cioe la sovrabbondanza) di | F” |]: 


oO, o> = 2Qn41— On. 
In quest’ultima limitazione si puoO manifestamente porre successivamente 
n-+1,n+2,--- in luogo di »; si ha in tal guisa: 
(5) On Ota = Oy ey GO) Oe Oper (per dy == 115/257) 


Per ) convenientemente grande € notoriamente ,4; = @,4441=0. 
Basta quindi che si abbia 


(6) On —QO,41:=0, 


perché, in forza delle (5), debba esser @,4:—@,4+2=0, e similmente 
De ko = Oye aie OGMECE., cOSSia 

On = O41 = O42.= eoe = @,4;,=0, 
onde | F*| risulta regolare; e viceversa, se | F”| e regolare vale la (6). 


D’alwonde, per le*(1),(3), st ha: 


An41—adn —I =nat I —(@n — O41 )5 


a Sane. 


beni as 


£9) > . . . . ° 
clo prova l’asserto, poiché la (6), in base a quest’ultima relazione, vien . 
precisamente ad esprimere che la serie lineare segata da | F"+t| su di una 
retta generica ha dimensione n + 1. 


3. Prima di passare al caso di r qualunque, indichiamo qualche con- 
seguenza ulteriore delle considerazioni svolte al numero precedente. 

Si @ visto che, se | F*} & regolare, nelle limitazioni (5), e quindi pure 
nella (4), deve dappertutto prendersi il segno =. Cid prova il teorema di 
CasTELNUOVO, secondo cui, nell’ipotesi suddetta, | F"+?] risulta la somma 
minima di |F"+*| e delle rette del piano ©), 

Se invece | F”| non é regolare, non potra valere la (6), e quindi, 
dovendo in virtu delle (5) essere wn So 0 Slaves ils 0) 1 
Se neppure |F"+!| & regolare, sara parimenti o,+,—©,4;—1, ossia 
@n + 2== Wn — 2. Cosi proseguendo, si vede che si ottiene certamente un 
sistema completo collo scarto nullo, almeno quando l’ordine ha raggiunto 
il valore 2 + w,. Dunque: 

Dato in un piano un sistema lineare di ordine n e sovrabbondanza on, 
il sistema lineare di ordine n + wn, avente lo stesso gruppo base colle stesse 


molteplicita, riesce sempre regolare. 


4. Trattiamo ora il caso generale in cui é r >1. Giusta il n. 1, dob- 
biamo considerare in S,,, i sistemi  lineari completi=| Fes Peo valia-'ets 
fissatone uno, | Fy * ” | (ove h puo assumere uno qualunque dei valori 
O0,1,2,---), sia (F; *”) il sistema lineare da esso determinato su di un 
Dereecnerico di S$.) (per i= 0,1 ,-+-47— 1): possiamo senza restri- 
zione supporre — come facciamo - che S;,, appartenga ad S;,,. Diciamo 
d., ed w,, Ia dimensione effettiva e lo scarto di (F/*”), ed indichiamo 
con 82, la dimensione virtuale di Te sie |, talché sara: 


{ i (4 
(7) Ong = by — 80, 
. } . . 
In S;4., fra le forme di (F/};*") contenenti come parte Sian, ‘vi 
4 : ASE: Sie h 
sono quelle Je cui parti ulteriori costituiscono (F/{?), e non ve ne sono 


é 3 4 . \ n+h+tt 
altre se quest’ultimo sistema ¢ completo. Poiché (F/{/**) sega S;,, se- 


condo (F;*"**), cosi, nell’ipotesi suddetta, dev’essere: 


i+ i+1) (2) 
(8) deiigs— (Qt) +1) = a5... 
Per h sufficientemente grande, i sistemi dianzi considerati riescono 
completi ed a scarti nulli (n. 1, Osservazione), ond’: 
i+ i+1) (i) ; 
(9) EE A On $i) Ora4e3 


(1) Ved. G. CasTELNUovo, Mem. cit., n. 2. 


== rite a 


siccome perd le 8 si esprimono mediante le formule di postulazione come 
funzioni algebriche determinate dei relativi argomenti, cosi la (9) dev’essere 
un’identita valida per-ogni . Dalle (7), (8), (9) segue la: 


+1) itt @ 
(10) Dy eG? 


f ; I “ 
nell’ipotesi ammessa che (F;/';) sia completo. 
Suppongasi ora che | F;| sia regolare. Per definizione, saranno regolari 


e completi i sistemi (F71") per b=1; per lo stesso motivo dovranno 


h 
esser regolari e completi 1 sistemi (ert) per ) = 2, ed anche — piu 


h : . 
in generale —i sistemi (F; *”) per h=r—j (j =0,1,-+++,7). Dico che 
tutti questi sistemi hanno scarti nulli, ossia che 


(11) a), =0 Pty Der — feel i = 05 Be G be 


Cio € evidente per j = 0, poiché nella retta ogni serie lineare g, 4, com- 
pleta ha dimensione (effettiva e virtuale) m +h. Bastera dunque stabilire 
la (11) per j =7 +1, nell’ipotesi ch’essa valga per j =i, supposto cioe 
che sia: 


(12) Oat PO per b+1=>r—i. 
Ora effettivamente, per h =r —(i+1),(F/{7 essendo completo, si pud 
applicare la (10) e quindi, in base alla (12), si ottiene: 


(+1) G41 
On +h == way. 


Questa relazione mostra che, al variare di h, purché sia h =r —(i + 1), 
gli scarti w('*, risultano uguali fra loro; e pertanto sono tutti nulli, dovendo 
essi annullarsi per ) convenientemente grande. 

La (11), che cosi abbiamo stabilita, nella quale si faccia j =r, prova 


in particolare che: 

Se un sistema lineare | F;| é regolare (secondo la definizione posta al n. 1), 
esso @ tutti i sistemi |F;*"|,|Fr*7|,+++ hanno scarti nulli. 

Se invece nella (11) si fa h—=r—j, per j=0,1,-+-,r—1, si 
ottengono le 
(13) RO MN Se Li alee. 


che dimostrano la necessita delle condizioni enunciate’al n. 1 per la rego- 
Jarita di | F; | 


my 


5. Per dimostrare la parte inversa del teorema finale del n. 1, dob- 
biamo far vedere che — ferme restando le notazioni del numero precedente — 
se valgono le (13) il sistema | F;| é regolare. All’uopo procederemo col 


a 


metodo d’induzione completa, e proveremo il teorema in discorso nell’ipo- 
tesi ch’esso valga per sistemi lineari appartenenti a spazi di dimensione =r; 
da cio seguira la tesi, in virtu del n. 2. 

Incominciamo collo stabilire che, in forza delle (13), i sistemi lineari 
(Fi*"~) risultano regolari e COMpleti pers ='0),.1 5... « ge ba 


cosa & evidente per (F>*’), essendo per ipotesi @,,, = 0; bastera dunque 


far vedere che, pro<i<r, (F:*"~') & regolare e completo, quando gia 


Si sappia che tali sono (Fo*");--- ,(Pit/c'4"), Osserviamo intasito-che 


il sistema lineare completo | F7*’~' | sega gli spazi S,,--- ,S; secondo 
sistemi lineari che, dovendo contenere i sistemi (Chagos nt Chee 
per ipotesi completi, debbono ordinatamente coincidere con questi ultimi. 


E siccome essi hanno scarti nulli, cosi - per quanto si € ammesso da prin- 


cipio — il sistema completo | F?*’~‘| risulta regolare. Ma allora (n. 4) 
questo sistema € a scarto nullo; e, tale essendo pure per ipotesi il sistema 


(F;*"~*) in esso contenuto, si conclude (n. 1) che i due sistemi coinci- 
dono, e quindi — come volevasi — che il secondo é regolare. 

Da qui, in base all’Osservazione del n. I, si ha che anche- tutti i 
. . . k . . 
sistemi completi |F/*"|, per J S054, 220, — F 6 h=7 —#F —sono 
regolari. Vogliamo, sotto le stesse condizioni per j e k, provare la rego- 

oar : y k \ ) : 
larita e completezza di (F/*"). Questo fatto é gia stato poc’anzi asso- 
GUO DCT ea OA Vis nen fat Ober — J; esso d’altronde’é evidente per 
j =0e k=r qualsiasi, in quanto sulla retta S, la somma minima della serie 
k— : k : 

completa (F3*") e della gi—! appartiene alla gn4% (Fo*"), la quale ultima 
tiesce pertanto completa come la prima. Ragionando anche qui per indu- 


: k = . 
zione, potremo dunque ammettere che (F;*") risulti regolare e completo 
pero f4 ; k=>r—i 


CDCl fe 1 at 5 r—i1—t=k=}) 


(comunque si siano fissati i = 0,1,++-,r—2, h =r —i—t1), e ba- 


A ¢ u b \ . . 
stera dimostrare che (F;;;*') & regolare e completo. Ora, per le ipotesi 


fatte, (F;*”**) e (Fit?) sono regolari e completi, onde hanno scarti nulli; 
n 
z 


inoltre, per la completezza di (F7}/), puo applicarsi la (10), dalla quale 


segue 


i+ 1) 
Atos =O. 


Dunque il sistema (F/{/**) ha scarto nullo, e quindi deve coincidere col 
sistema completo |F7{/*'|, esso pure a scarto nullo perche regolare; si 
conclude cosi, nel modo voluto, con la regolarita e completezza del primo 


sistema. 
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Da cid che precede si ha in particolare, per j =r—1, che tutti i 
“sistemi (Fy*4),(Fr2:), +++. sono regolari e completi, il che significa ap- 


punto che il sistema completo | F;| considerato inizialmente € regolare. 
OssERVAZIONE I*, ~ In base ai nn. 4 e 5 si ha facilmente che: 


Condizione necessaria e sufficiente affinche |F,| sia regolare é che oli r 
Ny 
sistemi |Fy**|,+++,|F/°"| seghino wn iperpiano generico secondo sistemt 


r 


lineari completi e regolari; in tale ipotesi, cio, la stessa proprieta sussiste per 


Sistemi lft op Bpe PA. 


OssERVAZIONE 2%, — I] teorema di CasTELNUOVO — di cui al n. 3 — Si 
puo generalizzare senza difficolta, nel modo seguente : 


Se il sistema | Fy | é regolare, la somma minima di BE 


e degli iper- 
Be eae a8 


piant di S,4,, € il sistema completo 

La dimostrazione si pud svolgere per induzione sulle orme di quella 
data nei nn. 2 e 3, avendo riguardo al fatto che (n. 4) | Fy **| determina 
su di un generico S,_; di S,,; un sistema lineare regolare e completo, 
al quale pud venir applicato il teorema da dimostrarsi. 


Meccanica. — Sulla legge delle aree di un moto einsteiniano 
considerato nell’ordinario spazio euclideo. Nota’? di M. Cimino, 
presentata dal Socio T. Levi-Crvita. 


::Premessa. — Il problema del moto di un punto materiale di massa 
infinitesima sotto l’azione di un campo gravitazionale generato da una 
distribuzione di masse dotate di simmetria sferica, & stato, in sede relativi- 
stica, rigorosamente risolto con la costruzione del noto elemento lineare 
cronotopico assegnato dallo Schwarzschild. Nel passare perd allo studio 
effettivo degli elementi di tale moto, quali le traiettorie e le leggi tempo- 
rali, risulta (e lo vedremo nella presente Nota) via pil espressiva e pid 
accessibile alla diretta intuizione quella che permette di riferirsi nello studio 
stesso a ben conosciuti moti newtoniani, nell’ordinario cronotopo galileiano. 
A tal fine, e per tale moto, fu dato dal Levi-Civita® un « principio di 
equivalenza », valido in seconda approssimazione 3), che ci limitiamo qui 


(1) Pervenuta all’Accademia il 24 giugno 1932. 

(2) Cfr. T. Levi-Civira, Fondamenti di meccanica relativistica. Zanichelli, Bologna, 1928. 
Cap. I, § 11 e Cap. II, § 8, ove tale principio si trova inquadrato. 

(3) Assumeremo in tutta la presente Nota come termini del 2° ordine tutti quelli che 


ahs wee ah, : 
sono dell ordine di Te essendo la velocita del mobile e ¢ quella della luce: ricordiamo 


pure che con tale ordine si presenta nell’ordinario moto planetario il termine a : 
pc? 


SS — 


semplicemente a riportare nel suo enunciato, poiché su di esso baseremo 
Je nostre deduzioni. 

Le traiettorie di un moto einsteiniano coincidono, in seconda approssima- 
Xione, con quelle di un molto newtoniano, nell ordinario Spaxio euclideo, per il 
quale la forza derivi dal potenziale : 


I = ae 3 Uc 
(1) U.=(1+42)0, 438 
o M 
[ove ee lage =. = a M massa del corpo, o del sistema di corpi con 


simmetria sferica potenzianti; f costante di Argand—Gauss; p raggio vettore ; 
c velocita della luce) é sia dotato di energia E. Detto inoltre t, il tempo 


(ordinario) di questo ausiliario problema newtoniano, esso. risulta collegato al 
tempo cosnuco t dalla seguente relazione differenziale : 


2 


(2) d= ats (1 te ar 
C2 

che permette di dedurre, dalla risoluzione completa del problema newtoniano, 

anche la legge del tempo nel moto einsteiniano ©). 

Ma questo principio di equivalenza ci permetterd pure di assegnare 
alcune leggi del moto einsteiniano non gid considerando tale moto nella 
varieta tridimensionale spaziale con metrica indotta dal ds dello Schwarz- 
schild, ma considerandolo in un ordinario spazio euclideo. Tale genere di 
ricerche potra sembrare, da un punto di vista di principio, come poco 
espressivo, data anche l’approssimazione del principio di equivalenza; ma 
dal punto di vista dell’effettivo studio dell’andamento del moto esso si 
dimostra fecondo. Nella presente Nota noi troveremo una «legge delle 
aree » valida per il moto einsteiniano considerato nell’ordinario spazio 
euclideo, la quale si prestera, come vedremo in altra prossima Nota, ad 
esprimere (sempre in uno spazio euclideo) la legge del tempo cosmico, 
nonche 1 periodi di rivoluzione, anomalistica e siderale®, ricorrendo sem- 
plicemente ai primi elementi di Meccanica celeste e, naturalmente, al sud- 
detto principio di equivalenza. 

Fin da ora osserviamo pero che i risultati che cosi otterremo, non 
coincidono con quelli che si otterrebbero considerando il moto nel suo na- 


(1) Il Levi-Crvira ha immediatamente dedotto dal suo principio di equivalenza l’avanzo 
del perielio per un moto einsteiniano: cfr. § 1. 

(2) Cfr. J. Cuazy, La Théorie de la Relativité et la Mécanique céleste. Gauthier Villars, 
Paris, 1928, t. I, p. 124. Anomalistica ¢ la rivoluzione che porta il corpo dal perielio 
al perielio nuovamente; siderale ¢ quella che porta il corpo ad assumere la stessa ano- 
malia. Le due definizioni non coincidono in sede relativistica, dato l’avanzare del perielio, 


=e 2a 


turale spazio einsteiniano: nel § 3 ci renderemo agevolmente conto della 
natura del divario. Ma riteniamo che, passando alle pratiche applicazioni 
astronomiche, in un confronto dei risultati della teoria con quelli forniti 
dalle osservazioni, occorrera riferirsi alle leggi del moto einsteiniano con- 
siderato nell’ordinario spazio euclideo: ma anche di cio a suo tempo. 


§ 1. — Cominciamo con lo studiare classicamente |’orbita di un punto 
materiale di massa unitaria (da ritenere trascurabile di fronte alla massa M) 
sotto l’azione della forza derivante dal potenziale (1), (orbita del moto ein- 
steiniano nell ordinario spaxio euclideo). 

Ponendo: 


Ee 2 
(+4 Jno =x 5 ie a 5 Lar =); 


=Q  ; A, =ccostante delle aree di tale moto classico; 


ed essendo la forza derivante dal potenziale U,: 


x u 


e° e? 


9 (e) = — 


otteniamo, classicamente, l’equazione dell’orbita (6 essendo l’anomalia; 6, = 0, 
quella iniziale) : 

ps 

(4) P= 


1 + e, cos YAO 


Ove si & posto ancora: 


(5) pure 


mentre ¢; € una costante di integrazione, che, come tale, si pud assumere 
al posto di E, l’altra costante essendo A, gid data; e, si pud supporre 


inoltre sempre positiva [combiando eventualmente @ in 6 + ) e noi la 


A 

supporremo compresa tra 0 e I. 
Notoriamente (con osservazione che risale al Newton) l’orbita definita 
dalla (4) puo considerarsi come una conica (ellisse nelle nostre ipotesi) con 
parametro p, ed eccentricita e,, purché ci si riferisca ad un nuovo riferi- 
mento (polare collo stesso polo nel piano dell’orbita), si che il raggio vet- 
tore del mobile sia ancora ep, e l’anomalia abbia, istante per istante, il va- 


lore @ = 20. Un tale riferimento risulta animato rispetto al riferimento 


primitivo dalla velocita angolare: 9 = 6 (1 —JA)5 e la conica risulta 
percorsa dal mobile con legge kepleriana, con costante areolare A  fornita 
dalla: 


(6) eae 


Cio posto possiamo agevolmente riconoscere che: 
1) Nel riferimento (w,p) il moto avviene come se fosse dovuto al po- 
tenziale : 
% 


une 


come si verifica subito attraverso la (6), la (5) e la quarta delle (3): 

2) Se e data l’energia E del moto nel riferimento (9,0), Venergia 
E' nel riferimento (w, 9) é ancora E; basta per cid aver riguardo ai due in- 
tegrali dell’energia: 


Paes Sede Kaen 
rd (OD pace e +E 
1 . . pia ; 
Pe Oe) et 
e alle relazioni: 
este eee 
ra : mite 


e ricordare che ep e pe sono gli stessi nei due riferimenti. 


§ 2. - Osservazioni sulla scelta delle costanti di integrazione : Negli svi- 
luppi che precedono abbiamo supposto di poter scegliere come costanti di 
integrazione A, (ovvero A) ed e,. Consideriamo allora nel riferimento 
(9,9) un moto dovuto al potenziale: 


(7) Uo = 7 


e supponiamo ™) che il moto dovuto al potenziale (1), sempre nel riferi- 
mento (0,9), sia dovuto allo stesso potenziale U, che abbia pero subito: 


: har 27 oo 
(1) Donde subito lo spostamento del perielio Sp = —— — 27, che da in seconda ap- 


Va 
GLE toes cfr. T. Levi-Crvira; loc. cit., p. 124. 
c2 a; (I — & ) 


(2) Cfr. T, Levi-Civita, loc. cit., p. 123. 


prossimazione: Sp = 


1°) una alterazione, con divario del 2° ordine, del coefficiente di attrazione, 
la quale porti x in x; 2°) laggiunta di un termine che dia luogo alla 


forza perturbatrice — 


Fissando allora un moto dovuto al potenziale (7), nel senso che siano 
dati tutti gli elementi di esso, supponiamo che le suddette alterazioni del 
potenziale avvengano quando il corpo si trova al perielio: allora il moto 
dovuto ad U, si dira, con espressione usuale, « osculatore al perielio » del 
moto dovuto ad U,. 

Vogliamo allora esprimere le due costanti A, ed e; in funzione delle 
costanti di codesto moto osculatore. Basterebbe allo scopo considerare che 
per le due successive alterazioni del potenziale al perielio non si modifica 
ivi la velocita del corpo e la distanza $, di esso dal centro di forza. Dunque 


: nd I i 
rimane pure inalterata Ja velocita areolare he del moto osculatore. Percio 


intanto ¢: A, = A,, e potremo assumere A, e % come costanti di inte- 
grazione nel moto modificato; e nel riferimento (w,p) avremo: 


(8) JA Act 5 (1 — 3) 


lyn, 


le quali ci permetterebbero di esprimere ogni altra costante del moto ein- 
steiniano (considerato nell’ordinario spazio euclideo) con quelle del moto 
osculatore al perielio. 

In realta € da notare che nella prima delle suddette modifiche del po- 
tenziale U, si introduce, attraverso il coefficiente x, la energia E del moto 
einsteiniano. Cio porta a considerare E come costante data di integrazione 
per questo moto, assumendola assieme a $,. Allora, (essendo a, il semi— 
grand’asse nel riferimento (@,@)) avremo in questo riferimento: 


os x 
carn es 2E 
(9) there Mead ee 
oS ToS ge as 
Sara quindi : 
x? 6 
A? =— sE a—e 
e infine: 
PIMA S11 —¢ 
(10) A, = 2 x 


la quale ci da A, in funzione di E; e viceversa se é data A, del moto 
osculatore al perielio (e 9), e, in base alle considerazioni svolte, si vogliono 


— 125 — 


assumere le (8) come costanti di integrazione del moto con’ potenziale 
modificato, tenendo conto della prima e della terza delle (3) e delle (9), 
la energia E (che compare pure nel coefficiente x) del moto einsteiniano 
(nellordinario spazio euclideo) ¢ fornita dalla (10). 


§ 3. - Passiamo ormai alla deduzione, in base al principio di equivalenza 
del Levi-Civita, di una « legge delle aree» per il moto einsteiniano. Detta 
A, una costante positiva, doppio della velocita areolare nell’ausiliario moto 
newtoniano, dalla: 


do 
(11) p dl, == A, 


sara in virtu della (2), ed in seconda approssimazione nel senso dichiarato: 


sO eae ete Atte 
(12) ps =A, (1 ). 


C 


Questa (12) non coincide, naturalmente in seconda approssimazione, 
con l’analogo integrale primo dedotto, dal noto principio variazionale ©: 


(13) 3 {ds =0 


ove il ds € quello dello Schwarzschild. 

Ma il divario & agevolmente spiegato purché si consideri che la rela- 
zione differenziale (2) viene dedotta dal confronto, in un generico punto 
del cronotopo, di due integrali primi validi, ’uno pel moto einsteiniano, 
Paltro per Pausiliario moto newtoniano, quando il primo di questi venga 
considerato nel cronotopo pseudo-euclideo tangente in quel generico punto 
a quello definito dal ds dello Schwarzschild. Ora Vintegrale primo (11), 
ove compare ¢ in termini finiti, € valido nella varieta spaziale tridimen- 
sionale euclidea tangente, per un valore iniziale di pg, a quella, pure spa- 
ziale, alla quale compete Ja metrica indotta dal ds dello Schwarzschild. E 
pertanto necessario, prima di applicare il principio di equivalenza, esprimere 
Vintegrale (11) stesso nello spazio einsteiniano; e poiché questo ¢ rappre- 
sentato conformemente nello spazio euclideo tangente in un suo punto, e 
si ha @), nella dichiarata approssimazione (indicando con R il e stesso mi- 
surato con metrica einsteiniana) : 


(1) (Cir. Jv Crazy), loc.cit., p. 68, 
(2) Cfr. T. Levi-Crvita, loc. cit., p. 153. 


136" > 


la (11) diviene: 


; | Uy ae 2x6 
(11’) Ro =A (1 + ye] 


€ quindi, sempre in virtu della (2), avremo la: 


; 00.90) Raton yin pe 
(12) R @ a M(t |= A(t ): 


Dalla (12’), dedotta da noi senza ricorrere al principio variazionale eee 
si pu dedurre il tempo cosmico per il moto einsteiniano nel suo naturale 
spazio einsteiniano, dall’integrale : 


I R? d0 
eer Be + cost. 
yr Rie? 


e calcolare quindi i periodi di rivoluzione, anomalistica e siderale, del moto 
nello spazio einsteiniano ©), 

Ma in base alle stesse considerazioni risulta pure che: la (12) pud 
ritenerst come Tintegrale delle aree di un moto einsteiniano considerato in un 
ordinario spaxio euclideo, nel quale lo spazio einsteiniano sia conformemente rap- 
presentato. 

Dalle considerazioni del § 1) e da questa (12) partiremo allo scopo 
di ricercare quanto si ¢ detto nella, premessa. 


(1) (Cir: -Caazy, loc: cit. pp. 80-85. 


Geofisica. — La pretesa ripercussione, agh antipodi, dell’eru- 
xione del Cracatoa del 1883. Nota“ di G. AGAMENNONE, presentata 
dal Socio L. Patazzo. 


In una Nota precedente @) ebbi a riconoscere quanto poco probativi 
fossero gli esempi addotti dal dott. E. Oddone nel 1904 per dimostrare: 
1° che le onde sismiche d’un forte terremoto, dopo attraversato il’ globo, 
si rendono ancora sensibili ai sensi dell’ uomo agli antipodi; 2° che dopo 
essersi ivi riflesse, ritornano sui loro passi per provocare una replica al loro 
punto di partenza; 3° che le stesse onde, gia riflesse, subendo. ulteriori 
riflessioni allo stesso modo, possono dare origine ad altre repliche. Vera- 
mente non era affatto nuova lidea della possibile trasmissione di sensibili 
vibrazioni meccaniche da un capo all’altro del nostro pianeta, in quanto che 
la medesima era gid sorta fin dal 1885, e precisamente in occasione della 
famosa eruzione del Cracatoa, avvenuta due anni prima, nel senso che le 
vibrazioni sonore, prodotte dalle formidabili esplosioni di quel vulcano, si 
sarebbero propagate attraverso il nucleo terrestre e sarcbbero state avvertite 
alle Antille, in prossimita dell’antipodo. Oltraccid il matematico Bromwich 6) 
fin dal 1899 aveva gia indagato sul periodo sferoidale teorico della Terra. 
Ho voluto approfondire anche tale questione, risalendo alle origini, ben 
sapendo quanto le notizie, ripetute da uno all’altro scrittore, si alterino per 
via e finiscano per dar corpo alle ombre. L’eruzione del Cracatoa fu ritenuta 
il pit grande fenomeno geologico nei tempi storici, il quale impressiond 
vivamente tutto il mondo scientifico per i grandiosi e inaspettati effetti pro- 
dotti quali: il subbissamento in mare di buona parte dell’isola Cracatoa e 
di altre circonvicine; la formazione di nuove isole col materiale lanciato in 
aria e ricaduto sulle acque; la gigantesca onda marina registrata nei piu 
lontani mareografi di America e Europa, i boati uditi fino a piu. di 4000 km. ; 
le onde aeree che influenzando a pid riprese i barometri, mostrarono d’aver 
fatto pit’ volte il giro della Terra; infine, il sole verde, le luci rosse cre- 
puscolari, l’alone solare ancor visibile nel 1885, e lo stato anormale della 
polarizzazione atmosferica. 

Nessuna meraviglia dunque che abbiano attirato un’eccessiva attenzione 
alcuni rumori uditi alle Antille, quasi in concomitanza col parossisma del 


(1) Pervenuta all’Accademia il 6 agosto 1932. 

(2) La riflessione delle onde sismiche agli antipodi causa di nuovi terremoti. (« Rend. 
d. R. Acc. N. dei Lincei», ser. 6°, XV, p. 729). 

(3) Influence of Gravity on elastic Waves, and in particular, on the Vibrations of an 
elastic Globe. (« Proc. London Math. Soc.», vol. XXX, 1899). 
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vulcano. E il prof. Forel che per primo ne dié comunicazione il 9 marzo 
1885 in seguito ad una lettera d’ un suo compatriota dimorante nell’ Honduras 
il quale, nell’ottobre 1883, parlando col cap. Voodville dei fenomeni straor- 
dinari del Cracatoa, riportati dai giornali, apprese da lui la seguente notizia 
pervenutagli da Caiman-Brac, piccola isola al Sud di Cuba. La domenica 
(26 agosto 1883) gli isolani furono sorpresi da boati come di tuoni lontani 
e, supponendo si trattasse di qualche incrociatore spagnolo, scrutarono loriz- 
zonte verso Sud e poi, attraversata l’isola, anche verso Nord, ma non riu- 
scirono a scorgere ne navi, ne fumo. E poiche i rumori continuavano e si 
convinsero trattarsi di fenomeno sotterraneo, dapprima ne restarono spa- 
ventati, poi si rassicurarono pel fatto che le detonazioni a poco a poco 
cessarono. Ecco come si esprime al riguardo il Forel: « Sans vouloir étre 
« trop affermatif, et sans accepter d’enthusiasme un fait atssi étrange que 
« la propagation des bruits souterrains de l’éruption du Krakatoa a travers 
« la masse entiére du globe, j’indiquerai les motifs qui me font accueillir 
« provisoirement cette observation ». Eccoli: 1° Improbabilita che si trat- 
tasse di boati. provenienti dai vulcani pil vicini (l’Omotepec nel Nicaragua 
e il Cotopaxi nell’ Equatore, rispettivamente a 1100 e 2300 km.), pensando 
giustamente che i giornali non avrebbero mancato di dar notizia di eruzioni 
avvertite a distanze si ragguardevoli; 2° Improbabilita che il fenomeno fosse 
dovuto a vicine eruzioni sottomarine, in quanto che le Grandi Antille, di 
cui fa parte Caiman-B., non sono vulcaniche; 3° La rassomiglianza tra i 
boati uditi in quest’ isoletta e quelli del Cracatoa; 4° L’enorme distanza a 
cui furono segnalate le detonazioni del vulcano; 5° La grande vicinanza di 
Caiman-B. all’antipodo del medesimo, e quindi la possibilita di una trasmis- 
sione diretta del suono lungo il diametro terrestre; 6° La concordanza tra 
il tempo del parossisma vulcanico e quello dei rumori alle Antille. E il Forel 
soggiunge: «Si les rapports supconnés entre ces bruits souterrains et 
« Péruption de Krakatoa pouvaient ¢tre confirmés, ce serait un fait des plus 
«importants pour la physique du globe ». 

Il. Verbeek nella sua Relazione al Governo olandese @), dice che al 
tempo dell’eruzione del Cracatoa ne avvennero altre anche presso gli anti- 
podi, delle quali pero ignorava i particolari, e inoltre che non possono esclu- 
dersi eruzioni sottomarine, accompagnate da scoppi, nel Mare Caribico; e 
da cid appaiono svalutati i primi due motivi del Forel. Sorvolando sul 3° 
e 4° di assai scarso valore, soffermiamoci al 5° che é, invece, di grande 
importanza. Stando agli stessi dati del Forel, |’antipodo del Cracatoa si trova 
a 4°*/, pi a l'Est e 13°1%/, pil a Sud per rispetto a Caiman-B., sicché 
quest’ isola se ne trova distare per ben 1500 km.! E veramente ripugna 


(1) Bruits soulterrains entendus le 26 aot 1883 dans Pilot de Caiman—Brac etc. (COIR ae 
VOl,) LOO;"p. 75.55) be Sem S65. eanis). 

(2) Kort Verslag over de Uitbarsting van Krakatau (Translated in « Nature », vol. XXX, 
p- 10, 1884). - Krakatau (Batavia, 1885). 


eg: 


Yammettere che le vibrazioni sonore provenienti direttamente dal vulcano 
attraverso il nucleo terrestre, o magati propagatesi lungo la superficie del 
globo, sia pure presentando nodi di rinforzo, siano state avvertite soltanto 
in un isolotto e passate inosservate a popolosi Stati dell’America Centrale 
in un raggio di 1500 km. attorno all’antipodo e, cioé, entro una vastissima 
area che comprende la Columbia, il Panama, la Costarica, il Nicaragua e 
parte dell’ Honduras e del Venezuela. Sarebbe mai concepibile che la riper- 
cussione in parola sia stata segnalata in un punto, ¢ soltanto della periferia, 
di una plaga vasta quasi quanto |’Europa? E passiamo al 6° motivo. Tra 
le ore in cui fu notata la pid violenta esplosione del Cracatoa la mattina 
del 27 agosto (6.45 a Buetenzorg, 8.30 a Batavia, 10 a Teloc Betaeng) il 
Forel prese in considerazione |’ intermedia (8.30, t. Batavia) corrispondente 
a 20.5 del 26 agosto in tempo di Caiman-B., e ammettendo circa un’ora 
per la trasmissione del suono attraverso il diametro terrestre, trovO che la 
pill forte ripercussione dovette farsi sentire in quell’isola verso le 215 del 
26 agosto, cioé, gid a notte inoltrata. IL Verbeek ha spiegato il disaccordo 
delle ore sopra riportate con la probabile influenza della direzione del vento 
nelle varie localita, ed ha cercato di determinare, per altra via, gli istanti 
delle esplosioni piu forti ricorrendo al tracciato manometrico del gazometro 


di Batavia. Tenuto conto del tempo impiegato dalle onde aeree per propa- 


garsi dal vulcano fino a questa citta, egli trovo che le esplosioni maggiori 
dovettero avvenire a 54.35™, 64.50", rob.s™ e robs 5™ (t. Batavia) le quali, 
aumentate di un’ora per il tempo preso dal suono per attraversare il globo, 
corrispondono rispettivamente a 185 , 19" */, , 225 */, e 23%.20™ (t. Caiman-B.). 
Quella di gran lunga Ja pit violenta fu la penultima (225 '/,). Sicché le 
detonazioni avrebbero cominciato alle Antille al tramonto del sole, prose- 
guito quando gia annottava e raggiunto il massimo a notte completa! E vero 
che il cap. Woodville non dice a quale ora si manifesto il fenomeno a 
Caiman-B.; ma pel fatto che prima fu esplorato |’orizzonte verso Sud e 
dopo qualche tempo verso Nord, parrebbe doversi escludere che cid avve- 
nisse di notte. Ad ogni modo, il Woodville non accenna minimamente alla 
circostanza - che certamente non sarebbe stata omessa — di un progressivo 
e considerevole aumento nell’intensiti del fenomeno; anzi dalla sua rela- 
zione parrebbe piuttosto risultare che le detonazioni fossero state pit forti 
all’inizio. 

E come se non bastassero queste considerazioni, aggiungerd un altro 
fatto importante riferito dal Flammarion “), ed é che anche nella vicina isola 
di S. Domingo furono pure udite detonazioni, ma tra le 165 e r7® del 
lunedi 28 agosto. Il lunedi corrisponde veramente al 27, ma ad ogni 
modo non v’é corrispondenza né di data né di ora con Caiman—B. E anche 
se si volesse ammettere un errore di data per S. Domingo, cioé, che il 


(1) Les éruptions volcaniques et les tremblements de terre. Paris, anno 1885. 


~fenomeno vi fosse stato osservato proprio il 26, in tal caso resterebbe asso- 
dato che il medesimo ebbe luogo di giorno, tra le 16" e 17, cioé, ben prima 
che fossero potute giungere le prime avvisaglie del parossisma del Cracatoa! 
Ma v’ha di piu, poiché, errore per errore, se riteniamo equivocata proprio 
la data di Caiman-B. - e cio non ¢ improbabile a causa del modo troppo 
indiretto e anche del gran ritardo con cui il Forel fu informato - le deto- 
nazioni sarebbero state udite non il 26, bensi il 27 agosto e, cioé, un 
giorno dopo il parossismo vulcanico!! Anche lo stesso Symons - I’ autore di 
un’ampia monografia sull’eruzione del Cracatoa - non ha creduto di annet- 
tere alcuna importanza al fenomeno di Caiman-B., limitandosi a consacrarvi 
soltanto poche righe “), 

Quale dunque potrebbe essese stata Ja causa dei rumori alle Antille? 
Il Van den Broeck nella rivista belga « Ciel et Terre » (t. XVI, 1895 e 
t. XVI, 1896) richiamo l’attenzione sopra misteriose detonazioni nel Mare 
del Nord, cola chiamate mistpoeffers che forse hanno la stessa origine dei 
Barisal-guns nelle Indie inglesi, descritti come colpi di cannone o tuoni 
lontani®. Nella stessa Italia abbondano consimili fenomeni sui quali rife- 
rirono principalmente il Cancani e lAlippi, propendendo per I ipotesi 
dun’origine endogena. Non e€ quindi improbabile una simile spiegazione 
anche per le detonazioni alle Antille, in quanto che il Mare Caribico che 
le bagna, costituisce una fossa di sprofondamento nell’Atlantico ed é sede 
d’importanti fenomeni sismici e vulcanici. Del resto, la stessa localizzazione 
dei rumori ivi segnalati verrebbe a confermare la predetta ipotesi; e se i 
medesimi ebbero luogo il 26, ovvero il 27 agosto - quasi contempora- 
neamente al parossisma del Cracatoa - cid deve ritenersi una mera coin- 


cidenza. 


* 
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Il Forel aveva calcolato a circa un’ora il tempo impiegato dalle vibra- 
zioni sonore per attraversare il nucleo terrestre, tempo che si avvicina ai 
67 minuti riportati dal dott. E. Oddone in altra sua Memoria 9), quale 
valore medio degli intervalli a cui il manometro di Batavia indico le piu 
notevoli esplosioni del Cracatoa; valore che, secondo lui, costituisce una 
costante importantissima coincidente col tempo preso dalle onde S dei terre- 
moti per traversare il globo. A quest’intervallo di 67™ io accennai di sfug- 
gita alla fine della mia Nota sopra indicata, dichiarando di non essere riuscito 
a comprendere in che modo era stato dedotto dai dati orar? contenuti in 


(1) The Eruption of Krakatoa and subsequent Phenomena. « Report of the Krakatoa 
Committee of the R. Society ». London, 1888. 

(2) Monressus DE B.: La science séismologique. Tremblement de terre, cap VI, (Les 
bruits séismiques). 

(3) Déchainement des trembl. de terre a larrivée des ondes sismiques dues aun rer macro- 
sisme lointain. (« Boll. d. Soc. Sism. It.», XI, 1907, p. 380). 
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una tabella della Memoria del Nagaoka“), riportata dall’Oddone, ma con 
inesatto raggruppamento dei medesimi. Wee della tabella originale mi 
ha dato la spiegazione delle difficolta da me allora incontrate. 

Per far meglio risaltare quale fiducia possa accordarsi all’intervallo in 
questione, riporto la tabella del Nagaoka, avvertendo di avervi corretto alcuni 
Piccoli errori, ricopiati pure dall’ Odeanee 
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Ora delle mag- Intervalli 
Data f id 
giorl esplosioni Considerati manipolati 
ah pas ai a 

26 Ag. | 7h 20m 

6.49 = 68".2 x 6 I 
27 =) 0.9 
thie | | 1.55 

3.21 == 66.7 Sa? 
oe ] ape I 
» » 3-30 
» » 4.41 
» » | 4.55 \ oy ek | 
5 3.27 69.0 x 3 de 

» » 5-43 
» » / “OG 
» » | 8.25 
ie | 9.42 
» » 10.15 j 

1.00 = 60.0 ST V 
» » Ge «aa 

Media . . . 66™.2 


Le ore sono espresse in t. Batavia; quelle con un asterisco (*) si riferiscono alle pit 
notevoli esplosioni, e quella con due (**) all’esplosione di gran lunga la piu violenta. 
La diversita delle ore riportate dal Verbeek si spiega in parte con il tempo di propaga- 


zione delle onde aeree dal vulcano a Batavia. 
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L’intervallo I é la 6* parte di quello tra le due prime esplosioni. II IT 
é la 3* parte di quello tra le ore 0.9 e 3.30, restando saltate, non si sa 
perché, le due ore intermedie (1.55 e 2.38). Il III é ancora la 3+ parte di 
quello tra le ore 3.30 e 6.57, non tenendosi alcun conto di altre tre ore inter- 
medie e segnatamente quella (5.43) relativa ad una delle pit’ violente esplosioni. 


(1) The Eruption of Krakatoa and the Pulsation of the Earth. (« Nature », LXXVI, 
May to Oct., 1907, p. 89). 
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Il IV & sempre la 3? parte di quello tra le ore 6.57 e 10.15 con esclusione 
delle due intermedie. I] V ¢ Vintervallo tra gli ultimi due dati orari. Non 
si pud a meno dal restare maravigliati dinanzi all’arbitrarieta con la quale 
vennero calcolati dal Nagaoka i 5 intervalli sopra riportati, sia per Vesclu- 
sione ingiustificata di tante ore — perfino di quella importantissima delle 
5" 43™ — sia a causa della divisione per 6 o per 3 senza alcuna spiegazione 
al riguardo. E la meraviglia cresce se si da uno sguardo al fac-simile del 
tracciato manometrico di Batavia, riportato dal Symons, nel quale la per- 
turbazione aerea risulta incessante e violenta per tante ore di seguito, in 
modo da rendere difficile una sicura determinazione delle ore dei massimi; 
e stupisce ancor di pil. che Oddone, senza riflettere a tutto cio, ha cre- 
duto di accordare tanta fiducia all’intervallo in questione e servirsene a 
sostegno della sua tesi circa iltempo di propagazione delle onde sismiche S 
agli antipodi. Ma egli e€ andato anche pid oltre, facendo risaltare anche 
Videntita di detto intervallo con il periodo medio di 66", quale risulta 
dai dati mareografici relativi alle grandi ondate marine suscitate dal Cracatoa 
e che egli trova in rapporto armonico con molte altre costanti sismiche, 
per esempio: 1 33™ impiegati dalle onde P per attraversare Ja Terra, i 
135™ = 2 X 66™c. € 1 200 = 3 X 67™c. impiegati rispettivamente dalle 
onde L e loro massimi per fare il giro della medesima ©, 

E ritornando alla tesi della riflessione delle onde sismiche agli antipodi, 
di cui vanta la priorita |’Oddone - come idea geniale e di grande valore — 
essa € in evidente relazione col periodo sferoidale terrestre del Bromwich 
e con la creduta propagazione dei rumori del Cracatoa fino alle Antille; 
propagazione accolta giustamente con le debite riserve dal Forel, non tenuta 
in alcun conto dal Symons e riconosciuta da noi infondata. La tesi dunque 
sostenuta dall’ Oddone, oltre a non avere il merito della novita, resta mag- 
giormente campata in aria quando si rifletta che, se non é stata ancora 


(1) Questo periodo @ posto in relazione dal Nagaoka con quello vibratorio sferoidale 
terrestre del Bromwich, ma, stando al ConNEL, si spiegherebbe in modo pit semplice con 
la riflessione delle grandi ondate marine nelle opposte baie. (« Boll. Mens. Moncalieri », 
SCE 2 Ge NGepOs)e 

(2) Pur troppo questa mania di trovare coincidenze ad ogni costo, ricorrendo a 
multipli e sottomultipli, non é infrequente. Cosi, per giustificare un’anomalia da me rilevata 
per i cicli di 102 e 23 anni che risultarono al Cancani per la ricorrenza dei forti terremoti 
Marchegiani e, cioé, che gli ultimi due avvennero invece a intervalli di 27 e 6 anni, il 
dott. Teme ce Atti d. Soc. It. per il Progresso d. Sc.», XX Riunione, Milano, secre 
1931, vol. Il) si domando se l’obbiezione non potesse essere considerata come una con- 
ferma! Secondo lui, i numeri del Cancani (102 e 23) € i miei (27 e 6) potrebbero essere 
collegati tutti in armonia alla stregua del periodo delle macchie solari. I numeri 102 e 23 
corrisponderebbero su per gitt a 9 periodi (18 semiperiodi) e a 2 periodi (4 semiperiodi) 
rispettivamente, mentre i miei (27 e 6) corrisponderebbero a 2 1/2 periodi (5 semiperiodi) 
€ a I semiperiodo. Come si vede, il Nagaoka ha fatto scuola, instaurando statistiche e 
manipolazioni cosi poco serie da risentire alquanto delle operazioni cabalistiche! 
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dimostrata neppure la semplice trasmissione di vibrazioni attraverso il nucleo 
terrestre, tanto meno é da pensare a una o piu riflessioni delle medesime 
agli antipodi e ancora capaci di provocare, nei successivi ritorni al loro 
punto di partenza, sensibili scuotimenti del suolo! Da tutto cid parmi po- 
tersi concludere che le astrazioni troppo teoretiche allontanano dalla verita, 
€ non € da raccomandarsi mai abbastanza_ dj moderare lo slancio della 


fantasia e dare invece piu importanza all’accurato e oggettivo esame dei 
fatti. 


Fisica (Fisica teorica). — Sul comportamento magnetico della 


molecola di ossigeno. Nota“ di R. E1naupI, presentata dal Socio 
O. M. Corsino. 


In questa Nota ci proponiamo di studiare teoricamente jl comporta- 
mento della molecola di ossigeno in campi magnetici dell’ordine di grandezza 
di 10+ Gauss, e di giustificare teoricamente i risultati delle esperienze di 
deviazione magnetica, che il dott. Schnurmann, dell’Universiti di Amburgo, 
ci ha gentilmente comunicati. 

I risultati delle esperienze del dott. Schnurmann sono rappresentati dalla 
curva tratteggiata della fig. 1. In ascisse sono riportati gli spostamenti 5, in 
ordinate le intensita I delle molecole spostate. Le molecole, che hanno col- 
pito il rivelatore in corrispondenza al massimo di destra (== 25) uhanna 
attraversato un campo medio di 5-103 Gauss; Je molecole che hanno colpito 
il rivelatore in corrispondenza al massimo di sinistra (s = — 55), hanno 
attraversato un campo medio di 10+ Gauss; inoltre le condizioni sperimentali 
sono state scelte in modo che il gradiente del campo fosse costante nella 
zona attraversata dalle molecole. In assenza di campo la curva delle inten- 
sita era una curva a campana, compresa nel tratto (s = —10,5 = 10), .¢ 
quindi simmetrica rispetto all’asse delle intensita. Ora l’asimmetria notevole 
della curva in presenza del campo magnetico non si splega se si trascura 
Vinterazione fra lo spin e la rotazione della molecola, giacché in tal caso 
il gradiente costante del campo dovrebbe provocare spostamenti simmetrici 
rispetto all’asse delle intensita. 

In questo lavoro abbiamo tentato quindi di giustificare teoricamente l’anda- 
mento della curva sperimentale, tenendo conto dell’interazione fra lo spin 
e Ja rotazione della molecola: e i risultati teorici sono rappresentati dalla 
curva continua della fig. 1. 

Lo stato fondamentale della molecola di ossigeno ¢ uno stato >> ©), 
Nello stato fondamentale la molecola di ossigeno si potra quindi trattare 


(t) Pervenuta all’Accademia il 27 luglio 1932. 
(2) R. MuLutKen, « Physical Review», 32, 880 (1928). 
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Des je Stns 
come un rotatore spaziale, avente un momento d’inerzia J e un momento 


h ssa ga 
della quantita di moto pane accoppiato con uno spin di modulo sald 


f wate ; site 
che noi indicheremo con ——s. Ora si dimostra“) che, se si indica con n 
27 


un vettore unitario, avente la direzione della congiungente i due nuclei, 


lenergia di accoppiamento dello spin col resto della molecola, e cioé col 
rotatore, ¢ data da: 


(1) V, = bce[A(3( XK mp —s8} + Bs XL] 


ove h & la costante di Planck, ¢ la velocita della luce, ed A e B sono due 
costanti, che lo studio dello spettro della molecola di ossigeno permette 
di fissare in 


(1’) A = 0.484 cm7'! B 210.0251em=" 


Se indichiamo dunque con 3, |’Hamiltoniana di un rotatore di mo- 
mento d’inerzia J, Penergia della nostra molecola sara, in assenza del campo 
magnetico, uguale ad #, + V,. Se ora vogliamo tener conto della presenza 
del campo magnetico dovremo aggiungere al termine J, + V, un termine 
V,, corrispondente all’energia di interazione fra la molecola di ossigeno e i] 
campo magnetico. Siccome il momento della quantita di moto orbitale ha, 
nello stato fondamentale della molecola, componente nulla nella direzione 
della congiungente i due nuclei, é praticamente nulla l’interazione tra le 
orbite e il campo e rimane quindi solo da tener conto dell’interazione fra 
il campo e lo spin risultante. Ne segue che, se Supponiamo che il campo 
magnetico sia diretto nella direzione dell’asse z e se indichiamo con H la 


(1) H. A. Kramers, « Zeits. fiir Phys.», 53, 429 (1929). 
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sua intensita, l’energia di interazione fra il campo magnetico e la nostra 
molecola sara uguale a: 


ely 
(2) V, = ——Hs, 
2 Titty C 
Ove m, & la massa dell’elettrone, ¢ la sua carica ed s; la componente secondo 
Passe x del vettore s. Conclusione: l’Hamiltoniana relativa alla molecola 
di ossigeno nello stato fondamentale, posta in un campo magnetico, é data da 


G) MaMa ee Vie ck Vass 


La parte preponderante negli autovalori di # ¢ dovuta al termine Ho; 
noi potremo quindi trattare V,e V, come’ termini di perturbazione e, come 
tali, dovremo considerarli insieme, essendo essi, per campi magnetici di ro¢ 
Gauss, dello stesso ordine di grandezza. Come autofunzioni del sistema non 
perturbato noi potremo scegliere le autofunzioni: i 


(4) YL, mi, ms) = em Py (cos 8) § (ms) 
corrispondenti rispettivamente agli autovalori: 

ne lis 

(4’) EO = gal C+»); 


mi € ts Yappresentano qui rispettivamente gli autovalori, corrispondenti al- 
lautofunzione (4), delle componenti secondo V’asse x dei vettori L e 5; le 
funzioni P;"(cos @) sono i polinomi di Legendre normalizzati e le funzioni 
8 (ms) sono le autofunzioni di spin. 

L’autovalore (4’) ¢ evidentemente un autovalore 3 (2/ + 1) volte de- 
generato; ma se si tien conto della pertubazione V, + V, = V, questo 
autovalore si spezzera in tanti termini che, in prima approssimazione, si 
ottengono aggiungendo a E(/) gli autovalori della sottomatrice di V, for- 
mata dagli elementi diagonali rispetto a /; se indichiamo pertanto con V 
questa sottomatrice, ogni elemento di essa dipenderd ancora da me da ms 
€ si potra quindi rappresentare col simbolo V (au, ms; m;, m'). Indichiamo 
ora con m la somma dei due numeri m; e ms: m rappresenta evidentemente 
la componente secondo l’asse x del momento della quantita di moto totale 
del sistema; e siccome V @ invariante rispetto a rotazioni intorno all’asse 
x, V sara diagonale rispetto a m e verra quindi a spezzarsi nei tre seguenti 

gruppi di sottomatrici: 
1°) Un primo gruppo di 2/— 1 sottomatrici del tipo: . 
VO(m—1,1;m—1,1) VO(m—1,1;m,0) VOCm—1,1;m+1,—1) 
5) VO = VO(m,0;m —1,1) VO(m,0;m,0) VO(m ,O;m+1,—1) 


VO(m+A1,—13;m—1,1) VO(m+1,—13;m,0) VOm+1,—1;m+1,—1) 
con m uguale a—/+1,—/+42,---,J/—2,/—1. 
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ama brs 
2°) Un secondo gruppo di due sottomatrici, definite dalla relazione: 
| NOGsOat. 0). VO Kot aan, 2) 
: | -| VOd=1,1;1,0) VOUd—1,1;1—1,17) 
S) | V(=1,0;—1,0) VOS2hort lpn sp 
VO(—1+1,—-1;—1,0) V®(—/]+1,—1;—/+41,-—1 


5 


() | 
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corrispondenti rispettivamente a m= + I. 


3°) Una coppia di elementi e | e e,__| , corrispondenti rispettivamente 


am = + (1+ 1) e definiti dalla relazione: 


6") Q, =VOU,t 1,1) ®_)=VO—1,—1;-7,—9). 


Indichiamo ora con ¢\? (7). OVE? (© an ae variabile da 1 a 3, gli 
autovalori della matrice VS); con ¢}? (k) e con €2;(k), ove k é un indice 
a due valori, rispettivamente gli autovalori delle matrici V e V®,. Potremo 
allora concludere che i 3 (2! —1) autovalori e{ (i) delle matrici V, i 4 
autovalori e)(k) e 2, (k) delle matrici V e V®,, nonche i due elementi 
e() ed e(,_, danno complessivamente i 3 (2/ + 1) autovalori della ma- 
trice VO, 

Cominciamo ad esaminare il gruppo di autovalori e“) (i) delle matrici 
VO. Vespressione della matrice V‘? in funzione di ] e di m si ottiene 
sostituendo a Vee Verle ent e fornite dalle formule (1) e (2). Indi- 
ore per brevita, con VS, p(*,8 =1,2,3) gli elementi della matrice 
VO", si trova che: 


m 9» 


Oe Oe oe “H } 


(21 +3) (211) Tiles she asaaamae 27M, C? 
yOure pj aC— at DEE am), B 
a ¥2 (2) +3)(21—1) 
ee ee (i + m)(l—m) (1 + m+1)d—m +1). 
Via Lama CEU YCHEN G5. ¢ 0 
= 2h (Teh tees One 
(21 + 3)QQ/— 1) re 
VO. = he jA 3V¥J—m)Itms+ (1 2m) 
en /2(2l + 3)(21—1) 


]? + ] — 3 eee a ahs 
(27+ _ (21 —1) 


a = hcA 


a anal aaa bi 


yah} A ce Mtaay 
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Gli autovalori ¢? (7) della matrice, formata dagli elementi (6), hanno 
in funzione di ],m e Hi, una espressione estremamente complicata e ma- 
lagevole; cosi malagevole che, per calcolare gli autovalori, corrispondenti 
ai differenti valori di J e di m, © preferibile partire direttamente dalle for- 
mule (6), calcolare gli elementi per i vari ] e i vari me ricavarne, volta 
per volta, gli autovalori in funzione di H. Fortunatamente pero per i grandi 
valori di J, ci é riuscito di trovare uha formula approssimata che da, in 
forma abbastanza semplice, gli autovalori e{? (i); in base a questa formula, 


nella quale si ¢ tenuto conto che i valori di A e B sono determinati dalle 
relazioni (1’), si ha: 


/ pre 
oo) 2bel/ P cos 
3 


x = ar ey (2) == 2c = cos 2+ n| ; 
3 3 
6) i 

e(3) = 2he 1 cos| © a | 


ove » é definito dalla relazione Se 
bila SHES 
6” Cosa 2 
(6”) Vy op hes 
€ p e q sono legati a 1,m e H dalle relazioni: 


| p = 0.187 + 0.00062 /? + 1.363 a + 0.0469 m} 10—-4H + 


+-0.882-t0—* Hz 


6") 


q = — 0.018 + 0.00029 [2 + }0.0229 m+ 0.169 = 10 74 Ay 


m? 


+ }—0.198 + 0.640 ic 


igs 


\ 
I] gruppo di formule (6), (6’) ,(6”), (6’") da gia una discreta appros- 
simazione per | = 5, una approssimazione ottima pet, > 8 
Passando ai 4 autovalori a) (k) e 2) (hk) delle matrici (5), si trovano 
per essi, tenendo conto delle formule (1), (1’) e (2), le seguenti espressioni: 
e) (1) =e ha sty O-A'70'+ 107-4 — be + b,H + 0.882 - ro EF { ; 
Aave ya a + 0.470: 10-4 8, BH 4 0.882 - 10 "TP 


(1) =— he 


4o—0.470-10-4H + VFB, 0.882 10 | 


te Sil eee Ay & CHL GRO R eS eR are 
€,(2) = be) ay —0.470-10~+H — + 5, H Po.BBa 10 H 


— 138 — 


ove 
a: 
do C2 mea cag I); 
Ppa i ey ALA Ea aes | OEE ath 
oe ee is IO ae reel aT 3 


+ 0.00062 (I? + 2/41); 


}]—1 a 
b= 0.0469 Ca) eer SE capers TO peas 


Infine le formule (1),(1’),(2) danno immediatamente le espressioni 
dei due elementi ¢( | e e, |; precisamente si trova 


aed 3 
ers 10 ‘HY 
C3 
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Le formule (6), (6’), (6) ,(6’”);(7),(7’)3 e (8) sono le formule 
fondamentali alle quali volevamo arrivare: esse ci danno le energie di per- 
turbazione della molecola di ossigeno, nello stato fondamentale, posta in un 
campo magnetico, e costituiscono il punto di partenza dello studio del com- 
portamento magnetico dell’ossigeno in campi dell’ordine di grandezza di 
10+ Gauss. 

Per calcolare infatti i momenti magnetici p delle varie molecole basta 
derivare gli autovalori dell’energia rispetto al campo magnetico e prendere, 
d’accordo colle condizioni sperimentali, un campo magnetico medio di 5-103 
Gauss per 1 momenti magnetici dell’ordine di grandezza di —1,—2 ma- 
gnetoni di Bohr, un campo magnetico medio di 10¢ Gauss per i momenti 
magnetici dell’ordine di grandezza di + 1, + 2 magnetoni di Bohr, e un 
campo magnetico medio di 7-103 Gauss per i momenti magnetici vicini allo 


| ef) = he — 0.484 
Gyn 


| e, = he’ 0484 + 0.025 1— 0.939-10-+H 


zero. Nel calcolo dei momenti, corrispondenti agli autovalori oe) (1) del- 
Penergia (m= —1+1,-+++,/—1), siamo partiti, per i valori di / com- 
presi fra 0 e 8, direttamente dalle formule (6), mentre, per i valori di 
1>8, abbiamo fatto uso delle formule asintotiche (6’) , (6), e (6’”). Cal- 
colati i momenti, abbiamo costruito la curva dell’intensitd in funzione dello 
spostamento, applicando la formula di Stern: 


ey : Sa] Mi | : 
I = cost Zwife sta (eiel + s)—e se (ale. :)! 
(9) per st a, 


_ Sa) Hi | . 
| I = cost Yuwie OPiag (lel as) per |{s|<ca. 


CoS a 


Le formule (9) sono valide per spostamenti delle molecole nel verso 
positivo dell’asse delle s; per spostamenti nel verso negativo bastera co- 
struire le curve simmetriche rispetto all’asse delle intensiti. Per la validita 
delle formule (9) si presuppone che, in mancanza di campo magnetico, le 
molecole siano concentrate, con intensita costante, nel tratto (s =—a,s =a); 
inoltre w; rappresenta il peso statistico dell’energia corrispondente al mo- 
mento w:. Per approssimare il meglio possibile le condizioni sperimentali, 
abbiamo preso a eguale a5 e la costante sq uguale a 150. I risultati dei calcoli 
Sono rappresentati, come gia dicemmo, dalla curva continua della fig. 1. La 
cosa essenziale che si ¢ rivelata nel corso dei calcoli & che |’asimmetria 
notevole, che si riscontra nelle curve della fig. 1, & dovuta esclusivamente 
al fatto che le molecole corrispondenti al massimo destro (s~ 25) e le 
molecole corrispondenti al massimo sinistro (s ~ — 50) hanno attraversato 
campi magnetici medi notevolmente differenti. A parte la diversitd che si 
riscontra nella zona centrale delle due curve disegnate nella fig. 1, diversita 
dovuta al fatto che, in assenza di campo magnetico, dovemmo necessaria- 
mente sostituire la curva sperimentale dell’intensita, fatta a campana, con 
un rettangolo, l’accordo fra la curva teorica e quella sperimentale, special- 
mente per quanto riguarda l’asimmetria, ci pare assai buono. 


Fisica. (Fisica teorica). — Intorno alla teoria unitaria a 
geometrizzazione assoluia. Nota di P. STRANEO, presentata “” dal 
Socio T. Levi-Crvita. 


Riflettendo sulla mia recente teoria unitaria @), ho veduto che pud esser 
ancora notevolmente migliorata e semplificata la maniera di giungere alla 
sua formulazione. 

Esporro cio brevemente, modificando nello stesso tempo qualche passo 
accessorio che, nella forma precedente, non é rigoroso. 

L’indole della teoria e le equazioni che la compendiano rimangono 
sostanzialmente invariate; la loro interpretazione fisica perd viene a risultare 
ancora pil semplice. Ad ogni modo é solo la presente rielaborazione quella 
che soddisfa a tutti i requisiti. 


I. Scritta la connessione euclidea con torsione nella forma pil generale 


(1) Gee = + Qhy ; 


(1) Nella seduta del 19 giugno 1932. 
(2) Questi «Rendiconti», vol. XV, serie 6%, p. 462 € 563 (1932). 


e la corrispondente curvatura nella consueta forma 


(2) uve = Rive + Qhesy — Qhivse + De Qi — OG Oo > 


nella quale Ryye sta a indicare il tensore di Riemann, e il segno «;» deri- 
vazione covariante ordinaria rispetto al tensore fondamentale guy, imponiamo 
ad essa, e quindi al nostro spazio tempo: 1°) il parallelismo assoluto; 
2°) Vinvarianza delle lunghezze nel trasporto per parallelismo (invarianza 
che vari autori dicono euclideita), 


2. Per soddisfare alla prima condizione é necessario e sufficiente annullare 
identicamente la curvatura (2); per soddisfare alla seconda é necessario e 
sufhciente imporre al tensore di torsione Qi,, gid a priori emisimmetrico 
rispetto agli indici w,v, lulteriore emisimmetria 


(3) Qa + Quay =o, 


dalla quale naturalmente consegue pure Qf, = 0). (Si veda p. es. Eisenhart, 
Non Riemannian Geometry, p. 34). Quest’ultima condizione deve esser intesa 
nel senso di valere per ogni singola componente, e non solo per la loro 
somma. In altri termini, devono esser considerate nulle tutte le Q con due 
qualsiasi indici di egual valore. 


3. In conseguenza di note identita per i simboli di Riemann (Eisenhart, 
Pp. 34) consegue: 


7 0, uy ©, 
(4) we + Qhesu + Qe Qin = 0 
la quale & senz’altro Ja nostra legge wnitaria fondamentale. 
Essa contiene le equazioni gravitazionali (corrette) e le equazioni elet- 


tromagnetiche come casi particolari. 
Contraendo per « =e segue infatti 


(5) Raw = OF Qu > 


che, nelle Note precedenti, ho mostrato equivalere alle equazioni gravitazio- 
nali; contraendo per « = pw segue 


(6) QYosa = 0. 


(1) Nelle citate Note precedenti volli riferire questa condizione ad un lavoro del 
Bortolotti, ma non lo citai esattamente. Valga la presente annotazione per rettifica. 
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Quest’ultima, per note proprieti dei tensori emisimmetrici (, é equivalente 
alla . 
(7) Ore = 


a ou 
fo} 


Tec 


ove X indica un tensore emisimmetrico. Essa, contratta per rapporto a’ due 
qualsiasi degli indici «,v,o si riduce a 


(8) O = —_'? fyere}: 


Vo ox 


cioe a una nota espressione delle equazioni di Maxwell fuori dell’elettricita. 
Ma per la ricordata necessaria differenza dei valori degli indici, il tensore Q 
ha ormai sole 4 componenti distinte. Percid le equazioni (7) si lasciano 
esse pure identificare colle maxwelliane nei luoghi ove, oltre le forze elettro- 
magnetiche, esiste anche un’ipercorrente che sara rappresentata dal tensore Q, 
mentre le forze elettromagnetiche saranno rappresentate dal tensore X. E 
cosi le forze elettromagnetiche risultano, come si voleva, espresse per 
mezzo delle Q. E inoltre facile verificare che il tensore elettromagnetico 
costruito, come al solito, colle F, rientra nella forma generale del tensore 
energetico (occorrente nelle equazioni gravitazionali) costruito per mezzo 


delle Q. 


4. Mi riservo di dare con altra pubblicazione pit diffusa maggiori parti- 
colari su questa teoria, che giunge alla conclusione, veramente sorprendente, 
che, applicando ad uno spaxio quadridimensionale. pseudo-euclideo una torsione 
sottoposta alla sola condixione di non alterarne il parallelismo assoluto e Peucli- 
detta (quest’ultima intesa nel senso sopra ricordato), si ottenga senz?altro 
un continuo atto a rappresentare geometricamente UN UNIVERSO (spazio-tempo 
colla relativa materia, elettricita e coi corrispondenti campi) soTTOPOSTO A 
LEGGI ESSENZIALMENTE ANALOGHE A QUELLE DELLA NOSTRA FISICA. 


(1) Ved. p. es. A. Paratint, Sulla Divergenza dei tensori emisimmetrici e dei vettori, 
« Rendiconti del R. Istituto Lombardo di scienze’e lettere », serie I, vol. LXII, p. 281. 


Fisica. — Sul moto di un elettrone in un reticolo cristallino. 
Nota“ di G, C. Wick, presentata dal Socio C. SoMIGLIANA. 


La Teoria elettronica dei metalli richiede la soluzione dell’equazione 
di Schrédinger relativa a n elettroni in un reticolo cristallino. Numerosi 
tentativi di soluzione approssimata del problema sono stati compiuti, finora 
con scarso successo. Solo il modello di Heisenberg?) ha fornito alcuni 
brillanti risultati sul ferromagnetismo, ma purtroppo non si presta allo 
studio della conduzione elettrica. A questo scopo ci si é finora dovuti accon- 
tentare di una approssimazione alquanto grossolana, che é analoga a quelle 
spesso usate nella teoria degli spettri, e nella teoria degli urti elastici 
(effetto Ramsauer). 

Si schematizza cioé l’azione mutua degli elettroni, supponendo che le 
forze che agiscono su ogni singolo elettrone si possano sostituire con un 
campo elettrostatico conveniente, specie di «self consistent field » alla 
Hartree. Al potenziale di questo campo si attribuisce la stessa periodicita ' 
del reticolo %), 

Com’é noto, un’approssimazione del genere, nel caso di un atomo, 
non fornisce neanche un’immagine qualitativa dello spettro, se vi é piu 
di un elettrone di valenza. A questo scopo occorre considerare i fenomeni 
di risonanza dovuti all’identita degli elettroni (Austausch). Secondo i cal- 
coli di Massey e Mohr“, anche nella teoria degli urti tali fenomeni di 
Tisonanza non possono venir trascurati, specialmente per elettroni lenti 
(eff. Ramsauer). Poiché le velocita degli elettroni conduttori corrispondono 
a un numero non grande di volta, ¢ probabile che anche per questi l’ef- 
fetto dell’identita non sia trascurabile. 

Scopo. di questo lavoro & di mostrare come per lo meno di una parte 
dell’interazione tra gli elettroni si possa abbastanza facilmente tener conto 
in modo piu fine (e cioe considerando Ja risonanza), di quel che non av- 
venga con un «self consistent field». 

Secondo il modello che per solito si ammette, un metallo é costituito 
da un reticolo di ioni positivi, in seno al quale si muovono gli elettroni 
conduttori. Noi trascureremo, o schematizzeremo al modo solito, l’azione 
mutua degli elettroni conduttori; terremo invece conto della risonanza tra 
un singolo elettrone conduttore e gli elettroni legati che costituiscono gli 


(1) Pervenuta all’Accademia il 21 luglio 1932. 

(2) W. HEIsenBERG, «Zs. f. Phys.», 49, 619 (1928). 
(3) Cit Bo BLOCH «7s stePhys<) 52 ccc (1929). 
(4) «Proc. Roy. Soc.», London, 132, 605 (1931). 


ioni del reticolo. Senza dubbio questa approssimazione ¢ alquanto arbi- 
traria, e sarebbe se non altro pit coerente trascurare Ja risonanza comple- 
tamente; il presente lavoro é quindi da considerare soltanto come una so- 
luzione parziale del problema piu generale, e assai pili difficile, della riso- 
nanza tra tutti gli elettroni del reticolo. 


Il primo passo del calcolo consiste naturalmente nel costruire un’auto- 
funzione approssimata senza tener conto dell’identiti degli elettroni. Questa 
sara il prodotto di un’autofunzione che contiene le coordinate di tutti gli 
elettroni legati, per un’autofunzione dell’elettrone conduttore. 

Delle proprieta dell’equazione di Schrédinger per un elettrone in un 
campo periodico “), ci bastera ricordare quanto segue: 

L’equazione é: 


oy 8 2? m 
(1) TOR u[E—V(x)]b=0 3 Mi or as a 
dove: 
(2) Ve+ta=V@ 
se a © la costante del reticolo (per semplicita ci limitiamo a una dimen- 
sione). 


Grazie all’esistenza di un integrale del movimento, rappresentato dal- 
Poperatore L tale che: 
Ly (x) = b(x +4) 


le autofunzioni di (1) posson esser scelte in modo che: 
G) Y@ +4) = et b (x) 
dove f € un numero reale (determinato, per una data , solo a meno di 
un addendo intero). 
ae) 

La costante del movimento f, o meglio rich presenta una certa ana- 
logia coll’impulso, e anzi si riduce a questo se si fa tendere a a zero 
(elettrone libero). 


Per solito, per aver a che fare con un cristallo di dimensioni finite, 
si impone la condizione di periodicita ©: 


(4) Y(x + Ga) = $(). 
Allora f € quantizzato e pud solo assumere i valori: 


fas (ka0,+1,42,-.). 


(OD) ECiewis BrocH, loc cits 
(2) Cfr. BLocu, loc. cit.; G € un numero intero assai grande. 


Lo spettro dei livelli energetici ¢ allora discreto, ma costituito da una 
successione di livelli vicinissimi (salvo certi intervalli « proibiti »), che so- 
miglia tanto meglio a uno spettro continuo quanto pil G é grande. Ma) 
la distanza tra due autovalori aventi valori uguali (congruenti mod. G) 
dik & dellordine dei potenziali di eccitazione degli atomi, qualunque 
sia G. 

Proprieta analoghe valgono in tre dimensioni, dove, invece di uno, vi 
son tre numeri f;,f.,f/,;, che corrispondono a tre traslazioni elementari 
indipendenti del reticolo (v. formula (3)). 

Sia ora: 

(5) DUNE, Katee) 


Pautofunzione degli elettroni legati, che corrisponde allo stato quantico in 
cui tutti gli ioni sono nello stato fondamentale, che supporremo sia *S (sup- 
poniamo tutti gli ioni uguali tra di loro) e sia E, l’energia corrispondente. 
Sia inoltre y una soluzione di (1) (in tre dimensioni), con E = Ey. 
Senza tener conto dell’identita degli elettroni, possiamo considerare: 


BOE Wee aes 
rispettivamente come autovalore e autofunzione di approssimazione nulla. 


Cerchiamo ora di calcolare i livelli energetici del sistema in prima appros- 
simazione. A questo scopo occorre tener presente che ogni autovalore 
E, + Ey ¢ multiplo, poiché una permutazione degli elettroni non ne altera 
il valore. E a questo punto che si introduce nel calcolo il fenomeno di 
risonanza a cui abbiamo accennato pil volte. 

Seguiremo il metodo di Slater ©, introducendo senz’altro le coordinate 
dei momenti magnetici propri degli elettroni (benché la loro azione dina- 
mica venga trascurata) e il principio di Pauli. Bisognera dunque moltipli- 
care le ‘Wy per una funzione delle coordinate dello «spin », e rendere poi 
il prodotto antisimmetrico con il solito processo. Queste nuove autofunzioni 
considereremo d’ora in poi come autofunzioni di approssimazione nulla. 

Un primo vantaggio del metodo di Slater sta in una enorme riduzione 
della molteplicita degli autovalori di approssimazione nulla. 

Poiché infatti lo stato fondamentale di uno ione é 'S, l’autovalore E, 
del reticolo &€ semplice, e l’autovalore E, + Ey; del sistema totale é sola- 
mente doppio (la coordinata dello «spin » dell’elettrone conduttore pud as- 
sumere due valori). 


(1) V. per es. R. de L. Kronic e W. G. Penngy, «Proc. Roy. Soc. London », 


130, 499 (1931). 
(2) V. per es. F. BLocu, «Zs. f. Phys.», 57, 545 (1929). 
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Poiche inoltre la risultante dei momenti magnetici propri € una co: 
stante del movimento, possiamo fissarne a priori la direzione; avremo dun- 
que in sostanza a che fare con autovalori semplici. 

Il risultato ben noto della teoria delle perturbazioni é, in questo caso: 
$1 ottengono gli autovalori in prima approssimazione calcolando i valori 
medi dell’energia per le autofunzioni di approssimazione nulla. 

Questo modo di procedere richiede, nel nostro caso, alcune  giustifi- 
cazioni. 

Anzitutto si trascura cosi facendo l’eccitazione degli ioni. Ora questa 
pud avere influenza non solo sulla seconda approssimazione, ma anche sulla 
prima, e precisamente se l’elettrone conduttore ha un’energia superiore al 
potenziale di eccitazione di uno ione (urti non elastici). Non so se sia gid 
stato osservato, che pero tali urti inelastici non possono ayvenire per gli 
elettroni conduttori di un metallo. Infatti il gas elettronico obbedisce alla 
Statistica di Fermi, e si trova normalmente in condizioni di degenerazione: 
tutti gli stati quantici al disotto di un’energia critica « sono completamente 
occupati, e tutti quelli al disopra sono vuoti. Solo in un intorno di ¢ di 
larghezza dell’ordine di kT vi sono sia stati vuoti che occupati. 

In queste condizioni un urto inelastico € proibito dal principio di Pauli, 
poiché porterebbe un nuovo elettrone in uno degli stati gia completamente 


i 
occupati (ir = Se Molt-el sper alte 300°). Questa osservazione non si 


applica senz’altro al nostro caso, poiché noi non consideriamo che un elet- 
trone conduttore, ma mi sembra che rappresenti una giustificazione suth- 
ciente, se si pensa che l’uso che vi si fa del principio di Pauli non richiede 
un’interazione « dinamica » degli elettroni conduttori. 

Un altro dubbio, sulla applicabilita del calcolo delle perturbazioni in 
prima approssimazione, potrebbe sorgere dal fatto che benché ogni auto- 
valore E, + E; sia, strettamente parlando, semplice, non puo tuttavia venir 
trattato come tale, per la proprieta gia ricordata, che E; si puo praticamente 
considerare come variabile in modo continuo. 

Ma questa difficolta non esiste, poiche, come mostreremo immediata- 
mente, non occorre considerare combinazioni che tra stati aventi la stessa f. 
In altre parole, un elemento non diagonale della matrice energia relativo a 
due autofunzioni W; e Wy (antisimmetrizzate) ¢ identicamente nullo se non ¢ 


(6) f—f = iatero. 


Infatti tale clemento, che vogliamo chiamare I, ¢ evidentemente inva- 
riante rispetto a una traslazione elementare delle autofunzioni VY; e Vy. 
D’altra parte una tale traslazione non fa che moltiplicare ‘VY; per e?*/, 
Wp per e?*/. Trasforma quindi I in I-e*%—". Dewessere dunque: 


T=1D-2%¢—/ 
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e percio “): 
[= 0. se non vale la.(6). 


Cio premesso, passiamo al calcolo della perturbazione. Sceglieremo a 
questo scopo il modello pit semplice di ione: un nucleo di carica Ze, cir- 
condato da due elettroni nello stato Is. 

Come autofunzione si pud scegliere, con discreta approssimazione : 


I ae 


u(r:) U (fo) sia se (rf) =———-e «= 


\xc 3 


dove gli indici 1 e 2 si riferiscono agli elettroni, con r si indica la di- 
stanza dal nucleo, e c ¢ una lunghezza da scegliere convenientemente, 
per. és;: 


dove a, é il raggio della prima orbita di Bohr dell’idrogeno. Trascurando 
Vazione mutua degli ioni, si potra assumere per ®, formula (5), il pro- 
dotto delle autofunzioni dei vari ioni. 

E comodo, nel calcolo, aver a che fare con un numero finito di ioni. 
Bisogna quindi ricorrere a una condizione al contorno, come avviene nella 
teoria dei calori specifici, o nella teoria elettronica dei metalli per gli elet- 
troni conduttori. Sara opportuno scegliere, non solo per Velettrone con- 
duttore, ma per tutti gli elettroni del reticolo una condizione di periodi- 
cita, v. (4), come si otterrebbe nel caso lineare se gli ioni fossero disposti 
su di un anello. Scegliamo come « campo fondamentale » un parallelepipedo, 
di lati paralleli agli assi del reticolo (che supporremo semplice) contenente 
G3 atomi. Le autofunzioni siano normalizzate per questo campo. 

Vi sono allora G3 stati quantici 15, ognuno dei quali é occupato da 
due elettroni. Vi  inoltre uno stato quantico, rappresentato dalla by, occu- 
pato da un solo elettrone. Il calcolo della perturbazione & un caso_ parti- 
colare di quello di Bloch ©, che considera anche un numero qualsiasi di 
stati semplicemente occupati. Specializzando le formule di Bloch, si trova 
come perturbazione dell’energia: 


(7) as a 


dove A € una somma di termini che rappresentano azioni tra gli ioni, e 
non dipende dalla wy scelta. L’integrale Q, che per solito si chiama_elet- 


(1) Questo risultato non sorprende, esso significa in sostanza che f € una costante 
del movimento rispetto a tutte le azioni degli ioni sull’elettrone conduttore, il che @ na- 
turale poiché queste azioni hanno Ja stessa periodicita del potenziale V, formula (a): 

(2) F. Biocn, «Zs. f. Phys.», 57, 545 (1929). 
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trostatico, rappresenta l’energia potenziale media dell’elettrone nello stato ty, 
nel campo elettrostatico creato dalla distribuzione media di elettricita che 
corrisponde all’autofunzione ® (potenziale creato dagli ioni). 

Jn € infine Pintegrale di scambio collo stato 1s dello ione m (supposti 
numerati gli ioni con un indice 7): 


(8) J =i (12) Ye (X25 Yo 5 %2) Wee (ro) by (Xr Yr X2) At, dt, 


dove W é Vinterazione tra l’elettrone conduttore e lo ione 7, e dove V’in- 
dice m € ora trascurato poiché come si vede facilmente, l’integrale non 
dipende dalla posizione dello ione. La sommatoria in (7) é estesa a tutti 
i G> ioni del campo fondamentale. E chiaro che J'integrazione in (8) si 
puo estendere a tutto lo spazio. Poiche finalmente tutti gli integrali J sono 
uguali, possiamo sopprimere in (7) il segno di sommatoria, normalizzando 
pero la ty in modo che 


(9) | | by |? dx dy dz-= 1 
Pintegrale essendo esteso solo a una cella elementare. 


Allora, a meno di una costante additiva che non dipende da f, V’energia 


del sistema e: 
Ej; + Q—J. 


Si tratta ora di esaminare come varia Q—J in funzione di f. 
Le autofunzioni Y; che compaiono negli integrali Q e J non sono note 
con sufficiente approssimazione che per grandi velocita; allora si puo porre: 


ras jy rN\2 
(10) Vee ye (7) 


dove y € una costante da scegliere in modo che valga la (9) e la (8) 
diventa : 


ae gs. GT ead 2 nif ene Ze? C2 ph ag 2 nif 


Come si vede facilmente, J tende a zero rapidamente al crescere della 


velocita. (Si pensi al teorema: 
b 
Liars | OF (x0 ne dp-=70 
k—> co 


a 


spesso usato in ottica). E questo il fatto gia osservato nella teoria degli 
urti, che gli effetti dello scambio sono trascurabili per grandi velocita del- 
l’elettrone incidente. 
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e? 
Del resto Vintegrale (11) si pud calcolare. La parte contenente 

I 

si calcola facilmente e si trova: 
2 ap2 72 F2\—3 . (7 ee v 
= — 327Ze? y? c? (1 + 3) : Ot ae 
coe : ore aa 
La parte con— si pud integrare con uno sviluppo in serie di funzioni 


12 


-sferiche, e in particolare per f = 0 in termini finiti. Si tratta del resto di 
integrali calcolati da Massey e Mohr nel lavoro citato (v. per es. l’inte- 
grale g formola (38) per 6 =). Utilizzando i risultati di questi autori si 
vede facilmente che l’integrale (11), che per f =o vale: 


— 4ne? yc? (8 Z — 5) 


si riduce gia a 1/10 di questo valore, per f = 1(Z = 3). 

Si ha dunque il risultato che gli effetti dello scambio hanno impor- 
tanza precisamente per quelle velocita, per cui non possiamo calcolarli in 
modo soddisfacente. Si noti anche che per piccole velocita |’autofunzione by 
é tutt’altro che ortogonale alla 1, il che rende ancor piu incerto il me- 
todo di approssimazione. Puo tuttavia essere interessante esaminare le 
conseguenze a cui si giunge adoperando le formole approssimate (10) 
eee) 

E chiaro che allora la distribuzione elettrica media corrispondente alla 
ty non dipende da f; l’integrale Q si comporta allora come una costante 
additiva, che dimenticheremo. 

Consideriamo per semplicita il caso di una sola dimensione. 

Allora la E; & data approssimativamente dalla formola (10); soltanto 

I 


" 
Hel puntiy f= ss ae Soorees ee, +++ si ha una deviazione qualitativamente 


notevole, perché la funzione Ey é ivi discontinua“). Il termine —J é po- 
sitivo per f =o e si annulla rapidamente al crescere di f; gid alla prima 
discontinuita si € ridotto considerevolmente. Se dunque tracciamo il dia- 
gramma dell’energia E = E;—J in funzione di f troveremo una curva che 
somiglia a una parabola, con le discontinuita gid ricordate “, e che per di 
pit ha un massimo invece che un minimo nel punto f =o. 

Nella teoria elettronica dei metalli ci si limita per solito al primo pezzo 
della curva Ey. Il nostro risultato ¢ abbastanza curioso, poiché mostra che 
in questo primo pezzo vi posson essere due minimi invece di uno, mentre 


dove Ey ha un minimo, si ha un massimo. di E (un massimo di Ey per 


f = 0, si puo avere nei pezzi superiori della curva, per es. nel secondo, 


(1) V. la figura in R. Pererts, « Ann. d. Phys.» [5] 4,. 121 (1930). 


se approfittando della indeterminazione nella definizione di f, vi. si fa va- 
I I 
rare fj dal = g =) 

i 2 ay =| 


Abbiamo qui un esempio del fatto ben noto che nel problema di 
elettroni in un reticolo, lo stato di energia minima non ha necessariamente 
impulso medio nullo. (Per un solo elettrone, l’autofunzione di energia 
minima ¢€ priva di nodi, quindi f =o. Cid non vale per n elettroni, grazie 
al principio di Pauli). In modo analogo, lo stato fondamentale di un atomo 
con piu elettroni non @ necessariamente uno stato §. 

Non ¢ pero detto che le circostanze qui indicate si debban sempre 
presentare; ¢ chiaro che la presenza del massimo per f = 0, dipende dalla 
rapidita con cui J tende a zero al crescere di f. La presenza di J potrebbe 
per es. soltanto appiattire il minimo di E. Sarebbe dunque necessario un 
calcolo soddisfacente di (8). Inoltre considerando ioni in cui anche gli 
stati 25,2p,+-++ siano occupati, si potrebbe forse trovare un segno diverso 
Per). ec. 

Riassunto. — Tenendo conto delle forze di risonanza dovute all’iden- 
tita tra un elettrone conduttore e gli elettroni legati del reticolo, si cal- 
colano in prima approssimazione i livelli energetici di un elettrone in un 
reticolo. Si trova un massimo relativo dell’energia per velocita nulla del- 
Velettrone. 

Ringrazio il prof. E. Fermi per i suoi preziosi consigli, e il prof. E. Per- 
sico, per l’interesse con cui ha seguito questo lavoro. 


Chimica (Chimica biologica). — Ricerche sulla colesterina 
cerebrale umana™. Nota® di C. AnTonrant e F. ZANELLI, pre- 
sentata dal Socio A. MENozzI. 


La colesterina cerebrale umana é stata oggetto di numerose indagini 
di carattere sia chimico che fisiologico; dal punto di vista puramente chi- 
mico e per quanto € a nostra conoscenza, questa sostanza non € pero mai 
stata sottoposta ad uno studio sistematico, compiuto secondo i criterii in 
uso per la caratterizzazione dei termini di questo gruppo. Tanto che se si 
volesse asserire, oppure negare, l’identita della colesterina cerebrale con la 
colesterina tipica della bile bisognerebbe convenire che manca oggidi ancora 
ogni sicuro elemento di confronto. 

In considerazione di questo e anche nell’intento di prepararci la indi- 
spensabile base sperimentale per uno studio di carattere chimico-fisiologico 
che abbiamo in animo di compiere successivamente, abbiamo eseguito le 
ricerche di cui diamo conto in questa Nota. 


PARTE, SPERIMEN TALE 


Le ricerche riguardano la colesterina cerebrale dell’uomo adulto e del 
feto a termine, che vennero studiate separatamente. La sostanza cerebrale 
utilizzata comprendeva il solo cervello, senza il cervelletto. 

La colesterina venne separata dalla massa cerebrale, previamente essic- 
cata e polverizzata, per estrazione con acetone a freddo e venne successiva- 
mente purificata mediante ripetute ricristallizzazioni da alcool-etere. Abbiamo 
seguito questo procedimento, in luogo di quello abitualmente in uso del- 
Vestrazione eterea del prodotto della saponificazione, per la ragione che ci 
interessava di conservare inalterati i fosfatidi, oggetto di altre ricerche. Per 
la nota assenza di esteri colesterinici nel cervello, si rendeva del resto ovvia 
la saponificazione. 


COLESTERINA CEREBRALE DI FETO. 


Colesterina. - Cristallizza anidra da alcool—etere. Fonde a 150°), pre- 
senta cio¢ un punto di fusione leggermente superiore a quello della coleste- 
rina biliare. Per il potere rotatorio ‘) si ¢ osservato il valore ap = — 38,7 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica Agraria del R. Istituto Superiore 
Agrario di Milano. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 22 giugno 1932. 

(3) Tutti i punti di fusione qui riportati sono corretti. 

(4) Il potere rotatorio venne sempre determinato in soluzione cloroformica. 


(C =7.4°/o), che € poco discosto dal potere rotatorio che si osserva per 
la colesterina biliare (— 37.8). 

La determinazione del peso molecolare (gr. 0.5461 in gr. 15.08 di ben- 
zolo, abbassamento 0.44°) ha dato il valore di 410. Il valore calcolato per 
C3,H,;OH. & 386. 

Acetato. — Venne preparato secondo le indicazioni di A. Menozzi “). 
Fonde a 117°, leggermente superiore al punto di fusione dell’acetato della 
colesterina biliare (114-115°). 

Benzoato. - Venne preparato secondo le indicazioni di A. Menozzi ©). 
Fonde a 148°, coincidente col punto di fusione del benzoato della coleste- 
rina biliare (146—148°). Il potere rotatorio ha dato ap = —17.1 (C= 
= 3.40 °/, Le osservazioni che si hanno (Menozzi) pel corrispondente estere 
della colesterina biliare coincidono sostanzialmente con questa. 

L’analisi elementare ha dato: 


Sostanza H,O GOs H G, 
gr. 0.1464 OF Ok 574 eT. 0.4504 10.5 °/o Ee ee: 
» 0.1082 » 0.1008 » 0.3302 LOAn ol 835.2. % fous 


Calcotatovper CArieO:: Hi T0.2 oft Cr ay2 ea. 


Palmitato. — Venne preparato secondo K. Hiirthle G). Fonde a 76.5°. 
Per il potere rotatorio abbiamo ottenuto ep = — 24.8 (C = 5.40°/,). Non 
si hanno osservazioni per il corrispondente derivato della colesterina biliare. 


COLESTERINA CEREBRALE DI ADULTO. 


Colesterina. — Cristallizza anidra da alcool-etere. Fonde a 151°. Potere 


rotatorio ap = — 35.5 (C =8.85 °/,). 
Acetato. - Preparato in modo analogo al precedente. Fonde a 119.5°. 
Potere rotatorio ap = — 41.0 (C = 2.80°/,). Nelle stesse condizioni di con- 


centrazione per l’acetato della colesterina biliare abbiamo osservato ap = 44.5. 
L’analisi elementare ha dato: 


Sost. et.0.1520;. HO er, 0.1620; CO, gr.'0.4358% Hri.2 2/55 °C 78.297, 
Galcolatoy pert: Good 7. Oe ot Bia Oh os Cag Sor 5) a: 


Salicilato. — Preparato secondo Golodetz “). Fonde a 179° come il cor- 
tispondente estere’ della colesterina biliare. Potere rotatorio ap = — 20.4 


(C = 2.35 Jo). 


(1) A. MENnozz1, questi « Rendiconti», vol. XII, 1903. 

(2) A. Menozzz, loc. cit. 

(3) K. Hirrare, «Zeitschr. Physiol. Chem.», XXI, p. 331 (1896). 
(4) Gotopetz, «Chem. Zeitung. », XXXI, p. 1215 (1907). 
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Formiato. — Preparato secondo le indicazioni di Menozzi®, Fonde a 
95-96° come il corrispondente derivato della colesterina biliare. Potere ro- 
tatorio ap = — 52.1 (C = 3.20°/.). Il formiato della colesterina biliare, in 
uguali condizioni di concentrazione, ci ha dato ap = — 51.6, cioé pratica- 
mente lo stesso valore. 

Palmitato. — Preparato in modo analogo al precedente. Fonde a 74°. 
Potere rotatorio ap = — 23.4 (C = 8.53 °/o). 

Diidrocolesterina. — Preparata secondo Willstatter e Mayer © per azione 
dell’idrogeno sulla colesterina in soluzione eterea in presenza di nero di pla- 
tino. Fonde a 145°. Potere rotatorio ap = + 19.8 (C = 9.70 °/.). Il punto 
di fusione da noi osservato é leggermente superiore a quello indicato da 
altri sperimentatori pel derivato della colesterina biliare (141-143°). Il po- 
tere rotatorio coincide con quello gia osservato dal Moreschi %) per la diidro- 
colesterina biliare. 


CONSIDERAZIONI. 


La grandezza molecolare e la composizione centesimale della coleste- 
rina cerebrale umana sono le stesse della colesterina tipica della bile. 

Rispetto alla colesterina biliare ]a colesterina cerebrale umana del feto 
e dell’adulto presenta in genere, sia per se che pei varii derivati da noi esa- 
minati, un punto di fusione leggermente ma sensibilmente superiore. Qualche 
differenza si nota pure nei valori del potere rotatorio specifico. 

Nonostante queste discordanze non ci sentiamo pero autorizzati a con- 
cludere, nei riguardi della colesterina cerebrale, per una individualita diversa 
da quella della colesterina biliare. 

Per quanto concerne il punto di fusione della colesterina riteniamo che 
il maggior valore da noi osservato sia in relazione all’alto grado di purezza 
della sostanza. Se si confrontano le costanti fisiche e sopratutto il punto di 
fusione dei numerosi prodotti colesterinici isolati dai varii organi e tessuti 
animali, si rilevano differenze talora assai notevoli, le quali sono per lo piu 
dovute alla variabile quantita in cui possono esser presenti la diidrocoleste- 
rina, la metacolesterina e sopratutto Vossicolesterina, noto prodotto di ossi- 
dazione della colesterina che a questa sempre si accompagna nell’organismo 
animale e che secondo le ricerche di J. Lifschiitz ® e M. C. Rosenheim ‘) 
presente nella sostanza cerebrale sopratutto allo stato di estere, mentre come 
gia sie detto, la colesterina ¢ esclusivamente allo stato libero. Data la de- 
bolissima solubilita degli esteri colesterinici in genere nell’acetone a freddo 
noi riteniamo che il processo di estrazione da noi seguito abbia precisa- 


(1) A. MENozz1, loc. cit. 

(2) WILLSTATTER e Mayer, « Ber. Deutsch. Chem. Gesellsch.», CLI, rr, p. 2201. 
(3) Morsscut, « Rendic. Soc. Chim, Ital.», fasc. X. 

(4) J. Lirscuttz, «Chem. Zentr.», IV (1920). 

(5) M. Rosennemm, « Chem. Zentr. », I: (1914). 
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mente avuto per effetto di allontanare gli esteri dell’ossicolesterina, consén- 
tendo cosi di giungere ad un prodotto colesterinico ad insolito grado di 
purezza. 

Nei riguardi del potere rotatorio specifico, nel giudicare le differenze 
riscontrate non si deve poi naturalmente dimenticare che troppi sono i fat- 
tori che possono influire sulla determinazione perché si possa pretendere una 
assoluta coincidenza di valori. 

Fatte queste considerazioni, i valori da noi osservati per il punto di 
fusione ed il potere rotatorio specifico della colesterina cerebrale e dei varii 
suoi derivati, si possono considerare come coincidenti con quelli dei corri- 
spondenti termini della colesterina biliare. Ed allo-stato attuale delle nostre 
conoscenze su questo gruppo di sostanze la colesterina del cervello appare 
quindi identica a quella della bile. 

Ci riserviamo di ritornare sull’argomento quando saremo in possesso 
dei risultati di altre ricerche attualmente in corso, nonché di quelli dell’esame 
cristallografico, di cui si € cortesemente incaricata la prof. De Angelis. 


Dobbiamo un vivo ringraziamento al prof. Pratolongo che ci consenti 
Pesecuzione di questo lavoro, al prof. Contardi ed al dott. Maimeri che 
spesso ci consigliarono nell’esecuzione di esso ed al prof. Pugliese che ci 
forni il prezioso materiale sperimentale. 


Chimica (Chimica fisica). — Sulle leghe di litio. — 1. Ana- 
list termica e rontgenografica del sistema litio-stagno. Nota di 
A. Baron, presentata dal Socio G. Brunt. 


Il problema del comportamento del litio rispetto agli altri metalli, la 
capacita cioé di formare o meno con essi soluzioni solide o composti, si 
pud dire non sia stato fino ad ora affrontato e risolto con criteri scientifici 
0 pratici. Infatti gli studi eseguiti sono quasi tutti incompleti e non per- 
mettono quindi di trarre alcuna deduzione utile. Fanno eccezione gli studi 
di Tammann °3) e di S. Pastorello “, 

Il primo che si sia occupato dei composti di litio con altri metalli ¢ 
stato P. Lebeau %) che ha studiato la preparazione dell’antimoniuro di Iitio. 
Egli ha osservato che il litio si combina con |’antimonio facilmente e con 
reazione fortemente esotermica. Infatti se si introduce in una provetta un 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale e Chimica fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 30 luglio 1932. 

(3) «Ztschr. Anorg. Chemie», 67, 183-99 (1910). 

(4) «Gazz. Chim. It.», 60, 494 (1930); 60, 988 (1930); 61, 47 (1931). 

(5) «Compt. Rend.», 134, 231 (1902); .« Bull. Soc. Chim. », 27, 254 (1902). 


po’ di antimonio grossolanamente polverizzato ed un pezzetto di litio e si 
riscalda debolmente, si vede dapprima il litio fondere e poi reagire violen- 
temente con l’antimonio con sviluppo di calore e vivo fenomeno luminoso: 
parte del litio volatilizza per effetto dell’alta temperatura raggiunta dalla 
massa e nella provetta resta una massa nera fusa che decompone |’acqua 
a freddo con sviluppo di idrogeno. Evidentemente pero questo metodo non 
puo essere utilizzato per la preparazione di composti definiti, per cui |’Au- 
tore ha applicato a tale scopo un altro metodo che consiste nell’elettrolizzare 
una miscela in parti uguali di cloruro di litio e di cloruro di potassio 
usando un catodo di antimonio. Egli ha potuto ottenere in questo modo 
Pantimoniuro di litio Li,Sb che si presenta come un composto definito, 
cristallizzato, poco fusibile. Nello stesso modo egli ha preparato anche l’ar- 
seniuro di litio Li,As. Questo metodo ¢ stato pure applicato alla prepara- 
zione di altri composti di litio con metalli facilmente fusibili, come stagno 
e piombo. 

Successivamente Masing e Tammann @) hanno studiato il comportamento 
del litio rispetto al sodio, potassio, cadmio, magnesio, stagno e questo é 
indubbiamente lo studio pit completo che in questo campo sia stato fatto 
finora. Anche in questo caso si rilevano notevoli imperfezioni sperimentali 
che possono permettere dubbi sull’attendibilita dei risultati ottenuti. Infatti 
questi Autori operano prevalentemente in tubi di vetro di Jena difficilmente 
fusibili. Ora l’attacco del vetro, che € molto forte quando si operi a tem- 
perature superiori ai 350°, si fa sentire in modo notevole anche a tempe- 
rature inferiori, cio che si manifesta con la colorazione nero azzurrastra che 
assume la superficie del vetro bagnato dal litio fuso. Anche i crogioli di 
ferro, da essi usati, risentono un attacco notevole da parte del litio. Essi 
Operano inoltre in corrente di idrogeno che da luogo alla formazione di 
sensibili quantita di idruro di litio LiH che aumentano con I|’aumentare della 
temperatura: infatti gia a 500° e 760 mm. il litio assorbe 17 volumi di 
idrogeno ©). E per questo che essi non hanno potuto effettuare in modo 
esatto lo studio termico del sistema litio-magnesio, a causa dell’alto punto 
di fusione di questo e della necessita di fondere entrambi i componenti per 
potere avere delle miscele omogenee. Essi si limitano in questo caso ad 
affermare che litio e magnesio danno luogo verosimilmente alla formazione 
di due serie di cristalli misti con una lacuna di miscibilita da 85 a 95 Jo 
di magnesio. Pure discutibile, per le considerazioni su esposte, é il risultato 
che essi hanno ottenuto per il sistema litio-cadmio nel quale avrebbero tro- 
vato due composti: LiCd che fonderebbe a 541° e LiCd, che fonderebbe 
a 505°. Analoghe considerazioni valgono anche per il sistema litio-stagno. 
Piu attendibili sono invece i risultati ottenuti per i sistemi litio-sodio, 


(1): Loe: fcit. 
(2) «Compt. Rend. », 78, 807 (1874). 
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litio-potassio avendo potuto lavorare a temperature non superiori a 200°. 
Secondo questi Autori, litio e sodio mostrano allo stato liquido una lacuna 
di miscibilita dal 92 al 3 °/. di litio e non danno luogo alla formazione 
né di composti, né di cristalli misti. Il punto di fusione del sodio 97°, non 
viene abbassato sensibilmente per aggiunte successive di litio, mentre quello 
del litio diminuisce da 179° fino a 162° per la lega contenente il 92°/. di 
questo. Analogo comportamento avrebbero litio e potassio per i quali 
si rileva una lacuna di miscibilita dal 95 °/, di litio fino quasi al potassio 
puro. 

Anche nel caso del sistema alluminio—litio le ricerche sono molte in- 
complete. Questo sistema é€ stato studiato da parecchi autori ed & stato 
anche oggetto di un brevetto da parte della Metallbank und Metallurgische 
Gesellschaft. Questa ha studiato |’influenza di aggiunte successive di litio 
fino a percentuali non superiori al 6 °/, per ottenere un indurimento del- 
Valluminio. Essa ha osservato anche che le leghe ottenute (che oltre all’allu- 
minio ed al litio possono contenere anche altri metalli) possono venire 
migliorate per riscaldamento a temperature superiori a 100° e successivo 
lento raffreddamento o mediante tempera in un liquido o con una corrente 
di gas. Successivamente P. Assmann ha studiato il sistema AI-Li fino ad 
una percentuale del 12 °/. di litio. Nelle leghe ricche di litio questo Autore 
ha osservato una notevole durezza e fragilita, cid che rende impossibile la 
loro applicazione pratica. Queste leghe presentano inoltre una notevole diff- 
colta alla fusione. Il lavoro pil completo sul sistema Al-Li é quello di 
A. Miller che lo ha studiato sia per mezzo dell’analisi termica che di quella 
metallografica. Egli ha osservato che lalluminio puo formare soluzioni 
solide col litio fino a percentuali del 3, 5 °/. di questo; da poi luogo alla 
formazione del composto Al Li col 20 °/, di litio. Allaria umida i cristalli 
misti si mantengono perfettamente lucidi, mentre quelli del composto Al Li 
si appannano molto facilmente. 

J. Czochralski ed E. Rassow ®) hanno studiato termicamente e metal- 
lograficamente il sistema Pb-Li fino alla percentuale del 2, 2 °/, di litio 
che corrisponde al composto Pb,Li,. Questo composto fonde a 470° e 
forma col piombo un eutectico che fonde a 230° e contiene 0,65 °/, di litio. 
Gli Autori hanno osservato inoltre che il piombo puo dar luogo alla for- 
mazione di cristallli misti solo fino ad una percentuale di 0,04 °/, di litio 
e che le leghe contenenti fino ad 1,5 °/o di litio sono stabili all’aria. 

Infine W. Fraenkel e Hahn “%) hanno studiato il sistema zinco-litio con 
metodi termici e metallografici ed hanno osservato che il punto di fusione 


(1) Metallbank und metallurgische Gesellschaft, F. P. 518023; C.B. 92, IV, 352 (1921); 
P. AssMANN, « Ztschr. f. Metallkunde », 18, 51-54 (1926); A. MULLER, « Ztschr. f. Me- 
tallkunde », 18, 231-32 (1926). 

(2) «Ztschr. f. Metallkunde», 19, 111-112 (1927). 

(3) «Metall-Wirtschaf», 10, 641-42 (1931). 
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dello zinco scende dapprima fino all’eutectico che corrisponde al 0,6 °/, in 
peso di litio e sale poi fortemente fino ad un massimo al 6 °/o di litio. Gli 
Autori ritengono esista un composto Ditidige 

I lavori sopra accennati sono tutti incompleti e cid sia per la difficolta 
incontrata dai vari Autori nella scelta del materiale resistente al litio anche 
a temperature elevate, che per la necessita di operare in ambiente di gas 
inerte anziché sotto vuoto onde evitare notevoli perdite di litio. Il primo 
quindi che abbia effettuato uno studio completo su alcuni sistemi di leghe 
di litio é stato S. Pastorello™ il quale in questi ultimi anni ha studiato, 
anche con l’ausilio dell’ analisi réntgenografica, 1 sistemi Li-Ag ed Li-Cu. 
Anzi egli ha illustrato un caso in cui con la sola analisi réntgenografica si 
giunge allo studio di un sistema binario senza conoscere di esso in prece- 
denza i risultati dell’analisi termica. Successivamente é riuscito a superare 
anche le difficolt’ sperimentali dell’ analisi termica di questi sistemi ed a 
determinare i rispettivi diagrammi di stato. Egli ha effettuato le fusioni in 
ambiente di argo purificato per ripetuti passaggi in ciclo chiuso su una 
miscela di tornitura di calcio e di magnesio mantenuta alla temperatura 
di 500°) ed utilizzando un apposito crogiolo di acciaio al nichel-cromo 
(V2A Krupp). Per la determinazione della curva di raffeddamento, la salda- 
tura calda della coppia termoelettrica platino—platino rodio immersa nella 
massa fusa, era protetta da un sottile cilindretto di acciaio ricavato per 
tornitura nello stesso crogiolo. Con cid si realizza oltre i] vantaggio della 
perfetta protezione della pinza verso i vapori di litio, anche la possibilita 
di estrarre la pinza stessa senza ulteriore rifusione della massa solidificata, 
operazione questa che puo portare a variazioni della concentrazione del litio 
per perdita per evaporazione. 

Per il sistema litio-argento questo Autore ha potuto determinare ter- 
micamente e réntgenograficamente l’esistenza di un composto intrametallico 
AgLi che fonde a 955° e presenta un reticolo cubico tipo cloruro di cesio 
con la cella elementare di lato a = 3,22, A ed un composto intrametallico 
AgLi, che fonde a 450°; ha determinato inoltre Vesistenza di tre punti 
eutectici a 610°, 410° e 180° corrispondenti rispettivamente a 30, 70 e 
100 °/, atomico di litio e la non esistenza di soluzioni solide fra i due com- 
ponenti. Per il sistema Li-Cu egli ha dimostrato l’assenza di composti in- 
trametallici, la non solubilita allo stato solido dei due componenti e la pre- 
senza dell’eutectico al punto di fusione del litio puro. 

Io ho ripreso lo studio delle leghe di litio utilizzando sostanzialmente 
lo stesso metodo di questo ultimo Autore ed ho cominciato con I’analisi 
termica e réntgenografica del sistema litio-stagno. Successivamente riferiro 
i risultati degli studi in corso sulle altre leghe di litio. 


(1) ioe: cit: 
(2) «Berichte», 43, 1435 (1910). 
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—— DeSy7, —— 
Dal diagramma di stato riportato nella fig. 1, si vede subito come 
l’analisi termica riveli l’esistenza di tre composti intrametallici: Li,Sn che 
fonde a 684°, Li,Sn, che fonde a 483° ed LiSn,; si osserva inoltre Vesi- 
stenza di tre eutectici a 458°, 320° e 214° corrispondenti al 35, 58 e 94 > 
atomico di stagno. 
5 Glens af 2) . . . . . . 

L’analisi réntgenografica rivela invece solo i due primi composti. I fo- 

togrammi ottenuti applicando il metodo di Debye ed usando un anticatodo 


700 


SISTEMA Sn-Li 
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di ferro sono molto brutti e permettono solo il calcolo della costante reti- 
colare. Nella tabella riporto gli angoli di diffrazione corrispondenti ai 
reticoli del litio, dello stagno e dei due composti; dalla tabella si vede 
come nei fotogrammi di questi ultimi non compaia nessuna linea apparte- 
nente ai due metalli puri. 

Per il terzo composto LiSn, ho ottenuto dei fotogrammi che presen- 
tano solo le linee dello stagno sia raffreddando rapidamente che sottoponendo 
la lega ad una ricottura a 250° per pit' di 12 ore e cid verosimilmente 
perché questo composto si decompone durante il raffreddamento della 
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massa solidificata. L’effetto termico pero non viene avvertito con |’analisi 
termica. 


‘TABELLA 
Li Li, Sn Li; Sn, Sn 
41.7 
43.1 
43-7 
48.5 
50.0 
50.1 
52-7 
5 5:5 56.3 A 
58.4 : 
61.2 
62.4 
70.5 | 70.5 
72.0 
72.4 
76.2 86.0 
87.4 
89.0 89.0 
92.5 
94:3 
101.0 
102.3 
107.8 
L125 
I14.0 
114.5 
116.1 
NS 
130.5 
132.4 
144.0 
149.0 
Riassumendo: 


a) Viene studiato termicamente il sistema stagno-litio e viene dato 
il relativo diagramma di stato. Da questo si rileva Vesistenza di tre com- 
posti: Li,Sn che fonde a 684°, Li,Sn, che fonde a 483° e LiSn, e T’esi- 
stenza di tre punti eutectici a 458°, 320° e 214° corrispondenti rispettiva- 
mente al 35, 58 e 94 °/, atomico di stagno. 

b) Viene studiato lo stesso sistema anche col metodo roéntgenografico 
che permette l’identificazione dei composti Li,Sn e Li,Sn,. I fotogrammi 
ottenuti col metodo delle polveri risultano perd poco nitidi e non permettono 
di affrontare con sicurezza il calcolo della struttura di questi composti. Non 
€ stato invece possibile identificare coi ragei X il composto LiSn,. 
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Geologia. — La diffusione degli strati a Posidonomya alpina 
nell Appennino Centrale. Nota“ di F, ScarsEL.a, presentata dal 
Corrisp. G, ROvERETO. 


La corrispondenza di tutti, o di una parte, degli strati selciosi ad aptici 
dell’Appennino mesozoico umbro e marchigiano con quelli a Posidonomya 
alpina Gras delle Alpi orientali, venne prospettata prima dallo Zittel ©), poi 
dal Cavanari %) e dal Bonarelli, in base, sopratutto, ai fossili caratteristici 
dei livelli sotto e soprastanti. 

Tale deduzione ebbe una prima conferma quando il Principi trovd 
questo fossile nella parte inferiore degli scisti selciosi del M. Tezio “) e, in 
seguito, di Val d’Urbia ©; egli attribui questo livello della formazione giu- 
rassica al Calioviano, 0, quanto meno, al Dogger superiore. e 

Anteriormente, e contemporaneamente, strati con Posidonomya alpina 
venivano descritti, 0 segnalati, in regioni che hanno facies analoghe a quelle 
dell’Appennino umbro, dal Bettoni(% per le Prealpi bresciane, da De Ste- 
fani ®) e Martelli® per le Apuane e |’Appennino toscano, da Renz (©) e 
Martelli ©) per l’Albania e le isole joniche. 

Pit di recente il Renz, confrontando il Giurassico dell’Appennino, 
del Canton Ticino e della Grecia occidentale, ha figurato una sezione di 
Acquacastagna, presso il Passo della Somma (Spoleto), nella quale gli strati 


(1) Pervenuta all’Accademia il 6 luglio 1932. 

(2) ZirreL K. A., Geologische Beobachtungen aus den Central Appenninen. « Geogn. 
Palaont. Beitrage Dr. Benecke », vol. II, Miinchen, 1869. 

(3) Canavari M., La Montagna del Suavicino. « Boll. Com. Geol. Ital. », 1880; Sulla 
presenza degli strati a Posidonomya alpina nell’ Appennino centrale. « Pr. Verb. Soc. Tosc. 
Sc. Nat. », 1883. 

(4) Bonare ii G., Miscellanea di note geolog. e paleont. per il 1902. II Prospetto cro- 
nologico del Giura italiano. « Boll. Soc. Geol. Ital.», 1903. 

(5) Principr P., Gli strati a Posidonomya alpina nel M. Tezio presso Perugia. « Rend. 
R. Acc. dei Lincei», vol. XVIII, 1909. 

(6) Principr P., La geologia del gruppo del M. Catria e del M. Nerone. « Boll. Soc. 
Geol. ItaJ.», 1921, vol. XL. 

(7) Betroni A., Gli strati a Posidonomya alpina nei dintorni di Brescia. « Boll. Soc. 
Geol. Ital.», 1904. 

(8) De Srerani C., Le pieghe delle Alpt Apuane. «R. Istit. Studi Super.», Firenze, 
1889. 

(9) Marrexiu A., Sull’eta degli strati a Posidonomya dell Appennino toscano e del- 
P Albania. «Rend. R. Acc. dei Lincei», vol. XIX, 1910. 

(10) Renz C., Oberer und miltlerer Dogger auf Corfu und in Epirus. « Monatsber. der 
deutsch. geolog. Gesellsch.», n. 5, Berlin, 1908. 

(11) Renz C., Vergleiche zwischen dem siidschweizerischen, apenninischen und westgrie- 
chischen Jura. « Verhandl. d. Naturforschenden Gesellsch. in Basel». Band. XXXIV, 1923. 
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a Posidonomya alpina soprastanno a calcari grigio—verdastri e rossi man- 
dorlati, con selce nella parte superiore, privi di fossili, e sottostanno agli 
scisti selciosi ad aptici. Ha segnalato inoltre la presenza di questi strati a 
Posidonomie presso la Fonte del Faggio (Morro Reatino), sulle pendici 
nord—ovest del M. Terminillo. 


In questi ultimi anni, percorrendo l’Appennino, mi é occorso di trovare 
strati con Posidonomya alpina in localita nuove e tra loro lontane. Queste 
localita fossilifere sono: M. Malbe presso Perugia, per la mulattiera che da 
Podere Ragni sale a Podere il Romitorio; Casa S. Cataldo presso Sasso, 
in Valle d’ Ussita, nei M. Sibillini; il dorso di M. Bove tra la Croce e 
quota 2113, pure in Valle d’ Ussita. 

In tutte le localita ricordate i fossilt si presentano in identiche condi- 
zioni di conservazione e di facies litologica (fig. 1). La roccia che li contiene 
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€ generalmente un calcare grigio-chiaro, molto siliceo, che, per decalcifica- 
zione, assume una struttura porosa, con apparenza di tripoli, e un colore 
giallino; spesso le Posidonomie sono comprese anche nei noduli e negli 
straterelli di selce. Questi fossili sono sempre molto schiacciati, appiattiti, 
con scomparsa della regione dell’umbone; talvolta, ad es. nel M. Malbe, 
si ha addirittura un impasto di frammenti di conchiglie; sono, tuttavia, ben 
identificabili mediante confronti con quelli, di sicura determinazione, delle 
altre localita gia studiate. 

Nel M. Malbe, per la struttura tettonica particolarmente complicata di 
quel rilievo, e per le condizioni dell’afhoramento, non é cosa facile deter- 


minare sul posto i rapporti stratigrafici degli strati fossiliferi, 1 quali, del 
resto, sono identici a quelli del vicino M. Tezio descritti dal Principi. 

Invece in Valle d’ Ussita i due afhoramenti sono chiaramente stratificati. 
Presso Casa S. Cataldo le Posidonomie compaiono in sottili strati di calcare 
grigio-chiaro, con noduli e straterelli di selce grigia 0 rosea, sottostanti agli 
scisti calcareo-selciosi, verdastri o rossastri, ad aptici. Trovandosi l’afhora- 
mento alla base del versante, il calcare grigio—chiaro scompare inferiormente 
sotto il detrito, il quale nasconde gli strati successivi. 

Nel M. Bove la serie giura-liassica, poggiante per testata contro il 
calcare massiccio del Lias inferiore di Croce di M. Bove, mostra la succes- 
sione seguente dal basso in alto (fig. 2): 
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1° calcari marnosi grigi del Lias medio, con ammoniti limonitizzate 
(Hildoceras cfr. algovianum Opp., Lytoceras cornurolandi Bettoni) “; 

2° scisti marnosi e marne rosse e verdastre del Lias superiore 
(Toarciano) con Posidonomya Bronni Voltz e ammoniti (Hildoceras bifrons 
Brug., Phylloceras Nillsoni Hebert, Coeloceras sp., ecc.); 

3° calcari marnosi rossi, nodulosi, con ammoniti (Hildoceras (Lillia) 
Mercati Hauer, Phylloceras sp., ecc.) ancora del Toarciano; 

4° calcari compatti, duri, grigi, rosei o verdastri; 

5° scisti calcareo-selciosi grigi, con Posidonomya alpina Gras; 

6° scisti calcareo-selciosi verdastri o rossastri, con abbondanti stra- 
terelli di selce colorata e con molti aptici; 

7° calcari bianchi, in strati sottili, titonico—neocomiani. 

Questa sezione corrisponde bene a quelle riportate dal Principi pel 
M. Tezio e dal Renz per Acquacastagna (Spoleto); anche per la Valle 
d’ Ussita si deve, percid, ritenere sicuro il riferimento degli strati con Po- 
sidonomya alpina al Calloviano (Bonarelli, Principi) o al Dogger medio- 
superiore (Renz). 

Interessa ora di notare, come ¢ scopo di questa Nota, che gli affora- 
menti di strati con Posidonomya alpina sopra elencati, e che son quelli 
finora noti, costituiscono i vertici di un poligono che comprende, grosso modo, 
tutto il mesozoico dell’ Umbria; cio, mentre avvalora quanto ha scritto il 
Renz ©), che « gli scisti selciosi a Posidonomie del Dogger devono indubi- 
tabilmente avere una grande diffusione nella regione apenninica peninsulare », 
autorizza la deduzione che, salvo eventuali, localizzate, sostituzioni di facies, 
e salvo, beninteso, la scomparsa di qualche membro per cause tettoniche, 
gli strati a Posidonomya alpina sono estesi a rappresentare il Calloviano in 
tutto l’Appennino mesozoico di facies umbro—marchigiana, e che se ne 
debba fare ricerca, nei rilevamenti, come di un livello sicuro per i riferi- 
menti cronologici. 


(1) Lorri B., I] bacino sorgentifero del fiume Nera. « Boll. R. Com. Geol. », vol. XLI, 
1910. 
(2) Renz C., Vergleiche xwischen ecc., op. cit., p. 274. 
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Mineralogia (Cristallografia). — Dilatazione termica nei cri- 
stalh e legge di Haity“. Nota di A. CavinaTo, presentata dal 
Socio G. Borris. 


Che la legge di Haiiy valga anche quando un cristallo sia dilatato per 
scaldamento si pud dimostrare nel modo che segue. 

Sia O un vertice del cristallo; OX ,OY,OZ tre rette su cui stanno. 
tre spigoli del cristallo; A;,B,,C,;,A.,,B.,C, i punti, a distanza finita, 
nei quali i piani di due facce F, ed F, toccano rispettivamente le tre rette 
OX ON OL 

Scaldato il cristallo si ottiene un nuovo poliedro; supposto fisso il 
vertice O (cid é legittimo) alla tre rette, del poliedro non dilatato, OX, 
OY, OZ corrisponderanno nel nuovo poliedro le rette OX’, OY’, OZ’ 

generalmente distinte dalle precedenti) ed i piani delle due facce F, ed F, 
toccheranno i tre assi rispettivamente nei punti A;,Bi,C; ed Aj, Bi, Ci. 

Dallesperienza si apprende che gli angoli tra le rette OX ,OY,OZe 
gli angoli tra Je facce generalmente variano al variare della temperatura 
(ad esclusione dei cristalli monometrici nei quali sempre rimangono costanti) 
ma si conserva il parallelismo: cioe a facce e spigoli paralleli del primo 
poliedro (non scaldato) corrispondono facce e spigoli paralleli del secondo 
poliedro (scaldato). I punti dei due poliedri si corrispondono quindi in una 
« affinita » G), 

Detti allora X.Xq i punti all’infinito degli spigoli OX,OX’ é 
(Or 4) == (O AP AL XX.) Dar cul 


C1.eR ie Oye 
OK ek. 


Ripetendo il ragionamento su 1 corrispondenti punti di OY , OZ si ha 
OB, _ OB, OC, OCG, 
ore On 7 OC, 0G: 


E si puo quindi concludere che 


OR ODA RIOC, OREN OBe Ss OC, 


Analiticamente il ragionamento che conduce a questa dimostrazione si 
rifa come segue. 


(1) Lavoro eseguito presso |’ Istituto di Mineralogia della R. Universita di Bologna. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1932. 
(3) G. Castetnuovo, Lezioni di Geometria analitica, 5° edizione, p. 326, § 218. 


— 164 — 


Un’affinita che lascia fissa Vorigine degli assi, e quindi la pit gene- 
rale deformazione omogenea che un cristallo subisce per scaldamento, ¢ rap- 
presentata da tre relazioni del tipo 


Nt ay XE a Yes, Z 
(1) Y’ =4,,X% + 4..Y -&;Z 
Ll! = a;1X% + a3. Y +43, Z; 


dove le ai sono nove costanti elementi di un determinante di terzo ordine 
diverso da zero, e dove X’, Y’, Z’ sono le coordinate cartesiane di un punto 
cui corrisponde un punto di coordinate X,Y,Z riferite ad uno stesso 
sistema assiale e ad una stessa unita di misura. 

Se, come é lecito, invece che ad un unico sistema assiale riferiamo i 
punti del primo poliedro alle rette OX , OY, OZ e quelli del secondo alle 
rette OX’, OY’, OZ’ che a quelle corrispondono, |’afhnita ¢ rappresentata da 


(Rand 
(2) ( Vise 
biz By: 


dove le p, sono tre costanti non nulle. Indicati con a; , 0: ,¢:,a2 502562, 
i parametri che i piani delle facce F, ed F, staccano rispettivamente su 
OX, OY:, OZ; econ a: 01, ¢::a2 503-61 parametri che 4 piant delle:stesss 


due facce staccano, dopo lo scaldamento, su OX’, OY’, OZ’, & a: = p: dy, etc.; 
By = Pwd, eves" ci0e ‘anche 


Asa) 


Bs] AS 


at b, ee ae Cu ad 


R 
ie) 
> 
rs) 
= 
vb 
g 
Nn 
Sy) 
tS 
5 


In conseguenza della simmetria dei cristalli cui il fenomeno della dila- 
tazione termica si uniforma, considerando come assi OX , OY , OZ le tre 
direzioni corrispondenti alle «croci assiali » adottate in cristallografia, nei 
cristalli monoclini l’asse OY ed il piano OXZ restano fissi nello scaldamento 
e pertanto le (1), (valevoli in ogni caso per i cristalli triclini), diventano 


| Xt == ay, IS ee 
G3) . Y’ = a, Y 
Z! == @;; X-- a,, Z; 


(1) In taluni libri per dimostrare la validita della proposizione di cui é questione si 
scrive che essendo Az ,A2,A3 coefficienti della dilatazione nella direzione dei tre assi cri- 
stallografici, in conseguenza di una variazione ¢ di temperatura subita dal cristallo i para- 
metri a;,b;,¢r,42,02,¢2 di due facce, diventano rispettivamente a;(1 +A;/)--- 
Q(t Ay t) se da cut Gn ee Sy 

a2 (1 +d; 2b) ay 
cato alle misure assolute di ay +++ a,+++ e se gli angoli tra gli assi non variassero. 


Ma tale ragionamento varrebbe se appli- 
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ed i due sistemi cui riferire le (2) sono rispettivamente OX , OY, OZ ed 
OX, OY’ , OZ’: nel rombico restano fissi tutti e tre gli assi per cui le 
relazioni che legano le coordinate di un punto prima e dopo lo scaldamento 
sono date da relazioni del tipo delle (2), cui si riducono in tale caso anche 
le (1): nel tetra-, tri-©, esagonale le relazioni (1) e (2) diventano 
X’ =aX,Y’=aY,Z’ =bZ: e nel monometrico X’ =aX sY =ay, Zisaal. 
In queste ultime considerazioni sono implicite le note proposizioni 
relative alla dilatazione termica dei poliedri cristallini e dei loro reticoli. 


Biologia. — Studii cirripedologici. 1X. Anaerobiosi in « Chtha- 
malus stellatus >» Ranzani. Nota di B, Monterosso, presen- 
tata dal Socio A. Russo. 


Nel lungo studio che, adoperando soprattutto metodi sperimentali, ho 
consacrato al fenomeno di anabiosi, da me stesso trovato nei Cirripedi “, 
pil di una ragione mi fece pensare alla probabilita, che siffatti organismi 
fossero dotati di potere anaerobico. Quando difatti constatai che erano capaci 
di sopravvivere per lungo tempo (cfr. le Note VI e VIID a completa e 
ininterrotta immersione in olio di vaselina, mi risultO chiara la resistenza 
di essi all’asfissia, e mi parve logico supporre che la presenza di ossigeno 
nell’ambiente non fosse condizione indispensabile, almeno temporaneamente, 
al mantenimento delle funzioni vitali, nella specie studiata. 

Diversi Autori, in varil organismi animali, introdotti in gas indifferenti 
(azoto ed idrogeno) hanno visto persistere i fenomeni vitali per un certo 
tempo. Rimandando alla Memoria in esteso la discussione dei dati forniti 
dalla bibliografia esistente sull’anaerobiosi degli animali, ricordo qui che 
Pfliiger gia nel 1875 mantenne per 25 ore delle rane in atmosfera priva 
di ossigeno; Bunge (1883-1890) pote far vivere, per alcuni giorni, individui 
di Ascaris (specie diverse) in soluzione salina, esclusa dal contatto di ossi- 
geno molecolare, ma contenente tracce trascurabili di tale gas, nonche 
esemplari di Discofori (2 a 6 giorni) e Artropodi acquatici (1 a 5 ore); 
E. Weinland (1900) adopero ancora degli Ascaris, studiandone il metabo- 


(1) Croce dell’esagonale. 

(2) Lavoro fatto nell’Ist. di Zoologia ed Anat. comp. della R. Univ, di Cagliari. 

(3) Pervenuta all’Accademia il 30 giugno 1932. 

(4) Su tale argomento, come su particolari, che saranno ricordati nel corso del pre- 
sente lavoro, si tengano presenti le mie pubblicazioni qui di seguito elencate : 

Nota I: in « Atti Acc. Gioenia », vol. XV, 1927. Nota IJ: in questi « Rendiconti», 
vol. VII, 1928. Nota III: in «Boll. Soc. It. Biol. Sper.», vol. HI, 1928. Nota IV: in 
questi « Rendiconti», vol. VIII, 1928. Nota V: «ibid. », vol. IX, 1928. Nota VI: «ibid.», 
vol. IX, 1930. Nota VII: «ibid.», vol. XV, 1932. Nota Vill: «Atti Acc. Gioenia », 


vol. XIX, 1932. 
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lismo anaerobico. La facolta di vivere temporaneamente senza ossigeno nel- 
Pambiente fu confermata da A. Fischer (1924) e da W. K. Slater (1924- 
1927) in Nematodi, da Piitter (1907) in Discofori, da E. I. Lesser (1907- 
1923) in Lumbricidi e nella Rana; da Slater e Davis (1926-1928) in 
Periplaneta orientalis. 

Qui non parliamo della questione di tessuti isolati, sopravviventi anaero- 
bicamente, come muscoli, nervi ecc. sucuiesistono lavori fisiologici, e la 
cui importanza e a tutti nota. 

Ritenni opportuno dunque, per orientamento e per controllo, consigliare 
un’esperienza, che fu fatta in questo Laboratorio, adoperando I’ idrogeno “). 
Il resultato fu positivo, ma la sua valutazione venne a bella posta differita, 
poiché gli studii, da me stesso fatti, sulla specie in parola, avevano rivelato, 
sull’esoscheletro, la presenza costante di una florula di Missoficee, il cui 
pigmento poteva avere influito sulla composizione dell’ambiente sperimentale, 
liberando l’ossigeno dall’anidride carbonica emessa dai Chthamalus. A riguardo 
di tali organismi vegetali mi limiterO a dire che costituiscono uno strato 
quasi ininterrotto, ricoprente le superticie della muraglia e dell’opercolo, come 
un lieve pannicolo. Dietro mia preghiera il dott. ACHILLE Forti, al quale mi 
é grato rinnovare qui sentiti ringraziamenti, ha proceduto alla determina- 
zione specifica, ed ha riconosciuto che trattasi di Brachythrichia bdalant 
(Lloyd) Born. et Flah., una Rivulariacea tipicamente marina. Sul guscio di 
C. s. depressus, che ha costituito anche per queste ricerche i] materiale, non 
esistono altri organismi ne vegetali ne animali. 

Com’é noto, siffatti Schizofiti, oltre a clorofilla, posseggono carotina e 
ficocianina @). Ho voluto eseguire la prova microchimica dei pigmenti, onde 
controllare la presenza della clorofilla. All’uopo, ho adoperato il metodo Mayer 
o dell’ipoclorina e la reazione del Molish. Ho avuto la netta conferma del- 
Pesistenza di abbondante clorofilla, associata ad altri pigmenti. 

Bisognava pertanto procurare, introducendo i soggetti di studio in gas 
inerte, che le alghe sospendessero i processi normali di fotosintesi. Mantenni 
allora, per qualche settimana, dei Cirripedi in perfetta oscurita; ma ottenni 
solo un lieve scolorimento del pigmento verde, come era da attendersi “). 
Provai di eliminare meccanicamente le alghe, raschiando con accuratezza i 
gusci dei Ctamali da sottoporre a regime anaerobico “). Ma tralasciai subito 
siffatto espediente non essendo adatto alla completa eliminazione della florula. 
Da sezioni microtomiche del guscio di C. s. depressus, difatti, potei assodare 


(1) G. Floris, Resistenza dei Ctamalini in gas inerte etc. «Rend. Seminario Sc. R. 
Univ. Cagliari», anno II, fasc. 2°, 1932. 

(2) WerrstTEIN, Botanica sistem. Trad. Pout, U. T. E. T., vol. I, pp. 86+87 (1926). 
(3) Cfr. G. Gora, Clorofilla, in «Suppl. Ann. Enc. Chimica» del GuarEscHl, 1913, 
p. 256. 

(4) Tale espediente fu adoperato da E. Kreps (« Pliger’s Arch.», 222, pp. 217-220, 
1929), in sue ricerche sul ricambio respiratorio di Balanus. 
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che tali Missoficee aderiscono alla superficie esterna dei pezzi scheletrici, la 
quale presenta frequenti rientranze e rugosita, occupate da cenobii dell’alga. 
Praticamente quindi riesce impossibile eliminare questi organismi vegetali 
o- anche toglierne in quantita tale da impedire ogni sensibile effetto del loro 
Ticambio gassoso, Apparve dunque possibile solo una via ©): adoperare grandi 
quantita di gas puro inerte, rinnovandolo spessissimo; e mantenere al buio: 
perfetto gli animali, almeno durante il trattamento. 


Esperienza [. - Credetti opportuno iniziare le ricerche controllando la 
possibilita di sopravvivenza nell’olio di vaselina, al buio perfetto. I resultati 
di tale prova sono stati consacrati gia nella precedente Nota (VIII), sicché 
mi esimo dal ripeterli, limitandomi a ricordare che il comportamento non 
mostro sensibile differenza rispetto a quello dei Ctamali mantenuti nello 
stesso liquido, ma alla luce. Da cid'si pud arguire che la flora dell’esosche- 
letro non esercita azione ‘ilevabile sulle condizioni biologiche dei Cirripedi 
studiati, in riguardo all’esistenza o no dei raggi luminosi e limitatamente 
all’ambiente e metodo sperimentale adoperato. 


Esperienza II, - Entro una capace cassetta a pareti robuste fu posta 
una vaschetta piena di acqua marina, in cui venne capovolta una campana, 
che racchiudeva un blocco con C. s. depressus, sostenuto in modo da non 
bagnarsi mai. Nella campana penetravano due tubi, dopo esser passati a 
tenuta perfetta attraverso le pareti della: cassetta. Mediante uno di questi si 
estrasse tutta l’aria della campana, cosicché essa venne riempita di acqua, 
che man mano veniva richiamata dalla bacinella, su cui era capovolta. Attra- 
verso lo stesso tubo, allora si fece pervenire idrogeno puro, che a sua volta 
sposto l’acqua dalla campana. Quando il livello dell’acqua della campana 
divenne uguale a quello della bacinella, si rese pervio il secondo tubo, 
cosicche il gas (H,) che continuava a penetrare per il primo tubo, comincid 
a uscire per il secondo, la cui estremita esterna gid pescava in un bagno 
di acqua. Nei primi giorni si curd di mantenere |’afflusso di idrogeno quasi 
costante dalla mattina alla sera. In tal modo i soggetti da esperimento si 
trovavano praticamente in una corrente di gas inerte. Cid si volle per le 
seguenti ragioni: 1° per diluire e scacciare qualunque traccia di ossigeno, 
proveniente dall’acqua, che nella bacinella costituiva una valvola idraulica 
destinata a mantenere la pressioné interna della campana uguale all’atmosfe- 
rica e ad impedire l’accesso dell’aria nella camera sperimentale stessa ; 
2° per esercitare lo stesso effetto sulle tracce di ossigeno (aria) rimaste 
entro la cavita palleale dei Cirripedi e nell’acqua, che impregnava il pezzo 


(1) Se @ fuori dubbio che la clorofilla diventi attiva alla luce, resta incerta tuttavia 
la ‘funzione biologica della carotiha e della ficocianina. Da ricerche di GaipuKow, di 
DANGEARD e altri, pare che i pigmenti diversi dalla clorofilla assorbano e utilizzino deter- 
minate radiazioni luminose (cfr. Goa, op. cit.). ic 
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di basalto, su cui questi erano fissati naturalmente; 3° onde trascinar fuori 
i prodotti del ricambio »gassoso degli animal. 

Non appena il dispositivo entro in funzione, la cassetta fu chiusa per- 
fettamente e avvolta in un doppio involucro di cartone nero. In questo, 
come in tutti gli altri. simili esperimenti, i tubi di afflusso e di efflusso 
erano di gomma, spessi, molto lunghi e, fuori della cassetta, venivano ripe- 
tutamente ritorti a spirale, per intercettare qualunque barlume di luce. 

Dopo i primi giorni, l’apporto di gas fu limitato a 4-6 ore quotidiane. 
Con tutte le cautele accennate e con altre, che per brevita di esposizione 
si tralasciano, ritengo di avere, per quanto possibile, evitato la presenza di 
ogni traccia. di O, nella campana sperimentale. La prova fu iniziata il 
21 marzo e all’apertura della cassetta (5 aprile) cioé dopo 15 giorni, si 
constatoO che i Cirripedi erano vivi, quasi nelle stesse condizioni di quelli, 
che in analogo esperimento ‘') erano stati mantenuti alla luce. 


Esperienza III. - Volli tuttavia fare una nuova prova, in cui, oltre ad 
adoperare un diverso gas inerte cercai di accrescere gli espedienti, intesi ad 
assicurare |’assenza di ogni traccia di ossigeno@), Anzitutto tenni al buio, 
ma all’aria, in acqua marina spesso rinnovata, un blocco di 28 C. s. depressus, 
dal ro al 23 aprile. Il dispositivo per l’esperimento fu il seguente: un pal- 
lone contenente NH,Cl in soluzione, e in cui si faceva penetrare a goccia 
a goccia, mediante un tubo di sicurezza a rubinetto, una soluzione diluita 
di NaNO., riscaldando a moderato calore. Il gas passava lentamente in un 
sistema di purificazione e lavaggio, essenzialmente consistente in soluzioni di 
idrato e permanganato potassico, nonche in una lunga canna di vetro, piena 
di trucioli di rame e contenuta in un tubo di terra refrattaria, che si riscaldava 
fortemente. L’azoto, cosi ottenuto, prima di arrivare nella campana sperimen- 
tale, veniva fatto gorgogliare lentamente attraverso una soluzione di pirogallolo 
e di KOH, perché lasciasse qualche ultima eventuale traccia di ossigeno. 


I] dispositivo, che doveva contenere i soggetti da esperimento, era for- 


mato da una vasca e da una campana come nella prova n. II. Nella campana 
pero penetravano quattro tubi, a tenuta perfetta, dei quali due avevano la 
funzione spiegata nell’esperienza precedente (portare azoto e scaricarne con- 
tinuamente l’eccesso). Con tutte le possibili precauzioni, la campana fu 
riempita d’acqua marina; questa venne scacciata poi dal gas. Il tubo di 
efHusso si fece pescare in soluzione di pirogallolo alcalino %). Tolto allora 


(1) FLoris, op, cit. 

(2) In consimili esperimenti ognuno sa quanto sia difficoltoso ottenere e mantenere 
un ambiente di gas puro, specialmente se un po’ vasto, ed esente da ogni, per quanto 
minima, traccia di ossigeno molecolare. 

(3) Si capisce, che questa era tenuta in bottiglia, al riparo dall’atmosfera esterna. 
Il gas refluo dalla campana vi gorgogliava e usciva da un altro tubo, pescante in -olio 
di vaselina. 
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Veccesso di acqua dalla vaschetta, si mise in funzione il terzo dei quattro 
tubi; diro brevemente, senza accennare a tutte le precauzioni prese, che per 
mezzo di esso si mando nell’interno della campana notevole quantita di olio 
di vaselina, mentre cautamente si eliminava l’acqua, finché questa venne 
sostituita dall’olio, sia dentro, che fuori della campana. Indi il tubo si tappod 
accuratamente. Mediante il quarto tubo si riempi con pirogallato di sodio 
un vaso, che si era previamente introdotto nella campana sperimentale e di 
cui il detto tubo arrivava a toccare il fondo “). 

Il dispositivo per mantenere i Cirripedi al buio perfetto fu analogo a 
quello deli’esperienza precedente. 

La prova, iniziata il 23 aprile, ad ore 12, fu interrotta alla stessa ora 
del 9 maggio, cioe dopo 16 giorni di permanenza in azoto puro. Il gas 
si era rinnovato a giorni alterni, lasciandolo affluire ogni volta per circa 
4 ore. All’apertura della cassetta, i Cirripedi furono trovati vivi, non ana- 
biotici, e capaci di movimenti spontanei; su 28 individui solo tre erano 
morti. 


Esperienza IV. - Il dispositivo fu sostanzialmente identico al precedente. 
La variazione piu importante consistette nella sostituzione dell’acqua con 
idrogeno, dentro la campana, e con mercurio, ulteriormente, entro la va- 
schetta. Il Kipp, con tutto il sistema di lavaggio e purificazione, si fece fun- 
zionare in modo lentissimo ma ininterrottamente per 15 giorni (28 maggio- 
12 giugno). I soggetti sottoposti all’esperimento erano 18; all’apertura della 
camera sperimentale ne furono trovati vivi, non anabiotici e capaci ancora 
di deboli movimenti spontanei, 14. 


Le tre ultime esperienze (II-IV), poiche Pambiente costantemente fu 
costituito da gas inerte, che possiamo praticamente considerare de] tutto 
puro ed esente da tracce di ossigeno; poiché la funzione clorofilliana delle 
alghe rivestenti il guscio, se pure ancor possibile in gas inerti, fu impedita 
da continua e assoluta oscurita; mi autorizzano ad affermare che gli indi- 
vidui di C. s. depressus godano proprieta anossibiotica spiccatissima. 

Sul valore biologico di tale interessante carattere, come sul ricambio 
respiratorio, durante la privazione di ossigeno, riferirO altrove. 


(1) ll vaso in parola aveva bocca larghissima e rimaneva aperto. Prima di intro- 
durvi il pirogallato, era evidentemente pieno di acqua marina; ma questa fu aspirata 
mediante lo stesso tubo, con il quale si fece ulteriormente arrivare la soluzione di acido 
pirogallico e l’idrato potassico. In tutte le operazioni fu rigorosamente impedito il minimo 
accesso di aria dall’esterno, mantenendo il tubo sempre pieno di liquido. 


Biologia (Embriologia sperimentale). — Potenze di ricupero 
e di accrescimento di occhi ciclopi di embrioni «a litioy di Rana 
esculenta. Nota‘ di GapriELLa PastTeGa, presentata dal Socio 
Fs SILVESTRI. 


Da molti anni &-noto, sopratutto per gli studi di Stockard (1906-14), 
Leplat (1913-20) e Cotronei (dal 1915 in poi), che, sottoponendo uova di 
Anfibi ed altri Vertebrati (Releostei), in fase gastrulare, all’azione di deter- 
minati sali, (specialmente di magnesio e di litio) si turba facilmente lo 
sviluppo embrionale di questi animali. Le larve cosi ottenute hanno avuto 
il nome di «larve a litio » termine usato da Herbst per gli Echi- 
nodermi. 

Cotronei osserva che le malformazioni compatibili con lo  sviluppo 
embrionale causate dai sali di litio sono cefaliche e hanno come limite 
Yestremita anteriore della corda dorsale; cid che lo induce ad ammettere 
che nella morfogenesi vi sono due forze direttive (corda dorsale e parte 
precordale del neurasse) che presiedono al normale sviluppo degli organi 
da esse sostenuti. 

Una delle malformazioni pid caratteristiche delle « larve a litio » G) @ 
la ciclopia che, essendo perO sempre accompagnata da imperforazioni boc- 
cali, non pud essere seguita nel suo ulteriore destino, venendo l’embrione 
a morire al termine dell’assorbimento del vitello. 

Cotronei cerco gia molti anni or sono, con esperienze d’innesti e di 
altro genere, di far seguire queste larve nel loro sviluppo, senza riuscire pero 
con «larve a litio» affette da ciclopia. 

Per suo consiglio ho ripreso l’argomento proponendomi di studiare 
col metodo di trapianti se sono rimaste in potenza le intrinseche attivitd 
di sviluppo e di accrescimento dell’occhio (e per esso degli altri organi 
cefalici) inibite in uno stadio molto precoce da una azione paralizzante e 
poi dalla costrizione che si viene a perpetuare, anche in stadi successivi, 
inibendo lo svolgersi di ogni eventuale azione di ricupero da parte dell’ ab- 
bozzo ciclope. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Anatomia comparata della R. Universita di 
Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 26 luglio 1932. 

(3) La parola «larva» nello studio degli Anfibi pud suscitare confusioni. Per ji Co- 
tronei ¢ importante distinguere lo sviluppo embrionale collegato all’assunzione del vitello 
da quello larvale che si inizia quando l’animale comincia a mangiare. I chimismi dei due 
periodi sono profondamente differenti. 


yan 


Le esperienze sono state condotte nella stagione aprile-luglio 1930 e 
marzo-luglio 1931. Le uova di Rana esculenta, trattate in fase di gastrula- 
zione con una soluzione di cloruro di litio m/10 per un tempo variabile tra 
20 e 24 ore in relazione alla temperatura, venivano operate allo stadio di 
bottone codale. L’abbozzo ciclope era trapiantato nella regione ventrale di 
un ospite normale allo stesso stadio. I donatori erano conservati per il con- 
trollo istologico. Mi limito in questa Nota, che sara presto seguita dal lavoro 
in esteso col la documentazione delle microfotografie, a una breve esposizione 
dei risultati. | 

Gli abbozzi ciclopi trapiantati hanno subito un accrescimento pil o 
meno grande: accrescimento che & stato valutato caso per caso sia rispetto 
alla grandezza di un occhio ciclope in situ, cio€ al massimo sviluppo cui 
puo giungere in un embrione « a litio » naturale, sia rispetto alla gran- 
dezza dell’occhio normale dell’ospite; grandezza che dipende dallo stato di 
nutrizione dell’ospite stesso. 

Si € trovata infatti, una stretta relazione tra l’accrescimento dell’ospite 
e quello del trapiantato. 

Tenendo poi presente che, sottoponendo le uova di Anfibi anuri al- 
Pazione di determinati sali, si ottengono_ nell’ulteriore sviluppo tutti gli 
stadi di passaggio tra occhi fusi in vari gradi fino all’anoftalmia (Leplat, 
Cotronei, ecc.), alcuni casi da me ottenuti, in cui si riscontrano occhi 
piccoli, pieni, senza cristallino ne¢ nervo e tutti contornati da tapetum, si 
possono riferire ad un grado notevolissimo di inibizione del territorio ocu- 
lare in rapporto ad una riduzione fortissima della parte pit anteriore del- 
Pencefalo (Cotronei). In questi casi pero'si nota pur sempre un accrescimento, 
tenendo presenti le dimensioni massime e minime degli occhi ciclopi in situ 
e tenendo presente che qui si tratta di massima inibizione. 

Ne deriva che laccrescimento di occhi ciclopi trapiantati é€ ancora 
condizionato alla massa del territorio oculare, cioé al grado di inibizione ' 
da esso sofferto. E infatti in tutti gli altri casi noi possiamo osservare il 
ripetersi di queste modalita. 

Nei casi nei quali la grandezza dell’abbozzo ciclope (e quindi derivato 
dalla fusione di due occhi) trapiantato ha quasi raggiunto quella dell’occhio 
del rispettivo ospite, si puO vedere che linibizione di esso, pur non rag- 
giungendo quella dei casi prima descritti, € stata notevole, si che l’occhio 
sviluppatosi mostra appena qualche segno di dualita (per esempio due cri- 
stallini) e una notevole regolazione della propria forma verso quella di un 
occhio normale. 

Nei casi invece ove l’occhio trapiantato & cresciuto pit dell’occhio nor- 
male dell’ospite ed in modo notevolissimo rispetto ai controlli «a litio » 
al massimo del loro sviluppo, si nota un grado minore di fusione dei due 
originari abbozzi oculari (della presenza di due aperture pupillari fino alle 
fusioni di calici, pur ben distinti ed evidenti). 


In conclusione la presente Nota sta a dimostrare le notevoli potenze 
di ricupero che Vabbozxo ciclope di embrioni a litio di Rana esculenta estrinseca 
nelle nuove condizioni sperimentali da me realixzate col trapianto di esso in 
embrioni normali. Infatti Pocchio ciclope trapiantato si accresce di molto. 

La grandezza cui sono giwnti gli occhi ciclopi trapiantati dimostra an- 
cora che essa & in funzione della originaria massa del territorio oculare (che a 
sua volta & in relazione al grado di inibizione sofferto dagh abbozzi) e 
dell’accrescimento degli ospiti, accrescimento che, a sua volta, dipende dallo 
stato di nutrizione di esst. 
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‘isica. — Ancora su di una nuova esperienza fotoelettrica. Caan 

) del Socio Q. Majorana. Wi. 

In una Nota precedente ho riferito sul modo di comportarsi di pelli- a 
-semitrasparenti di argento depositate su lastrine di vetro, sotto l’azione 

n intenso fascio di raggi pulsante, servendomi del dispositivo ivi descritto. at 

alae: 


esperienze ho ripetuto adoperando pellicole di altri metalli, come 
lird. 
latino. - Vetri platinati a fuoco, del commercio, notevolmente traspa- 
tagliati nella solita misura di cm. 1 X 5, presentano resistenza elettrica 
aggiore dei vetri argentati. Con una tensione di 8 volt, la corrente che 
rcola in essi & di 0.2 ampére. Sperimentando con la lampada a mercurio, 
rileva che, a differenza dell’argento, l’effetto non si afhevolisce notevol- 
a te, per l’interposizione (lungo il percorso dei raggi concentrati mediante 
enti di quarzo) di lastre di vetro comune. L’effetto perciO, non © stretta- 
nente peculiare dei raggi con A< 3000 A. Adoperando la lampada ad incan- 
escenza, l’efletto, inteso come intensita del suono al telefono, si accresce 
rcatamente; pil. di quanto cio¢ non avvenga con argento. Ancora pil / 
enso & il suono, quando si ricopra lo strato di platino di nerofumo. Anzi, 


; () Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1932. 
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questo direttamente nel circuito del metallo. 3g 
In sostanza, il comportamento del platino, giudicato dal risultato fo) 

tali esperienze, sarebbe pit facilmente riportabile ad un semplice effetto 
mico della luce, salvo quanto sara detto in seguito. <= 
Nelle stesse esperienze, ho potuto accertarmi che lo spostamen 

fase g, di cui ho detto nella Nota precedente, é dello stesso ordine di gran- 
dezza di quello trovato per l’argento. A proposito di tale determinazione, sis 
appariva interessante, per le ragioni che saranno dette in seguito, di osse 
se il valore di  fosse indipendente dalla natura della sorgente. Esperies 
eseguite sia con la lampada a mercurio, che con quella a incandescenza, 
ancora facendo assorbire, mediante bacinelle piene di acqua (anche con pareti_ 
di quarzo), le radiazioni pil calde od u.r., non hanno dato sensibile varia-_ 
zione nella determinazione di @. Probabilmente, si deve attribuire tale risul- Si 
-tato negativo, alla piccola precisione del congegno da me realizzato finora. 
D’altro canto, di proposito ho eseguito tale ricerca col platino, che da un ie 
effetto assai pit cospicuo nel campo delle radiazioni visibili ed u. r. Re 
Oro. - Ho preparato lastrine con tale metallo, incollando foglioline | : 
semitrasparenti in verde del commercio, sui soliti vetrini. La loro resistenza 
é tale, che sotto 4 volt si ha una corrente di 0.5 ampére. Lo spessore di_ 
tali roglioline, dedotto dal loro peso, é di uw o.12. Il comportamento — del- 
PAu é in certo modo analogo a quello del Pt; quantunque Il’effetto in ge- 
nere, si appalesi alquanto pit debole. Non si ha percid spiccata selettivita ; 
Penitiey: fed. 
Stagno. - Lamine di circa yw 1.4 (che sono naturalmente del tutto 
opache alla luce), incollate su vetro, hanno dato risultati paragonabili a cs 
ottenuti con Pt e Au, quantunque pil deboli. Questa esperienza, oltre a dix 
mostrare |’attivita dello stagno per leffetto, ¢ notevole perché fa vedere Br 
come tale effetto non sia proprio legato alla condizione di semitrasparenza _ a 
dello strato metallico. Cid & sorter dal fatto che anche lamine sottili 
di stagnola (spessore w 8) dinno ancora un sensibile suono al telefono. 
Questi fatti mi hanno indotto a ripetere le esperienze con !’Ag adoperando — 
anziché pellicole ottenute per via chimica, lamine sottili del commercio con — 
spessori dell’ordine del micron. L’effetto & stato cosi, ancora constatato, con. a 
caratteristiche simili a quelle gid riportate nella Nota precedente, main mi- 
sura assai piu debole. 4 
Alluminio. - Le esperienze sono state eseguite con lamine di 1.7 e 

2.8 micron, incollate su vetro; esse, sotto una tensione di 4 volt, si lasciano _ 
traversare da correnti di 1 ampére o poco pit. Servendosi della lampada a 
mercurio, nelle condizioni gia specificate, non si sente alcun suono al tele- fu 
fono. L’alluminio sembra dunque inattivo; per quanto il suo spessore | sia ry 
piuttosto ridotto ae 17) di fronte, p. es., allo stagno, che da Veffetto ancora 


* 


arse fg) 


cenza, si constata un effetto, per altro piuttosto debole. Lo spostamento 


di fase g sembra maggiore di 45°. Ricoprendo la pellicola di Al con nero- 


Btaime,. il suono al telefono é udibile alquanto con la lampada a mercurio e 
-nettamente con quella a incandescenza. In tali condizioni, eseguendo la solita 


_ compensazione, si trovano per dei valori che appariscono forse senz’altro 
_ maggiori del solito, cioé prossimi a 90°. Ma tale asserzione, per quanto fu 
_detto, merita anch’essa conferma, da ricercarsi con dispositivi pid perfe- 
-zionati. 


Zinco. — Esperienze con lo Zn presentavano un certo interesse, per le 


_ particolari attivita fotoelettriche di questo metallo. Di esso, sono state pre- 
_parate lamine non pit sottili di qualche decina di w, masticiate sul vetro; 


ma esse non hanno dato effetto sensibile. Occorrera ripetere tali esperienze 
con lamine pit sottili, prima di decidere sul vero comportamento di tale 
metallo. 


* 
* 

Riassumendo 1 risultati sperimentali riportati nella Nota precedente e 
‘in questa, si puo dire che l’effetto in parola si constata per tutti i metalli 
predetti, ma con modalita notevolmente differenti. L’Ag presenta la caratte- 
ristica sensibilita per le radiazioni u. v.; ’Al e forse anche lo Zn non sono 
sensibili a tali radiazioni; tutti i metalli presentano poi, sensibilita pit o 
meno marcata per le altre radiazioni. L’uso del nerofumo, deve, con tutta 
probabilita, modificare la natura dell’effetto osservato, riportandolo senz’altro 
ad un fenomeno indiretto, data la opacita (per altro non completa) di tale 


_sostanza; quantunque non rimane per ora comprensibile il fatto che l’argento 


cosi annerito, sia sempre pil sensibile alle radiazioni u. v. di piccola A, del- 
Parco a mercurio. 

Ci si pud domandare ora, se non sia possibile riportare l’effetto osser- 
vato, con le sue molteplici caratteristiche, ad una semplice variazione di 
resistenza, sotto l’azione termica delle radiazioni. Certamente ¢ da ammet- 
tere, che tale ipotest termica sia, almeno in parte, attendibile; ma si puo 
anche pensare che un effetto da essa risultante possa sommarsi con una 
azione della luce, sinora sconosciuta, sulla conducibilita dei metalli (cpotesz 
elettro-oltica). Secondo tali vedute, cio che si osserva risulterebbe dalla 
somma di due effetti che potrebbero avere senso, fase, intensitd anche diffe- 
renti; essi, solo con accurate ricerche sperimentali, potrebbero venire discri- 
minati. Vediamo ora quale attendibilita possa avere l’ipotesi elettro-ottica. 
Per quanto essa non pare possa discendere dalle moderne ipotesi della fisica 
teorica, sarebbe dd ammettere che un effetto da essa dipendente debba ma- 
nifestarsi con estrema prontezza (dell’ordine di 10~* secondi). Per cui, tanto 
che la luce dia Iuogo ad un aumento che ad una diminuzione della resi- 
stenza del metallo, non si dovrebbe constatare alcuno spostamento di fase 9. 


“Ma tale conclusione non porta per ora alcun elemento decisivo contro l’ipo- 


Ko or ttt he } 
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modo eee nis eisuhiar® dalla somma degli affett corris a 
denti alle due ipotesi. Secondo quella termica infatti, come @ noto e co 

ricorderd meglio in appresso, ¢ da ammettersi che si abbia sempre un rita 
di fase di valore piuttosto cospicuo. D’altro canto, l’opportunita di ricorrere ES 
sia pure con ogni prudenza, alla ammissibilita dell’ ipotesi elettro-ottica, pud = 
essere suggerita da due fatti osservati: la sensibilita selettiva dell’Ag per 
lu. v., e la insensibilita dell’Al per le stesse radiazioni. Se si volesse spie- 
gare |’ effetto della luce u. v, con A< 3000 A, sull’Ag (comparato con quello 
delle altre radiazioni contenute nell’arco a mercurio, che, come si é visto, 
é nullo o trascurabile) mediante l’ipotesi termica, bisognerebbe ammettere 
che l’energia assorbita dall’Ag per le grandi A, sia trascurabile. Ora, é pi a 
vero che l’Ag assorbe soltanto dal 7 al 14 °/, circa dalle varie 4 visibili,e 
dal 10 al 65 °/, di quelle <3000 A, mentre ha una zona di trasparenza 
nelle A intermedie; ma non é€ facile dire come si distribuisca oosiets ae 


babilmente un potere assorbente, per te piccole A, minore dell’ Ag non ap- 
pare sinora giustificato il suo eccezionale comportamento nei “igaa del 
Veffetto in parola. 
Tenendo dunque conto dei vari dubbi pil sopra espressi, non si vede | 
sinora il modo di interpretare con tutta sicurezza quanto é stato osservato; 
per cui, battendo altra via, vogliamo cercare di renderci conto quantitativo 
di un eventuale effetto dipendente dalla ammissione della pura ipotesi ter=.7% 
mica. I] descritto dispositivo fa cadere sulla pellicola metallica uma certa if 
quantita di energia raggiante, variabile col tempo. La legge di variazione 
pud ammettersi sinusoidale e pulsante tra zero e 29, intendendo con cio 
riferirsi ad energia che cade sull’ unita di superficie e nell’ unita di tempo. e 
Nella valutazione di tale grandezza, per quanto difficile dal punto di vista 
sperimentale, si tien conto soltanto dell’energia raggiante realmente assorbiee 
dal metallo, prescindendo cioé tanto da quella riflessa o diffusa, che da 
quella passata per trasparenza. L’ipotesi sinusoidale & lecita, potendosi oppor- _ 
tunamente foggiare sia la forma della sorgente luminosa, che quella dei fori 
del disco girante; si pud con cid anche riuscire a far si che solo in deter- a. 
minati istanti eae di ciascun periodo) la illuminazione della pellicola sia 5 
esattamente nulla. Sodisfatte tali condizioni, possiamo scrivere che in ogni 
istante vige la relazione: 


(1) | dq =q(t + coset) dt, 


’ 


2 . ‘ . . . . . 6 
in cui w € la pulsazione dipendente dalla frequenza n di interruzione del 
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- fascio a G56; erate quantita di energia, variabile con legge armonica, da 


_ luogo ad un treno di onde calorifiche, che si propagano attraverso la massa 
‘della pellicola metallica e del vetro di sostegno di essa. Dicendo k la con- 


ducibilita interna del vetro, p la sua densita, c il suo calore specifico, & noto 


come la lunghezza d’onda / sia espressa dalla relazione: 


e nel nostro caso, ammettendo ee oe) 
m= 500, si ha 1= 100. Inoltre, si sa come tali onde sieno molto for- 
temente smorzate; tanto che gia dopo una o due lunghezze d’onda, a partire 


dalla superficie del vetro ricoperta dallo strato metallico, la loro ampiezza 


€ praticamente nulla. A considerare in modo cosi semplice il fenomeno, ci 
autorizza anche il fatto che lo spessore della pellicola metallica (0.1 p circa 
per l’Ag) & trascurabile di fronte a / e a quello del vetro (mm. 1.5). Per cui, 
nella massa di questo, normalmente alla sua superficie, si deve verificare il 
passaggio di un flusso calorifico, che & pulsante solo sino ad una piccola 
profondita, e che poi diventa praticamente costante. Perché tale calore esca 
fuori dalla faccia vitrea opposta, occorre che questa assuma una tempera- 
tura T’,, superiore a quella dell’aria ambiente. Tale uscita di calore dipende 
dai coefficienti di conducibilita esterna del vetro e di conducibilita dell’ aria, 
entrambi di incerta determinazione, come, di conseguenza, é incerta la valu- 
tazione di T,. Ma nel caso delle descritte esperienze, ¢ facile comprendere 
che T, € certamente ben superiore alla differenza termica media tra la faccia 
vitrea e la metallica; per cui quest’ultima, durante l’arrivo della luce pul- 
sante ¢ in media ad una temperatura poco diversa da T,. Le due facce 
percio, danno luogo verso I’esterno, a due flussi termici all’incirca eguali 
(in media). Si conclude che il flusso qg si debba dividere in due parti al- 
Pincirca eguali, e che quello che entra nel vetro é meglio espresso dalla 
relazione: 


I 
(2) dg = —-q(1 + cosa ?)dt, 


dove g rappresenta sempre la quantita di energia raggiante media assorbita 
nell’unita di tempo dall’unita di superficie metallica. Stabilita tale relazione, 
si tratta di determinare come vari la temperatura della faccia metallica. Il 
problema si risolve applicando le note leggi della propagazione del calore, e 
debbo alla cortesia del prof. D. Grafh, la esecuzione di tali calcoli. Di- 
cendo T quella temperatura, essa € espressa con ottima approssimazione da: 


d q Te 
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Per la discussione nostra, ha importanza il terzo termine, che esprime 


l 
mento termico periodico, che ¢ in ritardo di fase 9 = ie sul flusso calori- 


fico entrante nella lamina metallica. Ora, nelle mie esperienze, mi € parso 


di trovare talvolta valori di @ alquanto minori. Sotto tale riguardo, sara — 


interessante ripeterle con dispositivi pil perfezionati, prima di fare altre de- 
duzioni. 

La (3) potrebbe permettere inoltre, di procedere alla valutazione del- 
Pampiezza della parte pulsante di T. Si tratta anzitutto di valutare g. Nel 
caso dell’argento, si ¢ visto che sono principalmente attive le A< 3000 A. 
Ora, dal dispositivo sperimentale e dai dati incerti che ho potuto racco- 
gliere sull’argomento, sembrerebbe che per tali A, nel caso dell’arco a mer- 
curio, debba ritenersi g = 0.05 watt, cioé circa 0.01 p.c. per cmq. ea 1”. 
Sostituendo nella (3) tale valore, insieme con gli altri prima indicati, e 
tenendo conto che d = cm. 0.15, si ha: 


Le T5:+ 0°.75),+0°.001 cos (oi — oa, : 


Per le ragioni gia dette, non si é tentata la valutazione di T,, il che 
del resto non ha interesse. Tale relazione ci dice che la temperatura della 
pellicola di argento, sotto l’azione delle radiazioni u. v. emesse dell’arco 
pulserebbe di */:000 circa di grado in pit o in meno, rispetto al suo valore 
medio. A cio corrisponde, ammettendo il comune valore per il coefficiente 
termico della resistenza, una pulsazione di questa, circa dieci volte piu pic- 
cola di quella osservata nelle descritte esperienze. Cio confermerebbe dungque 
Pattendibilita dell’ipotesi elettro—ottica; e a tale conclusione si pud arrivare 
anche, ricordando che per Valluminio, che ha coefficiente termico di resi- 
stenza alquanto maggiore di quello dell’argento, non si ¢ constatato effetto 
alcuno, con la lampada a mercurio. Tale fatto starebbe a indicare che quel- 
Vipotesi porterebbe ad ammettere un effetto che é peculiare dell’Ag, e non 
é presentato dall’Al. Se ora si estendono le precedenti considerazioni quan- 
titative alle esperienze eseguite con la lampada ad incandescenza, od anche 
in generale a tutti gli altri metalli all’infuori dell’Ag e dell’Al, & meno 
attendibile la formulazione dell’ipotesi elettro—ottica; giacché o il flusso ca-_ 
lorifico dovuto a A pit. lunghe é notevolmente maggiore di quello pid sopra 
ammesso, od anche quei metalli presentano poteri assorbenti per tali A, piu 
notevoli. 

Peraltro, un’altra riserva va fatta a favore dell’ ipotesi elettro—ottica. 
Occorrera infatti tener conto dei valori effettivi dei coefficienti termici di 
resistenza delle pellicole metalliche. Tali coefficienti, per le ricerche di di- 
versi autori, possono infatti presentare marcate differenze con quelli di cam- 
pioni di metalli con sezione notevole: in alcuni casi, essi possono essere 


la parte variabile col tempo, di T. Si vede che essa rappresenta un incte- 
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—addirittura nulli od anche negativi. Nel caso poi di pellicole aderenti a lastre 
di vetro, grosse di fronte alla lunghezza d’onda termica, tali pellicole non 
sono libere di dilatarsi sotto i singoli impulsi termici; e questo fatto pud , 
anche influire sul valore dei coefficienti termici di resistenza. 
Ba Termino questa Nota, accennando ad una_esperienza complementare. 
Se lipotesi termica bastasse a spiegare i fatti osservati, si dovrebbe con- 
: statare secondo la (3), una variazione nella intensita dell’effetto al variare 
~ della conducibilita termica del sostegno della pellicola metallica. Un dispo-— 
sitivo che in certo modo realizza tale concetto é il seguente. La lamina 
di Ag € immersa in acqua contenuta in un tubo di quarzo fuso trasparente; 
Pacqua puo scorrere o star ferma. La luce u. v. come é€ noto, traversa 
tanto il quarzo che l’acqua. Ripetendo con tale pellicola l’esperienza, essa 
riesce ancora, e |’intensita del suono al telefono rimane immutata sia con 
-acqua ferma che con acqua in moto. Evidentemente il caso dell’acqua in 
moto deve corrispondere a quello dell’aumentata conducibilita termica. 
Concludendo, diro che mi @ parso opportuno rendere di pubblica ra- 
gione sin d’ora i numerosi fatti descritti, per quanto essi dovranno formare 
oggetto di ulteriore studio sperimentale e teorico. In base a tale studio si 
potra giudicare a suo tempo della definitiva attendibilita o meno delle for- 
mulate ipotesi. 
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“s Fisica. — Sulle bande di oscillazione e rotazione dell’ammo- 
> ‘niaca. Nota“ del Corrisp. E. Fert. 


ee La molecola di ammoniaca, NH,;, ha, come é noto, una configurazione 
a piramide triangolare regolare, di cui il vertice principale & occupato dal- 
Vatomo di azoto, mentre i tre vertici del triangolo base sono occupati dai 
oa tre atomi di idrogeno. Conformemente a questa struttura l’ammoniaca ha 
quattro frequenze fondamentali, di cui due sono doppiamente degeneri, mentre 
le altre due sono semplici. Queste due ultime corrispondono a forme di 
vibrazione in cui la molecola conserva sempre ]a simmetria di piramide re- 
golare; mentre si hanno variazioni dell’altezza e del lato di base della pira- 
mide. Le due frequenze semplici hanno approssimativamente i valori di 950 
e 3330 cm~';e la prima di queste, di cui particolarmente ci interesseremo 
in questo lavoro, corrisponde a un movimento per cui, con approssimazione 
sufficiente, pud ritenersi che vari solo Valtezza della piramide, mentre le 
dimensioni del triangolo di base restano invariate. Come coordinata per 
< descrivere questa oscillazione potremo dunque prendere la distanza x del- 
r. Patomo di azoto dal triangolo dei tre idrogeni; ora ¢ evidente che |’atomo 

di azoto ha due posizioni di equilibrio rispetto al triangolo degli idrogeni, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 29 luglio 1932. 


{Ves 


sel Oy 


situate simmetricamente rispetto al piano di questo; in conseguenza Penergia — 


potenziale, U(x) considerata come funzione di x, sara una funzione pari» 
di x con due minimi corrispondenti alle due posizioni di equilibrio, per — 
x= +x, (fig. r). Cid ha per conseguenza “ che i livelli di oscillazione: 
della molecola vengono ad essere doppi; lo sdoppiamento ¢ dovuto alla pos- 
sibilita che ha Patomo di azoto di attraversare il piano occupato dagli idro- 
geni passando dall’intorno di una delle due posizioni di equilibrio all’ intorno 
delPaltra. Per questo l’atomo deve oltrepassare una barriera di potenziale il 


Ia, Ibs 


cui culmine si trova in corrispondenza di x = 0; la separazione di due 
livelli € poi data, come @ noto, dalla frequenza con cui avviene il passaggio 
dell’atomo attraverso alla barriera di potenziale. Essa andra percid aumen- 
tando nei successivi livelli di oscillazione, poiché la loro energia andra sempre 
pil. approssimandosi alla sommita della barriera di potenziale. 

In conseguenza di questa struttura dei livelli di oscillazione, tutte le 
righe di oscillazione e di rotazione vengono ad essere doppie; come si 
osserva effettivamente p. es. nella banda situata a circa 950 cm—?, in cui 
le righe di rotazione presentano uno sdoppiamento di circa 30 cm—'. 


(1) D. M. Dennison e J. D. Harpy, «Phys. Rev.», 39, p. 938 (1932). 


eee at ee 


Lo scopo di questo lavoro ¢ di studiare quale etfetto sia esercitato dalla 
-rotazione della molecola sopra lo sdoppiamento; sperimentalmente si osserva 


infatti che esso non & costante nei diversi termini di rotazione, ma va de- 
crescendo col crescere del numero quantico di rotazione riducendosi dal va- 
lore iniziale di circa 33 cm~—* fino al valore di circa 23 cm—* corrispon- 
dente all’undicesimo livello di rotazione “. 

L’effetto della rotazione sopra lo sdoppiamento pud qualitativamente 


_interpretarsi osservando che, quando la molecola ruota, la forza centrifuga 


tende ad allontanare l’atomo di azoto del triangolo dei tre idrogeni; per 
modo che essa viene ad ostacolare il passaggio dell’atomo di azoto_attra- 
verso al triangolo dei tre idrogeni, agendo come una elevazione supplemen- 
tare della barriera di potenziale che separa le due posizioni di equilibrio 
simmetriche. Ne risulta un abbassamento della probabilita di scambio tra 
le due posizioni di equilibrio, e quindi una diminuzione dello sdoppiamento, 
tanto maggiore quanto piu rapida é Ja rotazione. 

Questo modello schematico del fenomeno é dunque qualitativamente 
in accordo con quanto si osserva sperimentalmente. Ci/proponiamo ora di 
far vedere che anche l’ordine di grandezza previsto dalla teoria per l’entita 
dell’effetto corrisponde bene a quanto si osserva. 

Per determinare completamente la forma e le dimensioni della pira- 
mide triangolare che rappresenta la molecola di ammoniaca, occorrerebbe 
conoscerne i momenti principali di inerzia. Questi, per simmetria, si ridu- 
cono a due soli: A e B, dove con B si é indicato il momento relativo 
all’asse di figura e con A il momento relativo a una retta passante per il centro 
di gravita e perpendicolare all’asse di simmetria. Di questi due momenti 
uno solo € noto dallo spettro di bande: da esso risulta A = 2.80-10—#°. 
L’altro momento B pud soltanto valutarsi con considerazioni indirette e, 
secondo Dennison, si deve prendere all’incirca B = 4.76-10 —4°. Nei cal- 
coli seguenti, nei quali del resto ci interessano soltanto gli ordini di gran- 
dezza, ci appoggeremo sopra questi dati. Da essi risulta il lato del triangolo 
‘base della piramide 

i= 169 2 1O7 = 


e l’altezza della piramide 
oper 329 LO = os 


Se supponiamo che la molecola si deformi, conservando la base inva- 
riata mentre varia l’altezza x, il momento di inerzia B non variera; 
mentre il momento A sara una funzione di x. Con considerazioni elementa- 
rissime si. trova 


(1) A = 2.38-10—4° + 4.10+- 107 4.x? = Ao + m x? 


(1) E. F. Barker, «Phys. Rev.», 33, p. 684 (1929); i risultati sperimentali di Barker 
sono stati riordinati da P. M. Bapcer, « Phys. Rev.», 35, p. 1038 (1930). 
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dei tre idrogeni. 
Siccome la molecola ha ellisse d’inerzia di rotazione, la sua energia 
di rotazione sara data, come é noto, da 


ea OG Ronee Mn Mk es yn 
ee BED (Dey 


dove J ed Q=J sono numeti interi che rappresentano il momento totale 
della molecola e il momento di rotazione rispetto allasse di figura, misu- 
rati in unita b/2 7. 

Per valori fissati di Je Q, Venergia di rotazione viene dunque ad es- 
sere, secondo (1) e (2), una funzione della x. Ora si trova facilmente che, 
in prima approssimazione, la forza che si esercita tra il piano dei tre 
idrogeni e l’atomo di azoto, mentre la molecola € in rotazione, pud con- 
siderarsi derivata da una energia potenziale: 


G) V (x) = U (x) + War (x) + costante 


ottenuta aggiungendo all’energia potenziale U (x) che si ha nella molecola 


ferma, l’energia (2) della rotazione; cid equivale sostanzialmente a tener — 


conto della forza centrifuga. Come massa vibrante dovremo poi prendere la 
massa ridotta m tra la massa dell’azoto e quella dei tre idrogeni. 
Consideriamo dapprima loscillazione della molecola quando essa non 
ruota. Se come valor medio della frequenza di oscillazione prendiamo 
95o0cm~', il primo livello eccitato di oscillazione avra una energia di 


3 


5 950 = 1425 cm ~", paria 2.8-10—'3 erg, superiore all’energia che avrebbe 


la molecola se i suoi nuclei fossero fermi nella posizione di equilibrio. 
D’altra parte l’energia potenziale della forza di richiamo, per. oscillazioni 
nell’intorno della posizione di equilibrio x., pud mettersi nella forma 


(4) U = 27? mv? (x — Xo)? = 65700 (x — x,)?. 


Segue dunque che l’ampiezza M della vibrazione che si avrebbe secondo 
la teoria classica per il primo livello di oscillazione é 


2.0 @ EO; 225 . 
yon == 01206. Toss 
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Secondo la teoria classica si potrebbero avere due vibrazioni perfetta- 
mente equivalenti attorno alle due posizioni di equilibrio simmetriche ri- 
spetto al piano dei tre idrogeni; secondo la meccanica ondulatoria esiste 
invece una probabilita finita per il passaggio tra queste due forme di oscil- 
lazione attraversando la barriera di potenziate EHF che le separa. La semi- 
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_larghezza GF = b della barriera di potenziale é data evidentemente. dalla 
semi distanza x delle due posizioni di equilibrio, diminuita della ampiezza 
dell’oscillazione classica. Essa & cioé nel caso nostro 


(5) b = 0.32- 10—*§,— 0.206 - 10-8 = 0.114+ 10-8, 


Per valutare anche l’altezza p = GH della barriera di potenziale, pos- 


‘siamo utilizzate il dato che la separazione dovuta alla possibilita dell’azoto di 


attraversare la barriera di potenziale, quando J = O, é di circa 33 cm—'; 


cid vuol dire che i passaggi dell’azoto da uno all’altro degli intorni delle 


due posizioni di equilibrio simmetriche avvengono con una frequenza di 
33 cm—*. Naturalmente, per un calcolo teorico di questa frequenza, sarebbe 
necessario conoscere esattamente la forma della barriera di potenziale; per una 
semplice valutazione dell’ordine di grandezza, quale é quella che qui ci 
imteressa, ci bastera invece supporre arbitrariamente che Ja barriera di poten- 
ziale abbia forma di parabola dato che essa certamente non si discostera 
di molto da tale configurazione. Prenderemo dunque come forma della bar- 
riera la seguente: ! 


(6) e@=p—fx 


Per il nostro calcolo grossolano, possiamo calcolare la frequenza dv 
con cui avvengono i passaggi attraverso alla barriera di potenziale con la 
formula 


= : on i ne ie 
(7) dv = ve WISI (b = costante di Planck); 


né d’altra parte avrebbe molto scopo fare il caicolo con maggiore esat- 
tezza data |’incertezza sopra la forma effettiva della barriera di potenziale. 
Tenendo presente la (6) ed effettuando |’ integrale si trova 


2h = 
}v 7 Vom} 


(8) : 


ponendo in questa formula dv = 33 cm—',v = 950cm~—* e ponendo per 
b,med h i loro valori numerici si ricava l’altezza p della barriera di 
potenziale. Essa risulta 


p= 4.6-10—erg = 2350cm~*. 


Per calcolare l’effetto della rotazione della molecola, sostituiamo in 
(2) Vespressione (1) del momento di inerzia A, e sviluppiamo rispetto alle 
potenze di x, arrestandoci ai termini in x?. Troviamo allora 


BAT) ET) I Ve iil | 
eager ica. Be Ag | 8a A’ x? 


Sostituiamo questa. espressione nella (3), e disponiamo 
arbitraria in modo che nelle due posizioni di equilibrio U e Vs 
tra di loro, in modo che, in prima approssimazione, non vari i 
energetico. Poniamo dunque: 


(x0) V@)= UG) +R In 2) 


Pultimo termine di questa formula rappresenta l’elevazione della bart 
di potenziale dovuta all’effetto della rotazione. Per calcolare la separazior a 
dvy dei termini dovuta all’attraversamento della barriera di poten 

potremo applicare ancora una formula analoga alla (7) dove perd sottc 
radicale si dovra porre la somma di g(x) e dell’ultimo termine di. (1 
Troviamo cioé -*. haee 
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se 


(Tal) Mae 


Te — dx «[}(J + 1) 97] 
a : if ae 
(12) Su apet le Vig ihe 


da cui, effettuando la quadratura, 


ae Gs ; =) G+ )—27] 
hae ewe Ar Vp ie 
(13) dvg = Ove . 


Possiamo infine, nella nostra approssimazione, sviluppare Vesponenziale 
scrivendo 


(14) Seu eee hm3l? pb a 


eee TUG + 9-99. a 


Ponendo per le varie grandezze i loro valori numerici ed esprimendo | 
le frequenze in cm—', si trova 


(15) ova = 33 — 0,083 [J J + 1) —07] 


che ci esprime la separazione del termine con numeri quantici di rotazione 


Jed Q. 


Per quanto si riferisce al confronto con l’esperienza, si osservi che, 
finché si prescinda dalla separazione qui discussa, dovuta alla possibilita Cc 
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oltrepassare la barriera di potenziale, termini che differiscono soltanto per 


il valore di Q vengono a dar luogo a righe coincidenti, poiche vale la 


regola di selezione AQ = 0. Risulta invece da (15) che le righe corrispon- 
denti a termini che differiscono soltanto per il valore di Q sono un po’ 
spostate le une rispetto alle altre. In pratica il potere risultativo non é 
pero sufficiente per osservare queste separazioni, e si osservano solamente 
gli addensamenti di queste righe che, come facilmente si vede, hanno luogo 


' in corrispondenza di Q = 0. Cid che in pratica si pud vedere é dunque 


soltanto la separazione che si ottiene ponendo nella (15) Q = 0. Cioé 


0,08 3 J J tr 1) if 


La separazione calcolata con questa formula per i successivi termini di 
rotazione coincide molto bene con quella che si osserva sperimentalmente. 
P. es per J = 11, che é il massimo numero quantico per cui si hanno 
osservazioni, risulta dalla (16) dv,, = 22 mentre sperimentalmente si trova 
una separazione di 23 cm—"'. 

Naturalmente fenomeni del tipo di quello qui studiato per il primo 
termine eccitato della frequenza 950, si hanno anche negli altri termini, 
ma essi sono meno bene studiati, parte per la loro piccolezza e parte per 
la debole intensita delle bande ad essi corrispondenti. In particolare anche 
il termine fondamentale deve presentare una separazione analoga. Anzi la 
determinazione che abbiamo fatta della altezza della barriera di potenziale 
che separa le due posizioni di equilibrio, permette di fare una valutazione 
dell’ordine di grandezza di questa separazione: esso risulta all’ incirca di 
aC 4 
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Chimica. — Velocita di dissoluzione di allumine industriah 
nella criohite fusa‘. Nota® del Socio N. Parravano e di 
O. D’AGOSTINO. 


Le allumine che provengono dalla demolizione di edifici molecolari 
differenti presentano proprieta diverse. Queste dipendono dai composti da 
cui le allumine prendono origine e dalle condizioni nelle quali si effettua 
la scomposizione di essi 6), 

Per l’interesse che la proprieta pud avere in pratica, si é voluto stu- 
diare Ja velocita con cui le tre allumine fino ad oggi impiegate per la 
fabbricazione dell’alluminio, e cioé quelle: Bayer, Haglund, Blanc, si di- 
sciolgono nella criolite fusa. 

L’allumina Bayer proviene dalla calcinazione dell’idrossido cristallino 
(Bayerite) a circa 1200°-1300°. Quando si riscalda la bayerite, gid a 
500°-600° si ottiene un ossido, y Al,O;, di densita elevata, nettamente 
cristallino, ben agglomerato, che alla temperatura di calcinazione nei forni 
industriali ¢ completamente trasformato nell’ossido stabile, « Al,O; . 

L’allumina Haglund si forma da bagni fusi ed ha proprieta paragonabili 
a quelle del corindone, e cioé, pure avendo la stessa struttura cristallina 
del prodotto Bayer (« Al,O;), si presenta in cristalli di maggiori dimensioni 
ed ¢ pit. agelomerata. 

L’allumina Blanc 4) si differenzia nettamente dai due tipi descritti. 
Essa si origina dalla demolizione termica degli idrati del cloruro o del 
nitrato di alluminio, e per la bassa temperatura alla quale ha luogo la 
scomposizione non ha gli atomi ordinati in un assetto reticolare stabile. 
Il prodotto ha grande superficie specifica, notevole potere adsorbente, e mar- 
cata reagibilita con acidi e con alcali. Con Pesame réntgenografico non si 
mettono in evidenza carattCeisuciie di cristallinita; tuttavia esso & otticamente 
anisotropo. 

Fra 650° e 900° l’allumina Blanc subisce una trasformazione accom- 
pagnata da sviluppo di calore. Si origina un prodotto con un assetto cri- 
stallino pitt netto e con densita, reale ed apparente, notevolmente mag egiore. 

Con ulteriore riscaldamento si arriva all’assetto dell’ossido  stabile 
passando per una fase esagonale o romboedrica che differisce dall’«Al, O: 
per una maggiore distanza fra gli atomi del reticolo. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Chimico della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 10 settembre 1932. 

(3) N. Parravano, L’allumina Blanc, «Memorie della R. Accademia d’Italia», 
Vole O 3: 

(4) N. Parravano, loc. cit. 
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La trasformazione ¢ irreversibile e la sua entita dipende dalla tempe- 
ratura e dalla durata del riscaldamento. 

— La velocita di dissoluzione di un solido é funzione, fra l’altro, della 
estensione della superficie di contatto e quindi del grado di dispersita della 
sostanza che si considera. 

Il processo si compie in due stadi: 


a) passaggio di materia dal solido al liquido; 
b) ripartizione uniforme del soluto nel solvente. 


Per forme diverse di una stessa sostanza, rispetto a uno stesso solvente, 
quando si sia assicurata la costanza della seconda condizione (ad es. agitando 
sempre allo stesso modo) la velocita di dissoluzione dipende dall’energia 
di attivazione “) nel passaggio di materia dal solido al liquido, energia le- 
gata alla struttura superficiale (spigoli e vertici) ed a quella interna (defor- 
mazioni reticolari, maggiore distanza fra gli atomi del reticolo). 

E da prevedersi pertanto che, fra le tre allumine prese in esame, alla 
Blanc debba spettare una maggiore velocita di dissoluzione nei fusi di criolite 
quando si ammetta che questa velocita sia superiore a quella di trasforma- 
zione nell’ossido « stabile. 

Ed infatti, se in un fuso di criolite mantenuto a 1050° si_ intro- 
ducono le tre allumine nella stessa quantita e nella stessa granitura, e 
Si agita sempre allo stesso modo, si osserva che il tempo necessario af- 
finché il liquido, diventato torbido per l’aggiunta dell’ossido, torni di nuovo 
trasparente, ¢ nel caso dell’allumina Blanc notevolmente minore che per 
le altre due. 

Si € voluto precisare meglio la differenza, e si € misurato a questo 
scopo come varia, in funzione del tempo, la conduttivita di bagni di criolite 
ai quali sono state aggiunte quantita determinate di allumina. 

Il metodo é stato gia impiegato con successo per studiare la velocita 
di dissoluzione di sostanze solide ©”. 

— K. Arndt e W. Kalass %) hanno eseguito misure di conduttivita su 
bagni di criolite contenenti allumina. Dai risultati di questi Autori si ricava 
che la variazione di conduttivita del fuso di criolite per aggiunta di allumina 
é€ molto piccola, per modo che non poteva pensarsi per le misure in que- 
stione ad un ordinario dispositivo a ponte di Kohlrausch, tanto piu che, 
da una parte l’ascoltazione telefonica sarebbe stata disturbata dai rumori 
della manovra dell’agitatore, e dall’altra era necessario seguire con conti- 
nuita l’andamento del fenomeno. 


(1) W. Ferrxnecut, Ueber topochemische Umsetzungen fester Stoffe in Fliissigkeiten, 
« Fortschritte der Chemie, Physik und Physikalischen Chemie», vol. 21 (1930). 
(2) BupnikorF, «Z, anorg. Chem.», 125, 257 (1922); 191, 79 (1930); « Tonind,— 


Leite se sls6 737 (1927) 
(3) «Zeit. Elektroch.», 30, 12 (1924). 
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Si € operato petcio a questo modo. 

Si ¢ impiegata una cella costituita da un recipiente cilindrico di pla- 
tino mantenuto al centro di un forno Heraeus. Due piastrine di platino 
(10 X 20 X 1mm.) costituivano gli elettrodi ed erano sostenute da grossi _ 
fili dello stesso metallo, i quali per quasi tutta la loro lunghezza erano 
rivestiti con porcellana dura per assicurarne l’isolamento e per fissare l’as- 
sieme allo stativo dell’apparecchio. . 

Fra gli elettrodi si trovava l’agitatore di platino che ruotava sempre 
con la stessa velocita. 

La temperatura del forno veniva regolata automaticamente da un termo- 
regolatore potenziometrico Leeds e Northrup comandato da un termoele- 
mento Pt—Pt-Rh la cui saldatura era immersa nel fuso di criolite. 

Per la misura di conduttivita si € adoperato un dispositivo a ponte 
costituito nella maniera seguente. 

In derivazione sulla resistenza di confronto é stato collocato un grosso 
condensatore variabile a spine per compensare le forti correnti di sfasa- 
mento prodotte dalla capacita del sistema. Il ponte era alimentato da un 
oscillatore a valvola termoionica che forniva una tensione di forma definita 
e costante di circa 1100-1200 periodi. Sul reocordo era derivato, in luogo 
del telefono e a mezzo di un trasformatore di modulazione per trasmissioni 
radiotelefoniche del rapporto 1/25, un voltometro a valvole munito di 2 stadi. 
di preamplificazione. Nel circuito anodico della valvola voltometrica era 
inserito un voltometro di 3 v - 1000 ohm usato come milliamperometro 
(3 milliamperes fondo scala - 150 divisioni). 

Chiuso il ramo incognito del ponte su una resistenza di 0.3-0.1 ohm 
ed equilibrati i bracci, era possibile rilevare, nelle condizioni nelle quali era 
messo a punto l’apparecchio, una variazione di resistenza dell’ordine di 
0.001 ohm. Per una variazione massima della resistenza di 0.01 ohm, ed 
agendo opportunamente sul potenziale di griglia e sul potenziale anodico 
della valvola voltometrica, si poteva far variare entro larghi limiti la sen- 
sibilita dello strumento pur rimanendo lineare il rapporto fra eli sposta- 
menti dell’ago e Ja variazione di resistenza. : 

Prima di procedere alle esperienze ci siamo accertati con prove in 
bianco che, nelle condizioni in cui si operava, la resistenza del fuso di 
criolite rimaneva la stessa dal principio alla fine della prova. 

Si ¢ regolata la temperatura di esperienza a 1050°. 

Raggiunto il regime veniva anzitutto equilibrato il ponte prendendo 
nota della resistenza iniziale della criolite e quindi, agendo Opportu- 
namente sul condensatore di compensazione e sul potenziale di griglia 
della valvola voltometrica, si portava l’ago del milliamperometro ad una 
divisione stabilita. Successivamente si versava l’allumina per mezzo di un 
tubo di porcellana, e si seguiva la posizione ‘dell’ago del milliampero- 
metro. 
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Sono stati aggiunti ogni volta 15 grammi di allumina (passata al 
setaccio di 4900 maglie per cm?) in un Man di 100 grammi di criolite 
naturale. 

Per questa concentrazione, alla temperatura di 1050° alla quale si ¢ 
sperimentato, il diagramma di stato del. sistema allumina—criolite “ dimostra 
che esiste soltanto liquido. 

In un primo momento l’aggiunta di allumina provocava un forte aumento 
di resistenza dovuto all’abbassamento della temperatura del bagno ed alla 
eterogeneita di esso. 

Nella tabella seguente e nei diagrammi della figura sono tiportate le 
resistenze, a partire da quando Ja temperatura tornava a stabilizzarsi al 
valore primitivo di 1050°, il che si verificava dopo 2-4 minuti. 


Resistenza del fuso puro di criolite a 1050° 0.1682 ohm. 


Resistenze in ohm delle soluzioni a 1050° 
con allumina: 


BLANc BAYER HAGLUND 

dopo 2m. 0.1947 — — 

» ap). 0.1807 0.2107 — 
» 4 » 0.1757 0.1957 0.2117 
» 5 » On 757 0.1837 0.2057 
» 6 » 0.1757 0.1782 0.1982 
» vane 0.1757 0.1767 0.1907 
» 8 » 0.1762 0.1767 0.1832 
» 9 » 0.1767 0.1672 0.1792 
» IO » 0.1767 0.1772 0.1787 
» a 0.1767 0.1772 0.1782 


I valori sono ciascuno la media di tre esperienze molto concordanti. 

Dalla figura si vede che, ristabilitasi la temperatura, la resistenza del 
bagno si va abbassando pit’ o meno rapidamente a seconda del tipo di 
allumina fino ad assumere un valore costante. In questo periodo di varia- 
zione rapida si effettua la dissoluzione dell’allumina sospesa. 

A partire perciO dall’inizio dell’esperienza sono occorsi all’incirca: 
quattro minuti per la Blanc, sei per la Bayer, e nove per la Haglund per 
passare in soluzione. | 


(1) PascaL e Jountaux, « Bull. Soc. Chim. », 13, 439 (1913); R. Lorenz, A. Japs 
e W. Erret, «Z. anorg. Chem.», 83, 39 (1913); G. A. Rousw e M. Miyake, « Trans. 
Am. Electr. Soc.», 48, 99 (1925). 
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La resistenza iniziale della criolite é¢ di 0.1682 ohm, e dopo la disso- 
luzione dell’allumina essa diventa 0.1767—-0.1782 ohm. E cioe la presenza 
dell’allumina accresce la resistenza del bagno. 

Questo risultato concorda con quanto hanno trovato Arndt e Kalass © 
secondo i quali la conduttivita diminuisce linearmente con |’aumentare del 
contenuto in allumina. 


Ohm 
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Dai valori ottenuti, questi autori hanno calcolato per estrapolazione 
che la conducibilita del bagno diverrebbe nulla in corrispondenza del 100 °/, 
di Al,O;, ed hanno considerato percid Vallumina contenuta nel bagno 
come soluto non dissociabile. 

— Sebbene numerose cause perturbatrici tolgano rigore quantitativo al 
metodo seguito per stabilire la diversa velocita di dissoluzione delle tre 
allumine nei bagni di criolite, i risultati ottenuti permettono nettamente di 
fare il confronto che ci eravamo proposti. 

Delle tre allumine studiate risulta infatti che quella che passa pil fa- 
cilmente in soluzione & la Blanc, e quella che si discioglie pit difficilmente 
¢ la Haglund. 


(1)elocrcit. 


Geologia. — Una inlerpretazione tettonica del promontorio 
occidentale del Golfo della Spezia. Nota“ del Corrisp. G. Rove- 
RETO. 


Esamino e cerco di spiegare, valendomi di Note mie e di altri, in par- 
ticolar modo di quelle di D. Zaccagna, con i concetti che ho di recente intro- 
dotti e seguiti, studiando la formazione ofiolitifera dell’Appennino, la piu 
curiosa ed eccezionale consistenza tettonica della Liguria, quella del pro- 
montorio occidentale del Golfo della Spezia. 

Consta, questo promontorio, di una serie, in prevalenza monoclinale, 
di terreni mesozoici, che si pud chiamare serie normale, dal trias al seno- 
niano, compreso il neocomiano e il titonico: ¢ la serie delle Apuane e, se 
si vuole, della falda toscana, come io l’ho distinta. 

2 serie normale € compresa in un anticlinale di macigno eocenico, 
del livello pit profondo, il quale pud essere, o non, in falda. 

Nei sinclinali laterali a questo anticlinale si ha una serie scistoso— 
ofiolitifera, cretacea — questa cretacita € sempre stata sostenuta dal Sacco, 
ma con altre limitazioni — avente tutt’altri termini (cid si intende per il 
cretaceo, poiché il resto non é presente) della serie normale: la contrap- 
posizione di queste due serie ¢ solo spiegabile con l’arrivo di una falda, di 
quella che ho denominata falda ligure-toscana; come pure, unicamente con 
Vipotesi della falda ¢ spiegabile la presenza nei sinclinali di terreni pit an- 
tichi di quelli degli anticlinali, poiché la falda € arrivata quando il macigno 
degli anticlinali, che forma ora finestre, era gia depositato. 

Il parossismo orogenico ha perd luogo dopo l’arrivo della falda, e com- 
prende cretaceo ed eocene: questo, che é inferiore, si inflette, unitamente 
alla copertura, per mezzo di anticlinali, quasi sempre ribaltati. 

Nel fianco di uno degli anticlinali maggiori, quello di Val di Vara- 
Spezia, si ¢ manifestata una piega-faglia inversa, dovuta a spinte tangen- 
ziali, e non radiali, durante la fase finale del periodo orogenico. Difatti, la 
meta per lungo del nocciuolo anticlinalico, costituito da mesozoico ha, pur 
essendo a tetto, risalito su di un piano di macigno funzionante da muro, 
macigno che era una delle gambe dell’anticlinale: il piano di faglia é risul- 
tato conforme, ossia inclinato come gli strati: l’entita del rigetto non & 
calcolabile, ma deve essere notevole, almeno eguale allo spessore della serie 


mesozoica. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 26 agosto 1932. 
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Cosi, veniva spinta verso l’esterno la serie mesozoica normale del 
promontorio occidentale del golfo spezzino, che all’afhoramento in piano 
risultava poi come una lama appuntita, la meta di un brachianticlinale. 

L’esame di alcuni particolari precisa meglio questa sintesi. 

Di contro a Carrodano, sul prolungamento condotto idealmente verso 
nord-est della lama mesozoica, si trova il primo indizio, agli altri autori 
sfuggito, del singolare movimento della lama, ossia si ha una piccola massa 
di calcare neocomiano, che é cinta da una parte da scisti policromi del se- 
noniano, ed ¢ evidentemente isolata nello scisto ofiolitifero, quindi massa 
estrusa, divelta da un sottostrato. 

La teoria dell’estrusione, come concreta nata di recente, soprattutto per 
spiegare la dispersione di masse rocciose isolate dove si veniva a negare 
Pesistenza di falde, come nei Pirenei, ¢ simile, ma non eguale, a quella del 
diapirismo. Si ¢ dato a poco, a poco, a quest’ultimo un significato assai 
pit. ampio di quello originario; ma che ora va ristretto, poiche bisogna 
limitarlo a indicare lo spostamento e la penetrazione di cupole e lame, in 
particolar modo dovute a precipitazioni chimiche e chimico-organiche, prive 
quindi di un sottostrato continuo: l’estrusione, invece, é la risalienza e il 
viaggio isolato di masse di qualsiasi natura, che io avevo gia distinto come 
intrusiont tettoniche (Trattato, p. 276), che sono state divelte e allontanate 
da un sottostrato, e corrisponde a un concetto che nelle regioni con serie 
di rocce a plasticit’ variata & applicabile di sovente. Cosi, avrd prossima- 
mente occasione di usarne, tanto per lame di calcare dolomitico esistenti 
nella serie antracolitica in falda della Liguria Occidentale, quanto per masse 
di serpentine di eta non precisata, e di calcare eocenico, isolate nella serie 
neogenica di Crea e di altri luoghi della Collina di Torino. 

Susseguono due notevoli lenti, e altre minori, di serpentine (le cosi- 
dette localmente gronde del Monte Gronde, di Lago e del Termine), com- 
prese nel loro imballaggio scistoso, allineate, ma in un modo meno rego- 
lare di quanto risulta dai rilievi esistenti, che appaiono come se fossero 
provenienti dal disotto e in zona anticlinale, mentre, come ho ora detto, 
si usa sempre trovarle nelle zone sinclinali. Ho lungamente cercato una 
spiegazione a questo fatto, dopo avere escluso che si tratti di estrusione, 
0 di Alippen, dato che le ofioliti sono gid di per sé isolate e spostate da 
una falda, che per questo ho detta a trucioli e a doppio viaggio, come in 
altro fascicolo di questi « Rendiconti » ho ultimamente esposto, e sono pro- 
venienti da placcoliti, secondo vuole altra recente teoria, quella di Steinmann, 
che é da preferirsi a quella che le considera frammenti di laccoliti. 

La spiegazione da me trovata sarebbe, che una striscia della forma- 
zione ofiolitifera, si ¢ incuneata lungo il piano di scorrimento, diventando 
cosi un cuneo di faglia. 

Dopo le lenti di oftoliti si ha, un po’ spostato verso il sud-ovest, pil 
di quanto apparisce sulle carte geologiche, che sono a scala relativamente 
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piccola, il principio della punta della lama mesozoica, con l’isola di calcare 
neocomiano di Cassana, e la cintura degli scisti senoniani, scisti che poi 
pil non si interrompono, e tengono unito il giacimento di Cassana a tutto 
il restante. Qui sorge il problema: la lama é di estrusione, oppure é radi- 
cata? Essa ¢ compresa nella formazione basale dell’eocene, della quale non 
si ha prova sicura che sia in falda; quindi pud darsi che, un trasporto per 
falda non si sia avuto. In quanto all’estrusione, ossia all’estirpazione l’iso- 
lamento e il viaggio di tutta una massa cosi allungata e ristretta, si pud 
ricorrere, per decidere, alla petrotettonica, ossia al riconoscimento dalle con- 
dizioni di assetto delle rocce in relazione con l’entita dei movimenti avve- 
nuti, come io ho fatto, tra i primi, del 1917, nella introduzione allo studio 
dell’eocene ligure. Ora abbiamo, che i calcari e le altre rocce della lama 
offrono banchi ben distinti, talvolta di straordinaria dirittura, con il sistema 
di fratturazione usuale e proprio a ogni calcare di differente eta, senza milo- 
nitizzazioni particolari, né altre condizioni che testimonino uno sconquasso 
conseguente da un trasporto isolato: quindi la Jama é per me localmente 
radicata, e se si considera che sia in falda (sarebbe la falda toscana), fa 
parte di questa, senza estrusione. 

Caratteristica ¢ Vappuntatura della lama, che si determina in modo 
graduale per assottigliamento e sparizione della serie interessata, dalla parte 
del piano di faglia: quando la punta é ben aguzza si hanno le masse estruse 
e le disperse a truciolo. Bisogna dire, che lo scorrimento é€ stato di gran 
danno al tetto, e che da questo durante lo spostamento, si sono staccate 
delle masse di notevoli dimensioni. 

Le masse ofiolitiche tra la valle del Pignone e quella del Ricco, pres- 
soché abbracciate dall’eocene, ma contigue alla cicatrice, bisogna anch’esse 
considerarle penetrate nella massa del macigno, per effetto dello sconcerto 
conseguente dalla faglia; un’altra immediata e successiva informe cupola di 
mesozoico (nei dintorni di Ponzo), in eguale posizione, si direbbe una piega 
minore, compresa fra il piano di scorrimento principale ed uno secondario. 

Un ultimo movimento avvertibile rispetto alla lama sono le ‘/pressioni 
tangenziali che, dopo la determinazione della stessa, hanno reso irregolare 
la parte poggiata sul piano di scorrimento, mentre dal lato opposto il con- 
torno si € mantenuto diritto e integro. La dirittura della lama da questa 
parte  inoltre parallela al confine esterno della fascia di macigno che l’ac- 
compagna, confine anch’esso quasi rettilineo, salvo le rientranze di afhora- 
mento secondo le incisioni dei corsi d’acqua, dalle Ferriere di Carrodano 
a Corniglia, e cid é ancora una prova che lo stabilimento della Jama e 
Pondulazione delle pieghe sono fenomeni pressocht contemporanei. 

La influenza morfologica della lama sulle forme dei dintorni di La 
Spezia e del suo golfo é del tutto riflessa o indiretta, perche, dato che si 
aveva con essa una zona resistente, e a conformazione particolare, cio ha 
avuto risalto, é stato messo in evidenza dall’erosione: man mano che questa 
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scoperchiava e intaccava i calcari mesozoici, si orientavano le valli, si de- 
terminava tutta la costola montuosa a ponente del Golfo, e con questa il 
promontorio del Golfo stesso, che a sua volta assumeva la forma di una 
lama di coltello. Altri movimenti, collegati con le ripieghe del villafran- 
chiano, di cui ho gid discusso nel mio vecchio lavoro « Geomor fologia delle 
Valli Liguri », determinavano e mantenevano la rientranza costiera, dando 
luogo a una sorta di vallone dalmato, e riducevano a lago, e poi deviavano, 
la valle della Vara, che in origine faceva parte del golfo. 


MEMORIE E NOTE PRESENFATE DA SOGI 


Matematica. — Sur les polyndmes orthogonaux a deux 
variables. Nota“? di M. GHERMANESCO, presentata dal Socio 
T. Levi-Crvira. 


Les polynémes orthogonaux 4 deux ou plusieurs variables n’ont pas 
encore fait objet d’une étude systématique qui ait pour point de départ 
leur propriété fondamentale. On en a eétudié des classes, rencontrées en 
particularisant des fonctions connues, comme c’est le cas des fonctions 
hypergeometriques a deux (Appell) ou a plusieurs variables (Lauricella) 
ou en partant des fonctions génératrices, données a l’avance, comme c’est 
le cas des polynomes d’Hermite et leurs généralisations, fonctions qui consti- 
tuent une généralisation purement algébrique des analogues du cas des 
polyndmes a une seule variable. La propriété d’ orthogonalité y était 
retrouvée ensuite. 

Nous voulons essayer une théorie systematique des polynémes ortho- 
gonaux a deux variables (l’extension au cas des plusieurs ne présentant que 
des difficultés d’écriture) en prenant pour point de départ la propriété @ortho- 
gonalité-méme. Nous donnons dans cette Note les premiers résultats obtenus, 
en nous reservant le droit d’y revenir. 


1. Soit D un domaine plan fermé, limité par une ou plusieurs ares 
de courbe et tel qu’un paralléle 4 l'un des axes ne le rencontre qu’en deux 
points seulement. Soit encore g(x,y) une fonction continue et positive 
dans D. Nous définirons la suite de polynomes 


(A) Ps 5) Pa 5) Pet Regie WA) Pa cae 


(1) Pervenuta all’Accademia il 16 agosto 1932. 


(B) Pan = 
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par les conditions d’orthogonalité 


(1) [[< Ceti. ,9) Pace egy) axdy =O m+n com+tn 
D 


(2) |[e (x ? y) Pe sn (Bs > y) dx dy = bye 0 a O 
D 


qu’on peut remplacer par les suivantes 


G) [eG nary Pan G 3) dvdy= 0 ie fa 
D 

(4) [fe Cee a (ka yaa ay = Kes Se 9 
D 


Les relations (3) determinent le polynome P,,,,, a un facteur constant 
prés, qu’on précise de facon que le coéfhcient de x” y” soit égal a Punité. 
Introduisons les notations 


(5) Sor = / / @ (x,y) xP y" dx dy Geer 
D 


gpr sera le moment de la fonction @(x,y) relativement au domaine D, 
expression analogue a celle connue pour le cas d’une seule variable. 
Cela étant, le polynome P,,,, a pour expression 


I x y Re Nice V7) 8 Shere Ee ea ee ye 


Zoo £10 Lor 220 2x1 £02 SO IY Dalits go Ra Lo,m+n 


I 


Ain 


£10 £20 Rite Gomi e am mina marie Ne Zntnt1,0 °°* Zr, mtn 


Lo,m+n Smsennee °F oeoeoeeree eee oeceereoeoreereoer ree ee £o,2m++an 
A,,, ¢tant le mineur correspondant a x’ y”. 


Le polynéme Prin, ainsi déterminé est unique, car en supposant l’existence 
de deux polynémes, remplissant les mémes conditions, on aurait, d’apres (3) 


[ [e539 Qar G29) Pan Gs) Pow GW] dxdy = 0 


2 ATO ee ; hed 
Qyr étant un polyndme de (m + n)° degré au plus, ne contenant pas de 


, 
terme en x” y”. Or, il y a en méme pour le polynome P,,,,—P,. donc, 
en prenant 


, 
Q P mn js 


on aurait 


[[-26.9) Por—PoeP dr dy = 0 


égalit¢ impossible, vu que tous les éléments de lintégrale sont  positifs. 
Lés intégrales I,,,,,K,,,, sont égales, car la relation (2) devient, en 
tenant compte de (3) et (4) 


1a — [[e (x  } y) GGL: WE | eae ax dy Ce Kee < 
D 


2. Le polyndme Prin (x,y) peut étre mis sous la forme d’une dérivée par- 
Helle du (m +n) ordre, savoir 


om +n 
(C) Pane 


= um yr, xe 
cc ee 


u,v élant des polyndmes du deuxiéme degré en x et y, s’annulant sur D, le 
premier ayant deux racines pour x et l’autre deux racines pour ¥3 Vn est 
une fonction continue et finie dans D, pouvant ¢tre la méme pour tous les 
polynomes P,,,,, et en particulier eae a 

Cas particulier. - 1° Si le domaine se réduit au triangle déterminé par 
les droites 


XO" *>, 0 6 XE VS 
Ona 
u=Xx(I—x—y) 5 v=ya—x—Yy) 
donc 
P vate n eee ( Dag: y ) 
Oy eae aa Dym Day xm yt (T —x— yy tn m,nX y 
oC ,3) | Bewaye BY ia ee 
qui pour 


P(% 59) = Poin (X,Y) = xh Ty — 3 (7 — x yay 


se réduisent aux polynomes §,,,, (x , y) définis par P. Appell comme géné- 
ralisation des polyndmes de Jacobi; si «= y + y’ on retrouve la classe 
de polynomes F,,,,, définie également par P. Appell. 

2° Si le domaine D se réduit au cercle x2 + y? = 1, on obtient les 
polynomes d’ Hermite et leurs généralisations; on a 


Me a ee aN 


‘ Prey a 


An > om + 


eae aA 2 SS A 
© (x 4 y) ox y" 


[( Se Phe yen an Vin] ‘ 
Pour Yom = (x,y) = (1 —x? — y?)-4-3 on retrouve la classe de 


polynomes de M. A. Angelesco “), qui comprend (2 = —+} les polyno- 


mes U,,,,, d’ Hermite. 


3° Si la domaine D se réduit a l’intérieur du cercle x? + y2=1 et 
de Vellipe a? x7 + b? yy = 1 (a<c1</) on obtient la classe de polynomes 
A om +n 
D yee Lisa -2 2\in 2 2 2 21 
aa aCe) aa OL — — y?) (1 — a? x?—b) 4? )% Veil 


qui comprend les classes particulitres ,., = 9 = I, et 
don =9( Y= GH veH—ypPa-—aee— yy. 
4° Si le domaine D se reduit a la région 


a Ol ee Vise © 


on a 


u=xXx ? ve y Vin = 2 at map (x 5) y) 


(x,y) étant une forme quadratique, définie et positive, en x et y; on 
obtient la classe de polynémes 


am n 
Aves ¢ 5 


re a I 9 cee OND craPeny x, 
p(x,y) ex™ a 4 \ » 


Prin 


qui constitue une genéralisation des polynomes de Kummer. 


5° Signalons encore une classe spéciale de polyndmes 


A om +n 
wn 


—s . UL n Se Pa +n x 
oh 1?) (x 4 y) Ox oy" [x ‘ y Qa x y ) Vain (x > y)] 


Pon > 2n 


qu’on peut considérer comme géneralisant une classe de polynomes, due 
aussi 4 P. Appell © 


dv 
pe (x) — Ae (ie (1 LY x?)*] 


qui l’a définie comme geénéralisation des polynomes de Legendre, 


(1) A. AncELEsco, « Thése», Paris, 1916. 
(2) «Archiv Math. u. Physik», 3¢ série, 1901, p. 70. Voir aussi Une généralisation 
due a M. P. Humpertr, «Nouv. An.», 1919, t. XIX, 4¢ série, p. 443. 
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3. L’intégrale I,,,, peut ¢tre calculée par une autre voie, a l’aide de 
Yexpression (C) du polynéme P,,,,. On a en effet 


P F Oo” + m 
ee = | 9) (x > y) Pe Au dx dy aS oie “Ox™ dyn [ur Ue Vaisal dx dy 
D D 


Pike D” +n 
= Gud, I| ym” vr Vince Ox dy py dx dy 


mln lA, [fm UV" Wiun AX ay. 


On a aussi 


x By 
I Ht — 1 AN 
(D) wy bo = era | @-9 (y—1)"—" 9 (5,1) Pn sn (5,52) ds dl 


Xy yy 


et sur cette expression on démontre ais¢ment que y,,, est finie dans D et 
sur D. 

Si Vn = @(%, 9), la relation (D) équivant 4 une infinité d’équations 
intégrales, dont g(x,y) est Pintégrale commune. 


4. Dans le cas Win =@ les polyndmes P,,,, admettent une fonction 
génératrice qu’on obtient 4 Vaide de la série de Lagrange. Soient &,7 les 
racines du systheme d’équations 


fr=§—x—anE,n)=o f2=n—y—fv(E,n) =0 
se réduisant respectivement 4 x et 4 y pour «=0,B = G3 Joni 


DIG Sie) ait ou ev u ov ou oy 


D(é,%) =1aaye BS + 08(S Sy ees =z) = +9). 


La formule de Lagrange nous donnera 


Ge (2 > y) qi 6” 
E DIN Rint NOY SP San = edi eet ” 
P ox, yu, n) pp? Amnm!n! Pin (% 5) 


on a une série dont la valabilité doit etre, bien entendu, précisée dans 
chaque cas a part. 


5. A coté des polynomes P,,, on peut mettre en évidence ‘encore 
quelques classes speciales de polyndmes orthogonaux, dont l’ importance est 
fondamentale surtout quand il s’agit du développement d’une fonction 
F (x,y) en série de polyndmes P,,,,. 
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Considérons les polynémes Q,,,,(x,y) dont le seul terme du (m+n) 
degre soit x” y", definis par les relations, analogues 4 (3) et (4) 


(7) [fea yr O'ng e; Y)dxdy = 0 ptr<am+n 
D 

(8) [Je (x x y) am yn Os; (Gs ‘A y) asedy'= ete = On 
D 


On obtient expression du polynéme Q,,,, en suprimant les colonnes 
correspondant aux termes du (m+n) degré, sauf un seul, dans l’expres- 
sion du polynome P,,,,. Nous dirons que les polyndmes Qn, sont associés 
aux polynomes P,,,, . 

Considérons le polynome G,,,, du (m + n)¢ degre, dont le seul terme 
du (m+n) degré soit encore x” y", mais dont les autres contiennent x 
et y A des puissances respectivement au plus égales 4 m et a n. Un tel 
polynédme contient (m+ 1)(m + 1) termes et il est évidement plus simple 
que le polyndme Q ny. 

On peut définir encore d’autres polynémes: pas exemple un polynome 
Xin Gui ne contienne aucun terme en x? seul et un polynome Y,,,, qui ne 
contienne aucun terme en y” seul. 

Nous nous aréterons pour le moment sur les polyndmes Quin et Ginn 
dont les propriétés sont plus remarquables. 

En effet, on établit sans peine les relations 


(9) I (E57) Vm g dk ay 0 
Db 


tant que m’==m,n'=|=n, de meme que 


(10) [Je (x > y) Pin Gu at dx dy =0 
“D 


dans les mémes conditions. Ces relations sont des simples cons¢quences de 
la relation (3). On trouve aussi 


| il a (x »¥) Prin Qinn dx dy = [| Y (x »y) Pa Gra dx dy as I ” (x 5) y) ion xm Me dx dy = |b, yt 


en supposant bien entendu — ce qui d’ailleurs est necessaire pour la déter- 
mination complete de ces polynémes - que le coéfficient du terme du (m-+-n)e 
degre soit égal a Punite dans Oy ett Gas. 


ee Oa 


Les polynémes Q,,, et G,,, servent pour ]a determination des coeffi- 
cients du développement d’une fonction F (x,y) en serie de polynomes P,,,,; 
en effet, supposons le développement 


F(x, y= D D Ay Pi 
on a, d’aprés 


lie Ag =|| o(x,y)F(x,y) | OF ae dy 
ij 
de sorte qu’on peut écrire 


~) abe x ay y Ae é | i 
O) Fe N=ffoooreoy ye eDea Od spar 
5 m n mn 


R,.». devant étre remplacé par Quin OU Gyn. 


Matematica. — La transformation de Ribaucour et la représen- 
tation sphérique. — 11, Applications de la transformation de Ribaucour 
a@ la représentation sphérique.“? Nota di Hans Hampurcer, pre- 
sentata ® dal Socio F. Enriques. 


10. On se donne un vecteur » de longueur 1 dont les trois compo- 
santes sont des fonctions de deux paramétres u,v. Nous supposons en outre 
que les courbes u = const , v = const, définies par le vecteur m (u,v), 
forment un systeme orthogonal. On peut tacher alors de déterminer toutes 
les surfaces (u,v), dont les lignes de courbure 1 = const » 0 ==. const 
ont pour image sphérique le systtme de courbes donné m (u > Ut Gestree 
que nous nommons le probléme de la représentation sphérique lié au sy- 
steme de courbes m (u,v). 


11. Soit #(u,v) une solution particulitre de ce probléme et soit x 
un plan qui passe par Vorigine du systtme des coordonnées, p le vecteur 
normal de 7. 

Nous soumettons les deux systtmes de courbes a» (u,v) etm(u,v)a 
une transformation de Ribaucour simultanée en posant 


(6) X@,v)={v,p—n}.. = 4 — 2 (pa) (9 — N)—*, Cy = pa (Uo Uo) 
(7) N(@w,v)=[n,p—n}., =n—2(pn) (p= nN)" "56 = priueone 


(1) Nella seduta del 3 giugno 1932. 

(2) Voir la Note I, «Rendiconti R. Accad. Lincei », vol XV, serie 6’, p. 936. Dans 
ce qui suit, nous faisons usage des définitions et des abréviations symboliques introduites 
dans la Note I, et nous citerons les numéros des formules et des § de la Note I. 


aes Oleg 


On remarque alors: 
1° que les vecteurs X et N sont situés dans le plan 7; 
2° que les deux systemes de courbes planes u = const , v = const 
représentés par les vecteurs X (u,v) et N(w,v), sont des systemes ortho- 
gonaux et que spécialement le systtme N(w,v) se déduit du systéme de 
courbes sphériques (wv ,v) par une projection stéréographique dans le plan x; 
car la formule (7) nous donne immédiatement 


(8) AP 


= Beeesy me 


No 


3° que les deux systemes de courbes X (u,v) et N(u,v) ont des 
tangentes paralléles en des points correspondants. Dans ce qui suit, nous 
appellerons deux systemes orthogonaux de courbes planes X (u,v) et N (u,v) 
paralleles, si les deux vecteurs tangents Xu (u,v) et Nu (u,v) sont paral- 
léles entre eux. 


12. La transformation de Ribaucour définie dans les formules (6) et 
(7) nous permet de substituer au probleme de la représentation sphérique 
lié A m(u,v) le probleme plus simple de déterminer tous les systemes de 
courbes planes X (wv) paralléles au systeme N(w,v), deduit de m (u,v) 
par projection stéréographique. En effet, si l’on pose 


(9) (u,v) ={( %,N—p)c, 


c étant une constante arbitraire et X(w,v) un systeme quelconque paral- 
léle au systtme N(w,v), on obtient la solution la plus générale du pro- 
bléme de la représentation sphérique li¢é au systtme de courbes m (u,v). 
On le démontre en s’appuyant sur (8) et sur la formule (2) du § 6, I 
qui nous donne l’inversion de l’équation (6). 


ieee Ol spose 


Xu, vy = (we p+ nh. ant (nel (Wo, Voy 


(19) (Nu ,v)={(m, p+), , 6 = No, Vo) DP 


on obtient également deux systtmes de courbes planes X’ (u,v) et N’(w,v) 
paralléles entre elles, ayant les trois mémes propriétes énoncées que les 
systemes X (u,v) et N(w,v). (Voir § 11). 


En outre, on a comme inversion des équations (10) 
eC, Ua {IX pa INS Ye. 


14. Pour trouver l’équation différentielle, dont les intégrales détermi- 
nent tous les syst¢mes de courbes X (u,v) paralléles au systeme N (GD) 
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io} ° 
on introduit les deux composantes X (u,v) , Y (w,v) du vecteur N (w, v) 
et angle (u,v) que la tangente aux courbes v = const. forme avec l’axe 
des abscisses, de sorte qu’on a 


Ensuite on pose 
aX 4YY 3 ea eee 


X et Y étant les composantes du vecteur X. On reconnait alors sans dif- 


ficulté que toute intégrale x, satisfaisant 4 V’équation aux dérivées partielles 


Gu Oy 
(11) D (%) = Xuo Mien APD ae aoe) 


détermine un systtme de courbes X (u,v) paralléle au systtme donné 
N(w,v), pourvu que les deux quantités wz, et iwzy soient réelles. Enfin 
on vérifie immédiatement qu’on a aussi 


(22) D (x) Op : 
15. L’équation (10) admet encore une simplification. En substituant 
Z= OM, 
D(x) =0 est remplacée par l’équation de Moutard 


(13) M (Z) = Zny — 


uv 


ZL=0. 


On doit 4 Darboux d’avoir ramené la solution du probléme de la re- 
presentation sphérique a l’intégration de |’équation différentielle (13) “©. Mais 
son interprétation geométrique qui s’appuie sur l’introduction des coordon- 
nees sphériques complexes de Bonnet, nous semble moins évidente et plus 
artificielle que Ja notre. 


16. On remarque que les coefficients de léquation différentielle 
DAG) i—Or (ow de M (Z) = 0) dépendent exclusivement de l’angle 9 et non 
de la quantite z {ou de ih qui d’ apres la formule (12) est elle-méme une 
intégrale de D @= =0 (oude M (Z) = 0). Il s’ensuit done que D(z) = 0 
donne les solutions d’une série infinie de problémes de représentation sphé- 
rique, problémes qu’on obtient tous en déterminant un systéme orthogonal 


(1) Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, vol. YV, Paris (1898), 
pp. 169-170. 


de courbes m (u,v) sur la sphére de rayon 1 par la projection stéréogra- 
phique d’un systéme de courbers planes déterminé par une intégrale parti- 
culitre quelconque de l’¢quation différentielle (11). Nous dirons que tout pro- 
bléme de représentation sphérique de cette série infinie est li¢ A la fonction 
9 (u,v), ob 9 est Pangle tangent des courbes v = const. du systtme de 
courbes planes, obtenu par projection stéréographique du systéme donné 
de courbes sphériques. 


17. Soient 
re BIN an Sever PY s 


deux intégrales particuli¢res de l’¢quation différentielle (11) et soient X, , X, 
les deux vecteurs dont les composantes respectives sont X,, Y, et X,, Yo. 
Si lon pose: 


we = {X,,X, Pic, 
X,—p)\-* 
n—p =( : : 
1 be Me BD, BD, Cre ay 1a 
X,— p\—' 
Si 
von 


c étant une constante arbitraire, la surface w (u,v) est d’apres les équations 
(8) et (9) une solution du probléme de la représentation sphérique lié au 
systeme orthogonal de courbes sphériques (u,v), tandis que la surface 
a*(u,v) est une solution du probleme lié au systeme n* (u,v). 

Or on peut se poser la question de savoir quel est le rapport entre 
les deux surfaces #(u,v) et w#*(u,v). En s’appuyant sur le theoréme 3 
du § 7, I, on vérifie par un calcul assez simple qu’on a 


(14) (a* —n*)- =P _ @— ni)! 


m étant le vecteur normal de la surface (wa —m)~'. L’interprétation g¢éo- 
métrique de |’équation (14) montre que les deux surfaces 


(a —n*)-7 "> et <@—n)-? 


sont des surfaces paralltles au sens strict du mot (v. la définition a la fin 
duc 1, *!), 

18. Quand on a deux vecteurs X (u,v), Y (u,v) situés dans le plan 
x et représentant deux systemes orthogonaux de courbes planes paralltles 
entre eux, on peut définir le symbole 


Rel Meee X= 3(p2-f Yax|y-, 


Ug Vo 
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puisque YdX est une différentielle totale. Nous disons que le systtme de 
courbes planes X (u,v), qui est un systtme orthogonal, se déduit du sy- 
steme X (u,v) par une transformation plane de Ribaucour. Pour interpréter 


eéométriquement cette transformation, on part du fait qu’on peut toujours 
déterminer deux fonctions R, (u,v) , R. (u,v) de maniere qu’on ait 


Xi RUNp = XN 


(15) 2 pe 
X + REN, = Xe RN, 


N, et N, étant les vecteurs normaux respectifs des courbes v = const. des 
—= —_~ 

systemes X (u,v) et X(w,v), N, et N, les vecteurs normaux respectifs 

des courbes u = const des systemes X (u,v) et X (u,v). Les formules (15) 

montrent que deux courbes correspondantes u == const (ou v = const) des 


systemes X (u,v) et X(u,v) peuvent étre regardées comme les deux 
branches de Venveloppe d’une famille de cercles. 


19. On reconnait facilement que le symbole { X,Y}. a une signifi- 
cation double, ainsi que le symbole { a, y }c. (v. le théoreme 1 du § 4, 1). 
THerorEME 1, Si dans le symbole X = {X,Y }c, en conservant X, on 
fait parcourir a c toutes les valeurs constantes arbitraires et a Y (u,v) tous 
les systemes de courbes planes paralléles au systéme X (u,v), on obtient tous les 
systémes de courbes X (u,v) transformés de Ribaucour du systtme X (u,v). 
Si au contraire, en conservant Y (u,v) on fait parcourir dc toutes les 
valeurs constantes arbitraires et d X (u,v) tous les systémes de courbes planes 
paralléles au systeme Y (u,v), on obtient tous les systemes de courbes planes 


x (u,v) paralléles au systéme Y—'(u,v). 


20. On peut faire usage de linterprétation géométrique du symbole 
X ={X,N}- pour mettre en relation un théoréme connu de Moutard et 
la transformation plane de Ribaucour, définie dans le § 18. Soit z = = ++ iY 
Vintégrale générale de l’équation différentielle (1 1) DiQiis oct. oe =X 4aY 
une intégrale particuli¢re de D(z) = 0 Mee A étant les deux come 
du vecteur plan N. 


Vii a Sse 5 Z = wz 


4 t 
sont alors les intégrales générales ou particuliéres de l’équation de Mou- 


tard (13). 


Posons 


&) 
| 


Sa 60) 


Jo} No| 


=o! : eee z ° 
@,% etc. étant les quantites conjuguées complexes de w,z, etc. Si l’on 


désigne par D(z) =0 , M (Z) = 0 les équations aux dérivées partielles, 


ey : : Pui 6 
‘qu’on obtient en substituant @ 4 w dans les équations D(z) =0 et 


M(Z)-= 0, on‘a 


En outre, on observera que 


determine le systeme de courbes 


planes N-' (wv, v). 


t 


On doit & Moutard une formule connue pour l’intégrale générale Z de 
Péquation M(Z) = 0 
— i TEES (2) ° ° 
Z== = a fa ) 
5 (2 c+ | (ZZ, — ZZ,) du —(ZZ, —ZZ, ) i) 


Up Vo 


On en déduit immédiatement que 


C6) f=— (2 +f (RR ake) du + (RE — Ke) i) 
: | 


Uy Vo 


est V’intégrale générale de D(z) = 0. 


— 


En se référant a equation D ae == 0, on reconnait d’aprés les de- 
Z . 
veloppements du § 14, que l’intégrale generale 7 =X + iY détermine tous 
les systémes de courbes planes paralléles au systeme N~'(u ,v). Or suivant 
le théoreme 1b du § 19 on a 


(17) | X={X, Ni} 


pour tous les systémes paralléles au systtme N~*. Donc, X et Y étant les 


deux composantes du vecteur plan X, la formule (16) de Moutard pour 


>= X+iY donne le méme resultat que la formule (17) de la transfor- 
mation de Ribaucour. Du reste, on vérifie par un calcul facile que les deux 
équations (16) et (17) se transforment l’une dans l'autre. Donc, dans le 


cas de la représentation sphérique, la formule de Moutard peut ¢tre inter- 


prétée comme une transformation plane de Ribaucour. 


(1) V. p. ex. Darsoux, loc. cit., vol. II, 2ieme édit., Paris (1914), pp. 158-160. 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 15 


— 206 — 


Matematica. (Geometria). — Encore sur les invariants projec- 
tifs différentiels d'une courbe dans lespace projectif P,_.1= 3). 
Nota di V. Hravaty, presentata dal Corrisp. G. Fusint. 


Cette Note constitue dans un certain sens la suite de la Note publiée 
dans ce périodique ®). Nous y voulons introduire avant tout explicitement 
les invariants I, ,---,I, pour en construire aprés l’expression L = L (1) 
qui nous servira dans la troisitme Note a la recherche de l’arc projectif 
dune courbe générale. 


1. En tenant compte des propriétés des invariants I,, citées a la fin 
de I, on constate facilement que l’invariant I,(a) doit contenir avant tout. 
les produits tels que 


ou 
p> HiT: =a 
I 
ainsi que les produits tels que 


fap r Cs ee 
ad a *? ows. a *s es, 


my my my, 
2 
RI R2 RS Mp. 


ko=1,°+*,g— 1; >, mer = q—k—t. 
I 


; ; : weeks 
I] n’y a d’autres expressions qui pourraient intervenir dans la construnc— 

. >: : pia 

tion de invariant I,. Or, en désignant par c les constantes a calculer, on 

peut €crire 


9 
; : r 
i (a) = ag “bE Ss ee De. eee an. Cm, soem, a 


q—k—1 


q--1 
’ r ry f 
fee aio) "kt 
Ti Da (x DE, Vn, I ny» mer ing, Cm nea “| 
I I 


(1) Pervenuta all’Accademia 1’11 luglio 1932. 

(2) Invariants projectifs différentiels dune courbe dans Vespace projectif Pn—z(n=}3).. 
«Rendiconti R. Acc. Lincei», vol. XVI, serie 6°, p. 109, citée simplement I. Quant a la 
dénomination, voir I. 
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avec 


¥ t 
a 
D>. mn=q , Dd muni = qg—k—1. 
I I 
Les constantes ¢ résultent de l’identité 


q 
(1) I, (2) = (a Sh Bay + > [(ao =i Pala? [(ao + Po)m, |? eh [(do+ Ban.) Cw see ii, 


To —k—r1 


fi 
+ >| [(@o+Po)i] DS, [Ceo +Po)m, }## [Cot Po)on Ves ++ + [Cot Po) lF¥ Cm gem 


En tenant compte de ce q’en raison de I(5) et I(9) 


* (49 


] 
ay 


F AY (eh ee oy 
wea =>," j fe, shes Pink SEs, )a)—1-1(Pje1— PsP 


on constate facilement qu’il n’y a que deux coefhcients (a savoir dy, et a S) 


qui interviennent dans I, et entrainent en méme temps dans (1) l’expres- 
sion P,. Il s’ensuit que |’invariant I, est nécéssairement de la forme 


(2) Ip == yay pe 


ot. les membres omis (du poids q) ne contiennent ni a, ni aj_,. 
En procédant de cette maniére on obtient 


I, = a,— a, — a 


I, =a,— 4 + 24, a' — 34,4, + 24° 
et ainsi de suite. 


Remarque: Le nombre des equations déduites de (1) pour les con- 
stantes c dépasse en général le nombre de ces constantes. Mais |’existence 
des invariants I, étant démontrée, ces équations doivent étre 4 fortiori com- 


patibles. 


2. La formule (2) nous apprend que les invariants J,,--+-,I, sont 
linéairement indépendants. Or, ces invariants étant donnés, on en peut 
calculer pas a pas le coefficients a,,+--,d» en fonction de a, (et de ses 
dérivées). Cela étant, prenons pour a, n’importe quelle fonction (holo- 
morphe) et envisageons le systeme 


d" x n 17 Kea n 70 ede n dx id 
(3) eS Oe | (Ian Gp + dex = 0 


(3*) 
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dont lintégrale générale soit x. D’aprés ce que nous avons dit plus haut 
le changement de a, en *a, d’aprés 


d 
Fg sx ay + (P. =F 2) 


a pour consequence le changement de a en *a;, d’aprés 1(6) (tandis que 
les I,, +++ ,In ne changent pas) et le systeme différentiel correspondant 


dt *x n qd’! ¥y n qd*—2 ¥y n d e 
dt” +(t)te. So + (2) Geer 3 oa 1) ane eh tan t=O 


a pour l’integrale *x donnée par 


i ES Vi 


Nous somme ainsi parvenus au théoreme suivant: 

Theoréme I: Les invariants L, +++ , In (exprimés en fonction du paramétre 
arbitraire t) déterminent complétement® une courbe dans P,—, dont le point 
mobile a pour coordonnées homogénes Xu(u = 1,+++,n), Vintégrale générale 
du systéme (3). Le changement de la fonction arbitraire a, en *a, d’apres 


ta, de FO) 


(f étant wimporte quelle fonction du paramétre t) a pour conséquence le chan- 
gement de x en *x d’aprés 
gt ee aa I const. 

Ce theoréme sera notre point de départ pour la recherche des cour- 
bures projectives et de larc projectif d’une courbe générale dans P,,_,. 
C’est ce que nous ferons dans la troisitme Note. Pour le moment nous 
nous servirons des invariants I,,---,1,_,, pour en construire l’expression L, 
mentionneée plus haut. 

3. Supposons tout d’abord que soit pair (1 >>2). Le cas échéant 
Vensemble des coefficients constants 


iz = — Ci CF ae 


au déterminant ==0 définit un « systeme nul». Nous entendons par cela 


Vensemble des droites quien passant par le point général x de l’espace 
P,1, sont situées en méme temps dans Vhyperplan € corrélatif au point x: 


n 
B= D7 (ST Rear yaE 
a 


(1) Plus précistment: Complétement a moins des transformations homographiques géné- 
rales aux coefficients constants. 
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Nous dirons qu’une courbe appartient au syst¢me nul si ses tangentes 
lui appartiennent. Cherchons maintenant la condition nécessaire pour qu’une 
courbe générale appartienne 4 un systéme nul. En introduisant les symboles 


AUK. a? x: 


[u 5 v| — Di Cij eae dt 


on voit quune telle courbe satisfait 4 l’équation 


pe il Renee i (eae) 


. 


n ieee 
qui contient 4 constantes homogenes ¢:j = — cj a éliminer. Nous effec- 


tuerons cette élimination en substituant les valeurs de c¢ tirées de 


Hanh caiileeidsi a. 9 oe. tap 
OCS > Soe lara gi ccpag Suk Le? A ae yee PRN 


ais) Se 


2 


dans 
5 — i) a So = 
Op Ge 


O 


qui devient ainsi a fortiori une identite. Evidemment les premiéres n— 1 
equations sont de la forme 


Dimi. 


(4) Spe LO 5 yor Dee Muv [u,v] =o 


CUT eee ss Pi Uh SO) a een Ui, Ue 


et im sont des constantes numériques faciles 4 trouver. La n—tieme équation 
est en raison de (3) de la forme 


G) Sn—1 =—[0,n—1] nar + ¥ gouv [u,v] =o 


ou 
WO =O 4 9 5 1 —— I UN 


et les g sont cette fois des fonctions des coefhcients d,,+++,da, qui ne 
contiennent pas a,;. En tenant compte de l’equation (3) on trouve 
que les g sont en méme temps des fonctions enti¢res et rationnelles des 
coefficients mentionnés. Si l’on désigne par puv le poids de gouv on doit 


avoir 


puvtutv=n 


ae ALO he 
car s,—, est une fonction isobare du poids n. Analogiquement on obtient 


(6) sn = —[0,n—1] na’ + ¥ geuv[u,v] =0 


avec 
UWyVSO,+°+ N—-1 » 4+USN +I 


ou les fonctions entieres et rationnelles g des coefficients a ne contien- 
nent pas a;. En poursuivant ce procédé jusqu’a la fin on obtient 


anna. 
(7) fe aga baa na + ZY vuw [u,v] = 0 


avec 


“,V=0,5°-+,n—I n¢osN4+n=(\) 5 N=(t)-1-(@7— = "FEY, 


ou les fonctions entiéres et rationnelles g des coefficients a ne contien- 
a ay ? 5) : 93 : ar ay 

See Or ce nest qu'une fois qu’ intervient ar dans 

~ les équations (4) —(7), a4 savoir dans la derniére et de plus elle est mul- 
tipli¢e par —n[o,n—t1]. Dans ce qui suit nous supposerons 


nent pas 


ce qui ne restreint pas évidemment la géneralité du probleme, car cette iné- 
galité reste satisfaite méme si l’on effectue le changement général du fac- 
teur (1,3). D’autre part, l’élimination des constantes homogénes ¢;; = —¢;ji 
€quivaut manifestement 4 l’élimination des symboles homogénes [u,v] 
(u,v =0,+++,m) de (4) —(7). D’aprés ce que nous venons de constater 
sur la structures des équations (4) —(7), cette élimination peut s’effectuer 
en exprimant avant tout les symboles en question moyennant [0,1 —1] 
(ce qui n’exige que les equations (4)—(6)) et en substituant ces valeurs 
dans la derniére équation, c’est-’—dire dans (7). On obtient ainsi au lieu de (7) 


(8) [o,n—1]}(a) =o, 


ou J est une fonction des coefficients a: 
ava, _ n(n — 3) 
(9) 1G) Stn Te te (N= “US 2). 
x 


; : a a 
Ici les membres omis ne contiennent plus —+ - Or la condition n&é > 


. dtN 
cessaire pour qu’une courbe appartienne au systéme nul est 


(10) J (a) 05 


Cette propriété géometrique ne dépend ni du changement du facteur 
((3) 1) ni du choix spécial du paramétre, ainsi que l’&quation (10) est non 


> PBI 


seulement invariante par rapport & ((3) 1), mais aussi par rapport au chan- 
gement du paramétre. Envisageons tout d’abord |’ invariance envers ((3) I). 
On doit donc avoir avant tout pendant la transformation ((3) I) 


JCa) = J@F, 
ou F est un facteur 4 déterminer. En tenant compte de |’équation 


away ads GP: 


dS) ) xy) Ina dt’ 
{qui est la cons¢quence de (I1,(5),) et de (9), on trouve 
F == 1. 


Il s’ensuit que J est invariant par rapport au changement du 
facteur 
JCa)=J@. — 


D’autre part, nous savons (Théortme I) que les invariant I, ,---, In 
aractérisent complétement “) une courbe dans P,,, (méme si elle appar- 
tient 4 un systéme nul). Il s’ensuit que |’on a nécessairement 


hia) sal Gag) <2 vie) 
et en particulier que J est une fonction de 
| dN—*I, 
as 


Parce que () est isobare du poids () et de plus 


=fo,n—1]L, 


‘ . : . al 
il s’ensuit que L est isobare du poids N+ 1 =( - ). 

La condition nécessaire pour qu’une courbe appartienne 2 
un systéme nul dans P,_, (pour m pair) est L=o, ot L est un 
3 : : ; n—tT 
invariant isobare du poids pause « 


Si la courbe en question n’appartient 4 aucun systéme nul, on a s,==0 


et par conséquent aussi L ==o. 
Dans la Note qui suivra nous tiendrons compte de ce résultat pour 


trouver l’arc projectif ainsi que les courbures projectives de la courbe en 


question. 


(amltocscit. 
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Matematica. — Sulla effettiva integrazione delle funzioni di- 
scontinue. — JI]. Funzioni periodiche. Nota di L. LapoccetTa,. 
presentata ‘? dal corrisp. G. A. Crocco. 


1. Integrazione delle funzioni periodiche. — Senza restrizione della generalita 
possiamo supporre che un periodo della funzione considerata coincida con 
Vintervallo (0,¢—0), oppure con quello (—c,¢—o); se nel detto in- 
tervallo & y =f (x) la sua espressione analitica, come espressione della 
funzione periodica corrispondente si ha 


(1) y=fCFr([Q) » y= fERG@[65\2)- 


Supponiamo pure che f(x) sia priva di punti isolati, continua a destra 
e integrabile, cosicche, anche se in successivi intervalli di uno stesso periodo 
abbia espressioni analitiche diverse @); si possa per |’intervallo corrispondente 
ad un intiero periodo, assegnare di essa l’integrale con i metodi esposti 
nella Nota precedente. 

Le funzioni periodiche di questo tipo possono, nei riguardi della inte- 
grazione, essere distinte in due classi diverse secondo che il loro integrale 
esteso ad un intiero periodo: a) ha il valore zero; b) & diverso da zero. 

Per le funzioni della prima classe l’integrale ¢ anch’esso una funzione 
periodica che riprende il valore zero all’estremo di ogni periodo; cosicché 
se ¢ Y =F (x) lintegrale della funzione data y = f(x), con il valore zero 
ai due estremi del periodo, lintegrale cercato é 


Oe. Ws FR lolrG@je)) 
) Vos PCR (ace —— 1) ) 

Per le funzioni della seconda classe invece lintegrale non puo essere 
una funzione periodica: tuttavia esso si pud risolvere nella somma di una 
funzione periodica e di una costante discontinua, periodicamente variabile, 


la cui variazione, nell’estremo destro del periodo, ¢ uguale al valore w 
dell’integrale esteso ad un periodo. Si ha percid come integrale (3), 


(3) Y=F (cFr(x|c)) + ol(xjc) + C 
(4) Y=FCR(«\c;—1)) + ol(@|2ec)4+C 


(1) Nella seduta del 19 giugno 1932. 

(2) Per la rappresentazione in forma finita delle funzioni periodiche di questa specie- 
si veda la mia Nota «R. C.», vol. XXXII, aprile 1923, pp. 381-385 e pit diffusamente 
Valtro mio scritto « Elettrotecnica », vol. XI, 1924, nn. 19, 20, 21, in nessuno dei quali @: 
perd ancora fatto uso del simbolo Rx per la funzione di Riemann. 

(3) La (3) & stata gia indicata in una mia comunicazione al Congresso dei Mate— 
matici (Bologna, 1928), vol. IV, pp. 221-231. 


€ si scorge che qui la funzione periodicamente pei sta per il gruppo 
delle costanti interne. 

Qui appresso indicheremo gl integrali delle forme fondamentali delle 
funzioni periodiche, e cioé delle funzioni poligonali, dell’una e dell’altra 
classe. 


2. Caratteristiche delle funzioni poligonali, - Poiche le funzioni poligo- 
nali qui considerate hanno un valore costante o variano linearmente negli 
intervalli nei quali sono continue, e qui supponiamo che siano continue a 
destra, le loro derivate, che sono nulle o hanno anch’esse valori costanti 
nei detti intervalli, non bastano a definirle completamente; occorre percio 
conoscere il valore del salto nei punti di discontinuita e della variazione di 
direzione, rotazione della tangente, nei punti angolosi. 

Si pud incorporare nella espressione della derivata l’indicazione del 
salto, che € uguale alla variazione V della funzione nel punto di discon- 
tinuita, scrivendo per Ja derivata 


Vy + dy 


ax 


(5) j= 


Questa espressione coincide con quella ordinaria della derivata nei punti 
Nye) 
O 
indicando con la parte non nulla Vy del numeratore il valore salto net 

punti di discontinuita. Cosi ad esempio per le due funzioni: 


dove la funzione é continua, (Vy = 0) e prende invece la forma 


(6) y=semsen(x;1) , y=(1 + x)semsgn(x;1) 
si possono scrivere le derivate in tal modo completate 


Ga) y = Punt x (sen*x)—*> 1). glo isem sen (x41) (Sgn? x)= * 


che valgono anche per il punto di discontinuita, indicando in esso col loro 
numeratore (= 1) il valore del salto. 

Nei punti angolosi la rotazione della tangente é definita dalla diffe- 
renza fra la derivata destra Da e quella sinistra Ds ossia dalla variazione 
della derivata Vy’ che é nulla nellinterno degli intervalli nei quali la 
funzione é continua. Cosi per la funzione y = x sgn x si ha 


(8) Vy’ = Du— Ds = 2 Punt x 
Per definire completamente le funzioni poligonali occorre percid di esse 


conoscere la derivata completata, secondo la (5) e la variazione della de- 
rivata secondo la (8). 


VA 7 bale ™, ‘Tea wht iS lo ite ae 
” 4 Yr SSO eat WRT Moa 
; . 
\ 


3. Funzioni periodiche della prima classe. - Sono funzioni periodiche il 
<ui integrale esteso a tutto il periodo é nullo, le funzioni poligonali ele- 
mentari: Fal (x ;)|2),;,Falint (x; |) ©), R@sip)g Ble x: 

Le prime tre di queste funzioni sono continue soltanto a destra e 
presentano dei punti di discontinuita nei quali la derivata sinistra diventa 
infinita; la quarta é continua ma presenta dei punti angolosi nei quali si 
ha una variazione della derivata, differenza fra la derivata destra e quella 
‘sinistra. 

Qui appresso indicando per brevith con y la funzione, con y’ la sua 
derivata, con Da, Ds la derivata destra e sinistra, completata quest’ultima 
con il valore dei salti se occorre, con V = Va+ Vs la variazione locale, 
che rappresenta il saido nei punti di discontinuita, con Vy’ la variazione 
della derivata, con SVy la sommazione dei salti, daremo di ogni funzione 


gli elementi necessari a definirla, insieme l’integrale di essa. 


£9) Se Fal (xed) Vy =. Dit Frx Plga(x— 


Day 0. is Dea Pune Pre Pig (x3) (sgn Fr x)—* 
SV pee ree Bales 17) 0, [pdx —Pleve Palle] 2 3)2) 


Vy = Punt Frx Fal(* = : y 


B 


(10)  Falint («;]#)- 


So Vae At 
2 


Diy =07 5 D, y = Pant Fr x Fal ;|8) (6gn Fr a) 


SVe == Falitt wy. [vas == Trap (s — 3] + “ 


(11) R(@w;|)-—Vy =—2PuntR(w~+1;|i) , Dey=1 
D; y ={sgn? R (x + 1;|1)—2 PuntR (x +1;]|i)}[sgn?R(@ + 1;|4)]-* 
fer =S@Gsi0y 


{12) Pig coe — DayeaeFal (esd) ees veces) 
Vy see (2 Plex! Punt Pledocitet) 


pur=t HROs|}—y] Fal (* Bs “)t. 


2 


(1) Indico con Falint x il fattore aiternante intermittente che prende in ogni periodo 
a valori 1,0,—1,0. 


POS ee ae Te SS NHL 
“Ge ide OR oa ana 
St 


4. Funzioni periodiche della seconda classe. — Sono funzioni periodiche 
il cui integrale esteso a tutto il periodo é diverso da zero e che quindi 
danno luogo ad una costante interna periodicamente variabile: Fint x , Fr x, 
Cas Ce 32) sea R (3 |'2): Plex Fab tes | 7) ©: 

Con le notazioni del paragrafo precedente si ha per queste funzioni: 


(13) Fint (x; |7)-— Vy = Punt Fr x Plg (2 x —1) 


Div=07 | Dy = Punt Fr x. Ple (2% —1) (sen br x) —* 


SVy = Fint(@s;|7)  ,  fydx = Fintx Fex'+I(x + 12 


(14) Frx- 
Dasha to eieostes (1-2 Print. Prx). (senate) a 


Vy = — Punt Fr x 


; 
ydx = <- (Fr x) + <x 


oy) 


415) Cmx-—Vy = PuntFrx ,,Dey=1 , Dsy =— (sgn Frx)-" 


Ix 


v4 


fras = Frx— > (Fray + 


(16) R(w;|t Fal(x;|7)-— Day = Fal @; |2) 
Die Falitess ip) ain Vy-s=r2 Punt Fra Ple(2x%-4) 


pu == (R(x + 15 | A) Fal (x5 |i) + xj. 


(1) E questa la poligonoide raddrizzata cioe (10) § 3 Vintegrale di Fal x. 


hg Oy oo, ae 
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Matematica. — Tensori emisimmetrici coniugati. Nota™ di 
Maria Pastor, presentata dal Corrisp. U. Cisorti. 


In una Nota pubblicata nella « Physikalische Zeitschrift » del 1928 @» 
il prof. K. Hattori pone le basi di una teoria unitaria gravitazionale ed 
elettromagnetica fondandosi sull’ipotesi seguente: alla V, riemanniana si 
sostituisca una varieta di egual elemento lineare ma di diversa connessione, 
ed i parametri di tale connessione si costruiscano come i simboli di Chri- 
stoffel, servendosi pero, invece che dei coefficienti ai, della metrica, delle 
componenti di un generale tensore doppio, la cui parte simmetrica coincide 
CON Aik. 

Le equazioni di campo che ottiene non si presentano pero sotto la 
forma ordinaria, ma vengono ridotte ad essa mediante un’ingegnosa trasfor- 
mazione, basata su due proposizioni relative a tensori emisimmetrici. Per 
esse ad ogni tensore triplo emisimmetrico di V, si pud far corrispondere 
un vettore ead ogmi tensore doppio un altro tensore doppio con le com- 
ponenti proporzionali. 

Non credo privo di interesse il mostrare come le due proposizioni 
ricordate rientrino in una pil generale, che si ottiene immediatamente con 
la considerazione del tensore ¢. Per essa ad ogni tensore emisimmetrico 
(n —m)re di una varieta ad n dimensioni si pud far corrispondere un 
tensore m?! con le componenti proporzionali. Li chiamo tensori coniugati. 
Tale proposizione permette di riguardare sotto un duplice aspetto ogni 
equazione relativa a tensori emisimmetrici, e cid, come ha mostrato 
K. Hattori nel caso considerato, pud avere interesse anche dal lato fisico. 

Mi propongo poi di mostrare come la considerazione sistematica dei 
tensori coniugati permetta di far discendere da un’unica proposizione pro- 
prieta su tensori emisimmetrici, contenuti nella citata Nota di K. Hattori, 
O conosciute per altra via. 

Per ragioni di spazio, rimando la dimostrazione di tale proposizione 
ad una seconda Nota. 

In questa mi limito ad introdurre la nozione di tensori coniugati e a 
dimostrare che, a meno eventualmente del segno, la relazione di coniugio: 
€ reciproca. 

Nella Nota seguente dard, per un tensore qualunque, la nozione di 
rotore completo (che si ottiene per contrazione dal rotore di un tensore, 
come venne introdotto dal prof. Cisotti) e ne metterd in evidenza due no- 
tevoli proprieta. Mostrero poi che, a meno di un fattore numerico, la di- 

(1) Pervenuta all’Accademia il 1° agosto 1932. 


(2) K. Harrori, Ueber eine formale Erweiterung der Relativittstheorie und ibren 
Zusammenhang mit der Theorie der Elektrizitat (« Phys. Zeitschrift. », Bd. 29, pp. 538-549)... 


vergenza di un tensore emisimmetrico coincide col rotore completo del 


‘coniugato “): & questa la proposizione a cui sopra ho accennato. 


Indichero infine come la considerazione dei tensori coniugati si possa 


estendere anche al caso di tensori dotati di parziali emisimmetrie. 


I. ~ IL CONIUGATO DI UN TENSORE EMISIMMETRICO. 


Sia data una varieta riemanniana ad n dimensioni, definita dalla metrica: 
(1) as ayax ax Cy. 


Consideriamo in essa un tensore emisimmetrico. Per definizione lo 
scambio di due qualunque indici in una sua componente covariante o con- 
trovariante ne muta solamente il segno. Ne discende, come é noto, che 
sono nulle tutte le componenti con almeno due indici eguali. Ne discende 
ancora che il numero degli indici di ogni componente dovra essere =n 
{perche, se cio non fosse, almeno due indici sarebbero eguali). 

Escludiamo il caso dell’eguaglianza. Consideriamo cioé tensori (n — 1)?*, 
(n — 2)t, «-+ ece. 

Facciamo l’osservazione preliminare che in generale, per un tensore 
emisimmetrico (#2 — m)?le il numero delle componenti indipendenti é 


(tL Si 


{ = . Esso e eguale cioe al numero delle componenti indipen- 
m 


denti di un tensore emisimmetrico m?!°. 


Cio premesso, indicando con T),;,...2,_,, le componenti covarianti di 


Ww 


un tensore emisimmetrico IT’, chiamiamo suo coniugato il tensore U che 
ha le componenti controvarianti definite nel modo seguente : 


eae ee hy haeeeh Typ tyeret 
(2) U 1/2 ‘yy == >. i “2 n—m “I"2 m gy ere 


iG ky seek, —m 
ee I )é& ee 
= (— 1) Va 


hy an 


dove ky+++ky— mtr i2+*+im & una permutazione dei numeri l,2,--+7,e¢ 


é€ un numero pari o dispari secondo che € pari o dispari la classe di tale 
permutazione. 1 

Il terzo membro della (2) ¢ una conseguenza della definizione del 
tensore ¢@) e della emisimmetria del tensore T. Basta infatti pensare che, 


(1) In una recentissima Nota del prof. Crsorri € contenuta una formola che esprime 
questa stessa proposizione per il caso particolare n= 3 , m= 1 (Sui tensori doppi a 


divergenza unica, questi « Rendiconti», vol. XV, serie 6°, giugno 1932, pp. 835-839, 


form. (5)). 

(2) Tutti gli indici che si considerano variano da 1 ad n. 

(3). Cfr..T. Levi-Civira, Leztoni di calcolo differenziale assoluto (Roma, Stock, 1925), 
p. 180, oppure dello stesso Autore The absolute differentiale Calculus (London, 1927), p. 158. 


° 


LG) eee 


nella sommatoria del secondo membro rispetto agli indici h, ha+ ++ Pn —m i solt 
termini non nulli sono quelli in cui tali indici hanno i valori ky ky+ + +n — my 
nell’ordine scritto, o in un altro ordine qualunque, sono cioe (n —m)!,e 
che lo scambio di due qualunque di questi indici fa mutar segno tanto alla 
corrispondente componente di ¢ che a quella di T e quindi lascia inalterato. 
il loro prodotto. 

Osserviamo che la posizione.contenuta nelle (2) si potrebbe fare anche 
per T tensore qualunque; ma in tal caso nel terzo membro di (2), al posto- 
di una sola componente di T, si avrebbe quella combinazione lineare delle 
componenti ad indici diversi che vien chiamata la parte emisimmetrica del 
tensore). E, se il tensore fosse simmetrico, si avrebbe lo zero. Ha quindi 
solo interesse il caso dei tensori emisimmetrici. 

Tornando ad essi, consideriamo in particolare i] vettore coniugato di 
un téensore.(n — 1)?!: 

I eee 


, t 22 Ee hy hoseeh, 57 Neh = as e — 
oo a ~ (n—1)! ei ae Tyg Less ( : Ja 


e il tensore doppio coniugato di un tensore (nm — 2): 


(x) U (9 cee pea dn Naw 2): boscehy ey Lis ad it ( oe ahs ke ook 
= (1 — 2)! hy hgeeehy 9 = |——- ) ie. Bel eT P Sy, 


Per m= 4 sono i due casi considerati da K. Hattori ©). 
Per le componenti covarianti del tensore U si ha, ovviamente: 


1 
ep, ho fee ek hig ss by —— coe 


L le Io eeed 
yin? ~ (n- —m)! — m tt 42°° hy 


(3) = (— Ly Va Thr Rg sehy oy A 


U 


2. — RICHIAMI RELATIVI AL TENSORE é€. 


Indichiamo con 8° Kies "i le componenti miste di un tensore (25) 
ky Bae 5 

cosi definite: tutte le volte che gli indici di covarianza sono tutti distinti 
tra loro e gli indici di controvarianza coincidono coi primi, presi neilo- 
stesso ordine o in un ordine diverso, la corrispondente componente non é 
nulla, in tutti gli altri casi ¢ nulla. Quando una componente é diversa da zero, 


essa vale 1 0 —1 secondo che h, h,++-hs & una permutazione di classe: 


(1) Cfr. J. A. Schouren, Der Ricci-Kalkiil (Berlin, Springer, 1924), p. 25. 
Gi) Moc acitemnnOs 


Re ae ee GSD 


*»\ ne by ne qlee Ur” te ye OS naa at % ran. 
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pari o dispari rispetto a k, k,-++ks presa come fondamentale, e cioé secondo 


che & pari o dispari la classe della sostituzione é a , «| ay 


Si ha allora per il tensore ¢ la seguente identita: 


—_ m!' SPs SOD as (2) 
k 


ky ky ooh om 


(ec fieeotcd in, bins ee Pee 
(4) gage a n aot SS m &, ka oeek 


n— m 1 !2°° my 
di cui rileviamo il caso particolare: 


(4’) gee ae yi eto et G). 


ok 
n—tI kyoosk,, — 


3. — RECIPROCITA TRA TENSORI CONIUGATI. 


Osserviamo i primi e terzi membri di (2) e (3). Da essi si pud de- 
durre che, a meno eventualmente del. segno, il coniugato del coniugato 
coincide col tensore primitivo. Allo stesso risultato si giunge, in modo pit 
espressivo e completo, servendosi dei secondi membri di (2) e (3). 

Incominciamo dal caso particolare di un vettore, coniugato di un ten- 
sore (7 —1)??, e costruiamone il tensore coniugato. Si ha, per (4’): 


I : I ; 
Ut — ———_—_— €3, ..4 erry at Lee 


3 « ghyeeel: : : 
(1) I simboli 8,7 a sono le 6 di Kroneker generalizzate (cfr. O. VEBLEN, Inva- 
Soy 


riants of quadratic differential forms, London, 1927, p. 3). E facile verificarne il carattere 
tensoriale che, del resto, risulta dalla (4). 

Esse sono legate alle unita nel prodotto dordine s, introdotte dal prof. B. Finzi per 
il calcolo dei sistemi multipli (cfr. B. Finzi, Calcolo dei sistemi multipli. Derivazione isotropa, 
questi «Rendiconti», vol. XII, serie 6°, 1930, pp. 631-639) dalla formola seguente: 


ge S. 8hy-++h, kyeeek, dove col simbolo S si indica una somma di s! termini 
reece ooh 


hyeeehs 

corrispondenti a tutte le permutazioni degli indici hrh,-++-hs, ogni termine essendo 
preso col segno + o — secondo che é pari o dispari la classe della permutazione che si 
considera, rispetto a hz h.+--+hs presa come fondamentale. 

(2) La (4) é contenuta nell’Opera sopra citata di O. VEBLEN (p. 9), dove perd lee 
si immaginano costruite per una varieta euclidea riferita a coordinate cartesiane ortogo- 
nali. Essa fu dimostrata nel caso generale da Lipa (Sui sistemi E nel circolo differenziale 
assoluto, questi « Rendiconti», 1922, pp. 242-245), che al posto delle § di Kroneker ge- 
neralizzate sostituisce un determinante formato con le solite 8, evidentemente equivalente. 

(3) Per n =3 v. anche T. Levi-Crvira, 2° loc. cit., p. 200, oppure dello stesso 
Autore: Fondamenli di meccanica relativistica (Bologna, Zanichelli, 1928, p. 174). 

(4) Basta infatti osservare che per portare l’indice i ad occupare ultimo posto, 


bisogna fare » — 1 scambi. 
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Il coniugato del vettore U coincide quindi col tensore T se 1 é dispari, 


altrimenti coincide. col suo opposto. 
Facciamo ora, in generale, il coniugato del tensore mée U ed appli- 


chiamo la (4): 
I 


foo die! Sea ie he Sina Nee Breed eye ber  p A 
‘mn ky tk — m tele (n pes. m) ! m ! I m kyseeky —m € fi byerehy —m, 
=n m (1% —m) : . : 

wai Ga a Cher eky — mire? ttm ee saa Le ee (2) 
(n—m)!m! 
(— a ar He ooek 

hi n— Im —(__7\"(r—m) 

ic 2 bina 1) dinageee 


(n=m)! Ryeeeky ay byes 


Il coniugato di U coincide quindi col tensore primitivo T se dei due 
numeri m ed n— _m almeno uno é pari, in caso contrario coincide con 
Vopposto. di T. Ma se sono entrambi dispari i due numeri m ed n—m 
sara pari m. Possiamo quindi concludere: 

II coniugato del coniugato coincide col tensore primitivo a meno eventual- 
mente del segno. Cid si presenta per i tensori dispari di varieta a un numero 
pari di dimensioni. 


Meccanica.— Elasticita vincolata e sua schematizzazione matema- 
tica. Nota® di E. VoLTerra, presentata dal Socio T. Levi-Civita. 


Voglio accennare ad un nuovo metodo di studio delle deformazioni 
dei solidi elastici, che credo fecondo di risultati per le applicazioni pratiche, 
conducendo in modo sistematico e semplice alla soluzione di vari pro- 
blemi di statica elastica &). 

Il metodo, che possiamo chiamare di elasticita vincolata & basato sulla 
speciale ipotesi, frutto dell’intuizione, che in molti casi gli spostamenti dei 
corpi elastici avvengano con grande approssimazione, come se esistessero 


degli speciali vincoli interni. Sono appunto tali vincoli interni che, togliendo 


una certa liberta al sistema, producono la semplificazione dal punto di vista 
analitico e permettono al calcolo di procedere poi, compatibilmente colla 
ipotesi preliminare, nella maniera la pil rigorosa. 

Cosi, per riferirci alle pit importanti applicazioni pratiche, nel caso di 
una trave prismatica o di un arco, vige, con approssimazione suflficiente da 


(1) Basta infatti osservare che per portare gli indici iy-++im ad occupare gli ultimi 
posti, bisogna fare, per ciascuno di essi, »—m scambi. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 9 settembre 1932. 

(3) Ved. E. Votterra, Elasticita libera ed elasticila vincolata. Applicaxioni del con- 


cetto di elasticita vincolata (Congresso Internazionale di Matematica di Zurigo, settembre 


1932). 


poterlo assumere come vincolo geometrico, un principio di conservazione 
delle sezioni piane, normali alle generatrici. Basta ammettere tale vincolo 
per ridurre il grado di liberta del sistema e semplificare nello stesso tempo 
la soluzione analitica del problema. 

Riferiamo la trave prismatica ad un sistema di coordinate cartesiane 
ortogonali x,y,5. L’asse s coincida coll’asse del prisma (passi cioé pei bari- 
centri delle sezioni normali) gli assi x ed y coincidano cogli assi principali 
di inerzia delle sezioni normali. Poniamo le componenti u,uv,w dello 
spostamento sotto la forma: 


\ = G2, o> ash ay 
(1) v=b,+),x+),y 
l WS terbits Xk aa GY 


Ove a; ,4,,4;,0,,b.,b;5¢:,¢62,¢, sono nove funzioni della variabile s 
che si tratta di determinare. Volendo studiare le deformazioni di un sistema 
cosi vincolato, in assenza di forze esterne, ammetteremo come naturale che 
Vequilibrio interno corrisponda ad un minimo del lavoro di deformazione 
(integrale del potenziale elastico locale esteso al sistema di cui si tratta). 
Questo da luogo alle nove equazioni differenziali seguenti, ordinarie, omo- 
genee, a coefficienti costanti, determinatrici delle nove funzioni incognite 
nella variabile s: 


| 
a? dy = + de, = 
| ds? ds 


(2) et gate 
2 ¢ ze 
La, +(L+2K)b,;—Ke peal 0 


da» db, Pe, 
ds Petar tae aie nay? 


K 4 Ka— (bo Kye <2 =0 


ig 


nO Sg 
gr at 2) pie G10 
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In esse Le K rappresentano due costanti elastiche, px € py sono i 
ragei di inerzia delle sezioni normali all’asse s rispetto agli assi x ed y. 

Nello studio dell’equilibrio di un arco circolare si ottengono nove equa- 
zioni del tipo della (2), in esse inoltre compare il raggio della fibra media 
dell’arco. 

Volendo studiare le deformazioni del corpo per effetto di forze esterne, 
agenti su di esso, da supporsi in un primo tempo distribuite in due o tre 
dimensioni (forze di massa oppure sforzi superficiali), dopo di aver espresso 
le componenti dello spostamento sotto la forma (1), poniamo come con- 
dizione di equilibrio interno quella fornita dal principio dei lavori virtuali 
(variazione del potenziale elastico totale eguale al lavoro delle forze esterne). 
Arriviamo in questo caso ad equazioni differenziali non pil omogenee, ma 
con secondo membro. 

E anche possibile, con opportuno passaggio al limite, lo studio degli 
effetti di forze concentrate. Basta ricorrere al seguente artifizio: supporre 
ripartito un carico variabile, nullo dappertutto meno che in una certa re- 
gione che si fa diminuire indefinitamente, facendo contemporaneamente cre- 
scere in quella regione il carico. Al limite si giunge ad un carico concen- 
trato. Nella soluzione ho cercato di esprimere l’integrale in modo da fare 
risultare l’azione del carico in un punto, qualunque fosse la sua posizione. 

Il metodo, che ho adoperato, presenta qualche analogia con quello del 
De Saint-Venant: in uno si parte da ipotesi speciali sulle tensioni, nell’altro 
da ipotesi speciali sugli spostamenti. Non pretendo pero che il mio metodo 
raggiunga il grado di perfezione dell’altro, perche, mentre il De Saint-Venant 
mette le cose in modo da soddisfare alle equazioni generali dell’elasticita 
in modo rigoroso (solo se ne allontana nelle condizioni ai limiti), il me- 
todo da me esposto non raggiunge tale risultato, ma in generale, di pochis- 
simo, se ne allontana. Resta perd fin da principio pienamente distinta la 
parte che spetta alle ipotesi bene esplicite dei vincoli geometrici di partenza, 
donde il nome di elasticita vincolata e la parte che si svolge in appresso 
nella maniera analitica, la piu rigorosa. 

In talune questioni ordinariamente trattate dalla tecnica, si alternano 
e si mescolano in un insieme non facilmente districabile le ipotesi speciali 
dovute pit o meno all’intuizione ed i calcoli rigorosi e ne derivano svi- 
luppi analitici in generale sottili, ma il pit delle volte sproporzionati al 
grado di esattezza che si vuole e si deve raggiungere. 

Mi propongo di mostrare con esempi concreti in prossime Note come 
il metodo ora esposto possa rendere utilissimi servigi appunto in tali casi. 
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Meccanica. — Sulla correzione einsteiniana del tempo in un 
moto planetario. Nota‘? di M. Cimino, presentata dal Socio 


iy. GLEVI-CIVITA. 


Premessa. - In una recente Nota ®) abbiamo avuto occasione di appli- 
care un principio di equivalenza, dato dal Levi-Civita per lo. studio in 
seconda approssimazione del moto einsteiniano di un corpo di massa infi- 
nitamente piccola sottoposto all’azione di un campo gravitazionale generato 
da una distribuzione di masse dotate di simmetria sferica, allo scopo di 
ricavare la legge delle aree nella forma che compete a tale moto considerato 
nell ordinario spazio euclideo. Ora vogliamo dedurre, valendoci ancora di 
questo principio di equivalenza, una legge del tempo cosmico ed i periodi 
di rivoluzione, anomalistica e siderale, sempre per un moto einsteiniano 
considerato nell’ordinario spazio euclideo. Ricordiamo percio quanto si ot- 
tenne nella suddetta Nota, rimandando ad essa per l’esplicazione di tutti i 
simboli usati. 

Detta A, una costante positiva, doppio della velocita areolare in un 
ausiliario moto newtoniano, e t, il tempo (ordinario) di questo ausiliario 
moto newtoniano, dalla: 


dO 

(1) ¢? di, =, 
essendo in virtu del pace di equivalenza_ suddetto (ed in seconda appros- 
simazione) : 

a ails 44), 
si ha: 

_ a8 4 U,' 
(2) p ‘dt I A, C2 


(ove t é il tempo cosmico del moto einsteiniano), Ja quale pud ritenerst 
come V’integrale delle aree del moto einsteiniano considerato in wn ordinario 
spazio euclideo, nel quale lo spaxio einsteiniano sia conformemente rappresentato. 


- Possiamo sfruttare ancora il principio di equivalenza del Levi- 
Civita valendoci della (2) allo scopo di assegnare una legge del moto, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 7 luglio 1932. 
(2) M. Cimino, Sulla legge delle aree di un moto einsteiniano considerato nell’ordinarto 


spazio euclideo, questi « Rendiconti ». 


valida nell’ordinario spazio euclideo, e che risulterh molto simile a quella 
classica kepleriana pel moto ellittico. 
Passando dal riferimento (8,¢) al riferimento (@, 9), consideriamo 


regal dale 


(1') ae rea v< A 


ove A & la costante delle aree del moto newtoniano ausiliario nel riferi- 
thento (w, 9), (legata del resto, come si vide, alla Ay); passando poi in 
questo riferimento alle anomalie eccentriche @ e ponendo: 


(3) 


(ove a, ¢ il semi-grand’asse nello spazio cuclideo) avremo_ classicamente 
lequazione di Keplero sotto forma differenziale : 


(4) . n, di; = (1 —e: cos) dg. 


La (3) pud anche scriversi (colla solita approssimazione) : 


Xo 2 Es Xo 
ee (1 ~) =n, (t — 
: y3 ( are s ( BES 


ove si & posto per brevita: 


Applicando allora alla ee il suddetto ees di equivalenza,’ cioé 
sostituendovi, al posto di dt, , il suo valore dt ( ee 1, otterremo |’equa- 


zione differenziale del tempo cosmico, valida nell’ ca spazxio euclideo: 


Xo 
at ~ a t=(1 —e,coso)do+ (1 —e ECO ee eis 


et ee 
=(1+4 A) lp —e, cosg-de 


e, nella solita approssimazione : 


5 Xo Xo 
(5) dt = (1 *s)do—aa(r + 2% )cos 9: de 


Integrando avremo la relazione in termini finiti (essendo f, il valore 
iniziale di 1): 


mr PG 1) = pa. (1— 4 sen g 


e? 


che scriveremo brevemente: 
(6’) n(t— lo) = e—Eseng. 


§ 2. — Se ora facciamo variare @ da 0 a 27, il corpo potenziato si 
sposta dal perielio (minima distanza dal centro di forza) al perielio nuova- 
mente; dunque la durata di una rivoluzione anomalistica del moto einstei- 
niano nell’ordinario spazio euclideo ¢: 


(7) Tyan f/S |r 4 3 


oO ay GP 


_ Per dedurre la durata di una rivoluzione siderale partendo da un gene- 
rico valore @ dell’anomalia eccentrica, dobbiamo sottrarre a T, linter- 
vallo di tempo + che intercorre mentre l’anomalia eccentrica si sposta dal 
valore @ —Sg-al valore g, essendo Sy langolo del quale avanza lanomalia 
eccentrica @ durante una rivoluzione anomalistica, rispetto al riferimento 
(9,9). Avremo, partendo dal valore g dell’anomalia eccentrica, in virtt 


della (6’): 
t= —[9—(@— Sp) —2seng + Zsen (p— Sy)} = 


= — {Sy — 2 (sen g— sen @ COS Sp + cos Msen Sg ) } 


~ 


e, in seconda approssimazione : 
I S 
(8) t= — Sg (1 —%cosq)- 


Ci resta a calcolare S,. Parliamo dalla relazione classica™: 
Ba Lage 
ep sen = a,Ji—@ - sen @ 


essendo p il raggio vettore corrispondente al valore g dell’anomalia eccen- 
trica; e notando che all’angolo S, corrisponde nelle anomalie vere l’avanzo 
del perielio Sp, avremo in seconda approssimazione : 


I — ¢, cos@ 
ioe 


Esplicitando allora nella (8) i simboli 7 ed @, e ricordando lespressione 
in seconda approssimazione di S,, avremo nella stessa approssimazione : 


fe je 2d Sealer 8) 


Mo a a 


So = ee 


(1) Cfr., ad’es., F. Tisssranp, Mécanique céleste, Gauthier-Villars, Paris prooo,, teas 


p. 103. 


— 226 — 


e quindi il periodo di rivoluzione siderale: 


¢ op ae Ste 3%e Cee 
(9) f.=Ti—ra2n Slr ; 3 


e passando alle anomalie vere: 


3 


(9) ange 


1g 5 aati ji | 


iy 63 OeOe “hae, COs Ka) 


%o 


Si vede pertanto come tale periodo, al contrario di T,, dipende dal 

raggio vettore iniziale. 
. . id . . . . , 

Ripetiamo ancora, a scanso di equivoci, che la (7) e la (9’) valgono 
pel moto einsteiniano considerato in un ordinario spazio euclideo. Che se 
si calcolassero infatti T, e T, partendo dall’integrale (12’a), considerato 
nella precedente Nota, si otterrebbe rispettivamente (e siamo nello spazio 
einsteiniano!) : 


T, = 2n| eat +2 


@ 3% pees (2) 
Te =2n//% I pe 
\ ; Xo ac? \ (1 +, cos)? 


ove G, & la a, misurata nello spazio einsteiniano®. 


(10) 


§ 3. — Nelle ordinarie osservazioni astronomiche ci si riferisce costan- 
temente ad uno spazio euclideo, sia nel considerare in tale spazio le effet- 
tive orbite dei corpi celesti, sia nell’uso degli strumenti di osservazione. 
Ora risulta che in un eventuale confronto dei periodi di rivoluzione dei 
pianeti osservati con quelli calcolati in base ai princip? della teoria della 
Relativita (onde porre in luce il divario con i valori ‘calcolati in base alla 
legge newtoniana) occorre riferirsi alle nostre (7) e (9) anziché alle (10). 

_ La (9’) 0 la seconda del (10), indifferentemente, permettono poi di 
calcolare la differenza che passa tra la durata di una rivoluzione che abbia 
inizio per un valore w dell’anomalia vera e quella che abbia inizio per un 
valore wm + x dell’anomalia stessa ’, 


; (1) Cfr. J. Cuazy, La Théorie de la Relativité et la Mécanique célesle, Gauthier- 
Villars, Paris, 1928. Toner pp. 80-85. 

(2) Non basta nella (6) esprimere a; per mezzo di @, mediante la (13), considerata 
nella Nota precedente, per avere la legge del tempo nello spazio einsteiniano; in effetti, 
prima di applicare il principio di equivalenza, occorrerebbe trasformare la (4) in termini 
dello spazio einsteiniano. 

(3) Non sara inutile rilevare esplicitamente che nella (9’), dato il suo ordine dichia- 
rato di .approssimazione, si pud sostituire materialmente all’anomalia @ l’anomalia @ del 
riferimento fisso; quindi quanto si va dicendo vale anche per le anomalie 0. 


od 
meet 
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~Lo Chazy “) ha eseguito questo calcolo per due passaggi consecutivi, 
rispettivamente di novembre e di maggio, di Mercurio sul disco del: Sole, 
trovando in tale caso un valore della differenza dell’ordine del decimo. di 
secondo, valore non yerificabile allo stato attuale della precisione delle os- 
servazioni. Noi termineremo questa Nota osservando che se si riuscisse a 
porre in luce in un qualunque sistema gravitazionale un tale divario, cid 
costituirebbe una prova, di natura qualitativa.a favore della, validita, della 
Relativita generale, per ottenere la quale non occorre conoscere in sostanza 
alcun elemento dell’ orbita. 


Meccanica. — Régularisation des chocs binaires pour des forces 
proportionnelles a Tinverse d'une puissance quelconque de la distance. 
Nota® di M. Kivetiovircnu, presentata dal Socio T. Levi-— 
CiviTa. 


é . ; . ON: Mj 
Considérons n points matériels qui s’attirent suivant la loi CVE 
et m; désignant les masses des deux particules, rij leur distance mutuelle 
et a une constante. Supposons qu’on veut étudier le choc binaire entre; les 
particules P, et P,. Pour cela rapportons le mouvement a des axes fixes 
passant par Py. Prenons comme variables les variables canoniques de Jacobi, 
c.-a.-d. on rapporte le mouvement de P, a P,, de P, au centre de gravite 
Umer s tits, de P, au centre de gravité g de: Bo teted 6. toc. 


52 &¢ 
On aura le systéme suivant d’équations différentielles: 
ax: oF dpi oF Pek 
a Py te spam = lees 
@) dt api Be eeeiGt Ox: . »253) 
pecs. ueak en Pr Cs 
Hae op ; Gin, (ek, 
Bi 8F ets) 
(II) a °?: dt ot (i ate 2s cm) 
dxi" —1) oF dp" —1) 3E 
| dt a) api —1) 2 dl per “Ox 
| i , | 
3 
(i) Fae Sptw Dept + ue Sumy — 
tM M — mim; ==, 
rP 7 "i 


(1) Loe. cit., p. 133- 
(2) Pervenuta all’Accademia- il 16 agosto 1932. 


oD 


ou. les coeflicients constants w dependent de masses; r = P,P,; E est la 
constante des forces vives, dont nous supposons que sa valeur, est fixée 
davance; 


les (xi, pi) designant les coordonnées canoniques de P,; 


(x’ 8) » » » Pz 


@ 0.50 O78 ONO" 0 0) 0) [6 ‘ee 0 6 68, 058" © 0° 0, 6 6 Se o's. ‘ole 619) 0) 9 © 0) 610.6 6 6 6 


Pour le choc P,P; au temps 4, on a xi =r =O, et, comme les 
coordonnées canoniques des autres particules P, +--+ P,_, sont réguliéres 
pendant le choc P. P;, analogue au cas de attraction newtonienne, on a, 
d’aprés Pintégrale des forces vives, 


3 
lim (" U 0) == KML Mt 


T==O; 


ce qui exclut le cas d’une force repulsive car r' Zp? étant des quantités 
essentiellement positives, il faut que « >>0. Pour régulariser le systéme (1) 
au voisinage du choc P,P considérons les changements des variables ‘sui- 


vants: 
a) (1) dv=rtdu aveo uso pour t=h 


b) la transformation canonique 


kyg + 2y Dyjqjpe gh? 


(2) u=yg?—2 


et 
2 Cis awl Ye . 
G) pi gh @? G= I 2 a) 


( == Dy gees >«] 


cette transformation est canonique, car 


aQ eQ 


vi et Vjj=—d” 


ap, 


c) Changeons, en outre, la fonction canonique F en 


(4) H=r(F—E)=o 


ce qui ne change pas notre systéme, car E est fixee d’avance. 
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On trouve finalement le systéme suivant: 


Ly; oH 1qi oH 
IV as = . podby cep ot ooh 3 ta * 
( ) du ogi 2 du oy oy; Gi oe et ete) 3) 
(V) dx; 3H ; dp, 8H 

antn Op, ‘ A DURE 


Le choc P,P, se produit pour u =o , gq =0 et y?=E 0. Cherchons 
le developpement de H suivant les puissances croissantes de q. 
Comme 


S 


r= yg + Atgt— 2 Dyigi- g) = gt Re 


Anca Vie I 22 Y; 9; I ‘ 
Lp= p= qt ars ay ae 


II et R finies pour g tendant vers zero donc 
H = r*(F — E) = R' II? y' — kmom + g*L=o. 


Le systéme (IV) est régulier au voisinage d’un choc binaire, g = 0, 
c—a-d gq, = q2 = 4; = 0 les y; n’étant pas toutes nulles a la fois. 
On peut donc développer au voisinage de u = 0 les 


, = , i 
Wen Gig hn, 4.2255 Ke" 1) ‘ Dae 1) 
suivant les puissances croissantes et entiéres des valeurs initiales 
’ — 'o To 
ae rae ashe 56 t)o F Robie sree ph on 


On aura finalement les développements: 


Vi — ie = ING CH xo unre oes p,° yee » per P/u) 


Xe oo he = UX’ ( DBO dln HOG 0 OO DOD SH OS OM CORO HOODOO 00080 ) 
(VI) ( ere ue xin 10 = yw Xv) (Gn ) 
p. pe = UPc( Comme emer eee eee eer ere reese eesrreesene ) 
eae) ae pie coed BEY ( O O50 Os DOO O.0o Ono Ooo Ooo O00 ) 


et 


(VII) gi a uQi Oy F x, 5 ODIO Ae F p, 3 °°° » pfu) 


——- 230 peal 
En échangeant dans les ‘equations (VI) w et ue = © on trouve 
ee WY: (Yj. % 5 + A ate ae Ms ie pe) 


2 eo Sivte erece ole ce) elise ote ei .aire so) 6 ree e)n6119 ellos Nemsleuered. seco 0s me name rene { ¥ 


Ve: oa uae DUA, cat SAT Matnc  sWoate teRG a 
(VI’) ni “i (oo ae ie ) 


pe Epadgy (eine dein 10 Fee eee 
A eee ie ame) Sag ORNL Stet Gy ares 0} 
: (ts ah 23a 


y 


/ se 
en remplacant cesi valeurs «dei4°4,x° 4 ~ = sei PY = Ep? «28 Dee 


dans (VII) on trouve finalement: 
(VIII) qi = ve (5 %3° oe) i; Bis A po=9/u) 


en éliminant entre ces trois équations # on trouve deux réJations-entre les 
variables” $; ¢7,.%.9% +, p™—): deux conditions entre les variables initiales 
a Tinstant w pour qu’un choc se produise a |’ instant u=0 (Dans le cas du 
plan on aura une seule rélation). ~ STS ae 

Il est facile ‘de démontrer, par analogie avec le cas de | ’attraction 
newtonienne, que les ¢quations (VIII) peuvent éire mises sous la forme 


7 —— 1 


COLIN w= Ay t 3) Bx) + DiC? G12 aa) 


Les A,B; et C; sont ‘des séries entitres-de w,. fonctions symétriques 
en yi, x : p® et inane pat la permutation circulaire des indices i. 


Done chaque choc nécessite un syst¢me’ des trois Equations du type (IX). 


Astronomia. — Metodo II per il calcolo dorbita di una 


binaria visuale. Nota® di E. Martin, presentata dal Socio 
G. Sitva. 


1. In un sistema binario visuale, termi restando gli altri elementi 
geometrici e dinamici, una variazione di Q determina una rotazione di tutta 
Yorbita apparente intorno alla stella principale e cioé fa ,variare tutti gli 
angoli di posizione d’una stessa quantita, lasciando invece inalterate le di- 
stanze cosicché, supposti esatti gli altri elementi ed errato soltanto Q, a 
prescindere dagli errori di osservazione, il confronto fra effemeride ed os- 
servazione darebbe O —C niulli per le distanze ed O — C costanti per gli 
angoli di posizione, tali differenze costanti rappresentando la correzione di Q@). 

Una variazione di a, fermi restando tutti gli altri elementi, determina 
una trasformazione per omotetia dell’orbita apparente, cioe muta le dimen- 
sioni, ma non la forma ne l’orientamento dell’ellisse apparente, facendo 
variare tutte le distanze in uno stesso rapporto e lasciando invece inalterati 
gli angoli di posizione. Percio, supposti esatti gli altri elementi ed errato 
soltanto a, a prescindere dagli errori di osservazione, il confronto tra effe- 
meride ed osservazione darebbe O —C niulli per gli angoli di posizione 
ed O/C costante per le distanze, essendo tale rapporto costante il fattore 
correttivo di a), 

La variazione anche di uno solo degli elementi geometrici e,1,@ muta 
Yorbita apparente facendo variare in modo non semplice le coordinate ap- 
parenti del compagno. 

Pertanto sono pil da temersi gli errori di ¢,i,@ che quelli di ae Q, 
e questi, nel caso teorico che quelli e gli altri dei due elementi dinamici 
n, IT, non esistessero, sarebbero dal confronto tra effemeride ed osservazione 


(1) Pervenuta all’Accademia il 9 agosto 1932. 
(2) Cid si pud vedere anche dalle formule che esprimono p angolo di posizione e 
d distanza: 


(I) tang'(p — Q) = tang (v + @) cos i i UI) d=rcos(v + w) sec (p — Q) 

e ricordando che per un tempo # fissato, ma del resto qualunque, anche se varia Q,ma 
restano fermi gli altri elementi geometrici e dinamici, non variano né l’anomalia vera v 
né il raggio vettore 1; ; per dette formole non variano quindi nemmeno p—Q e d; una 


variazione di Q da cioé luogo ad una uguale variazione di p. 
(3) Variando a soltanto, l’anomalia eccentrica E resta inalterata e per la: 


(Il) ry = a(1 —ecosE) 


e per la (II) il raggio yettore r e la distanza d variano nello stesso rapporto di a. 


facilmente desumibili. Percid qualora non sia possibile ricavare ciascun 
elemento indipendentemente dagli altri, ma alcuni di essi debbano aversi 
in funzione dei rimanenti, pud convenire non dedurre ¢,i,@ dagli altri due 
perché non influisca sulla determinazione dei primi pak Vevermete errore 
di Q o di a, ma‘seguire la via inversa. A parte poi ogni altra considera- 
zione non ¢€ consigliabile ricavate alcuni elementi in dipendénza di-uno o 
pit’ altri trovati per primi, qualora sia da temere che la determinazione di 
questi risulti incerta o per lo speciale metodo seguito o per le particolari 
caratteristiche dellorbita studiata. 
if aF | 

Ci proponiamo in questa Nota di ‘ricavare e,7, indipendentemente 

da a e Q, supposta tracciata lellisse apparente e la posizione della stella 


z 


cf 
principale o primario! La condizione impesta non consente, come vedremo, 
la semplicita del metodo I@ basato sulla preventiva determinazione della 
linea dei nodi. 

Sia (Fig. 1) A la stella principale o primario, C il centro dell’ellisse 
apparente, F il simmetrico di A rispetto a C, P la proiezione del periastro; 
PQ, BD,RL rispettivamente le proiezioni dell’asse maggiore, dell’asse mi- 
nore € del /atus rectum dellorbita vera. Risultera AR = AL e BD parallela 
a LR. Sia AN la direzione origine degli angoli di posizione di cui il senso 
positivo € rappresentato dalla freccia. Conduciamo per F la parallela ST 
ad LR e BD; sara FS = FT. Adoperando le notazioni comunemente usate () 


(1) Vedi « Rend. Lincei», XV, 6°, p. 955. 
(2) Tali notazioni sono definite nella Nota ora citata (1) a p. 958. Aggiungiamo 
ad esse l’angolo di eccentricita @ definito dalla’ relazione sen p=e. 
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osserviamo che la formola generale che da la distanza apparente pud met- 
tersi sotto la forma: 


d= a(1 —e?)[1 +e cosv]—') 1 — sen? (o + v) sen?i. 


Indichiamo con A, F, S, il triangolo del piano vero che ha per proie- 
zione sul piano apparente AFS; sara A; coincidente con A, l’angolo in F, 
retto, il cateto F,S, eguale al semilatus rectum e quindi avente per valore 
a(1 — e?), il cateto A, F, eguale a 2ae. Da cid ricaviamo che l’ipotenusa 
di detto triangolo, cioe il raggio vettore A, S, ha per valore a(1 +4 e?), 
ed inoltre indicando con v Vanomalia vera relativa al punto S,: 


| reeds COS? © 2€ 2sen9 
Ss 5 COS yn a = 
I + e? I + sen’?o 


sen v = a es 
Tate? t= Seno 


Ponendo sempre e = sen @ e tenendo conto dell’espressione sopra scritta 


di d abbiamo: 


Posizione del d 
compagno ‘ ; 
1p Oo AP = a(1 —sen@) V1 — sen? w sen 2i 
Q TT AQ=a(i +sen@) V1 — sen? sen?i 
L = AL = a cos? Vt — cos? w sen? i = AR = TF = FS 
B = +9 _ AB = aV'1 — cos? (@ + 9) sen?i 
D Jn AD = a Vi — cos? (@ — @) sen?i 
) INS) = a (1+ sen?@) V1 — sen? (w + v) sen?7 
a 2% aN 7 AT = a1 + sen? 9) Vt — sen? (@ — v) sen? 7 
ed inoltre BD = 2a cos @ V1 — cos? w sen? i 


come possiamo facilmente ricavare osservando che BD ¢ parallelo ad AL 
e che inoltre ¢ la proiezione dell’asse minore il cui vero valore ¢ 2acos@. 


3. Per il calcolo dell’eccentricita pud servire la semplice formula di J. Her- 
schell ® sen = ¢ = CA/CP e possiamo anche aggiungere seng = AF/PQ, 
Altra semplice relazione ¢ data da: cos @ = LR/BD. 

; . 3 
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Per avere l’inclinazione osserviamo che:. 
4 AP- AQ = 4 a? cos? 9 (I — sen? w sen?) 


BD? = 4 a? cos? Ps (1 — cos? w sen? /) 
dalle quali: 


(1) 4 AP- AQ + BD? = 4 a? cos? @ (1 + cos? i) 
(2) 4 AP- AQ — BD? = 4 a? cos? pcos 2 sen?i. 
L’ares vera che ha per proiezione il quadrilatero PL QR é il quadri- 


latero avente per diagonali ortogonali l’asse maggiore ed il Jatus rectum e 
quindi ha per valore 2 a? cos? @ cosicche : 


(3) 2+PLOR = 4 a? cos? 9 cos?. 
Dividendo membro a membro la (1) per la (3) otteniamo: 


(4 AP-AQ + BD)/2 - PLOR = sec1 + cos 


la quale, ricordando che seci-cosi = 1, permette di ricavare 7. 
Abbiamo poi: 


AB? = a*[1 — cos?(@ + 9)sen?i] , AD? = a?[1 — cos? (@ — g) sen? i] 
dalle quali: 
(4) 2 (AB? — AD?) == 4a? sen 9 cos @ sen 2 w sen? i. 
Dividendo membro a membro la (4) per la (2) otteniamo: 
2 (AB? — AD?)/(4 AP- AQ — BD?) = tgotg2 


la quale, conoscendo gid 9, permette di ricavare w. In modo meno sem- 
plice abbiamo pure: 


AS? — AT? = 4a? sen 9 cos? @ sen 2 wsen?7 
e quindi tenendo conto della (2): 
(AS? — AT?)/(4 AP- AQ — BD?) = sengtg 2a 


che pud pure ‘servire a darci w. L’espressione scritta di AS? — AT? uni- 
tamente alla (4) ci da ancora un’altra formula per avere l’eccentricita, 
precisamente : 


cos 9 = (AS? — AT?)/2 (AB? — AD?) pe 


Rileviamo che le espressioni che dinno @,i,@ si presentano come 
rapporti di quantita omogenee (lineari o quadratiche) cioé dipendono sol- 


tanto dalla forma dell’ellisse apparente e dalla posizione relativa ad essa del 
primario A, come deriva da quanto abbiamo detto al n. 

Per ricavare l’elemento a possiamo servirci di una qualunque delle 
quattro relazioni che abbiamo numerato; pit brevemente della (3) che ci da 
a=V2PLOR. seci/2cos@. 

Infine per avere il nodo necessitano delle misure (almeno una) relative 
all’orientamento. Ne Eoscane subito desumere due dalla figura e cioé 


gli angoli di posizione PAN ed LAN telativi a P e ad L. Abbiamo nei 
due casi: 


aos om 
tang (PAN —Q)=tangwcosi , tang (LAN — Q) = — cotgw cosi. 


Una o Valtra di essa, o (per controllo di calcolo) tutte due possono 


darci Q. 


4. Riepilogo. - Ordinate, corrette e perequate le osservazioni, riportia- 
mole in grafico polare e disegniamo l’orbita apparente, controllando che sia 
un’ellisse, con A primario. (Fig. 1). | 

Determiniamo il centro C servendoci della nota proprieti dei diametri 
coniugati. I] segmento CA prolungato fino ad: incontrare l’orbita apparente 
sara allora la proiezione dell’asse maggiore dell’orbita vera. Segniamo su 
esso con P la proiezione del periastro, con Q quella dell’apoastro, e con 
F la proiezione del fuoco dell’orbita vera non occupato dal primario, per 
cui sara CF = CA. Conduciamo per A, per C e per F le corde di dire- 
zione coniugata a PQ; le prime due saranno rispettivamente le proiezioni 
del latus rectum (0 corda parametro) e dell’asse minore dell’orbita vera. 
A partire da P nel senso positivo (freccia della figura) nel quale cioé cre- 
scono gli angoli di posizione indichiamo ordinatamente i sei estremi delle 
tre corde parallele tracciate con L,B,S,T,D,R. Conduciamo infine da 
Weeds Paie horma, Olice PK A LR oppure a L ed R le normali LM 
ed RG a PQ (LM = RG). Abbiamo allora: 


AF ' — LR 

(1) Sak assets Yay (1) pum coes ace 
cP) Pee eae: eee Et 
2 (AB? — AD?) 


e per controllo di calcolo: 
sen? 9 + cos*o=1. 
L’area PLQR pud misurarsi con planimetro oppure ricavarsi sia usando 


formula trigonometrica, sia utilizzando le normali condotte dai vertici sulle 


diagonali. Ponendo A = 2 PLQR abbiamo: 
(2) A = RL (QH + PK) Oye A= FO Ua hG) 
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ay? A ='/RL- PO*sen PAL 

(ppp ENED ae ae eer 
(5) eds Be 

e ae ee ae To as 

(6) tang2@= AS? — AT? 


sen 9 (4 AP- AQ — BD?) 


da ciascuna delle quali possiamo, senza ambiguita di quadrante ricavare 2@, 
poiché in ciascuna espressione i numeratori hanno il segno di sen 2 ed i 
denominatori quello di cos 2. Se ne deduce @ coll’incertezza di me per 
Ora possiamo ricavare in valore e segno tg@ 0 cotgw o tutte e due per 
utilizzarle nelle formule seguenti: 


(7) tang (PAN +O) te acose <(7)? “te (LAN — Q) = —cotg w cos7 


da ciascuna delle quali si ricava senza ambiguita ricordando che dev’essere 

0=Q<nz. Avuto Q si dirime Vincertezza di w ricordando che esso ha 
; a 3 aes 

lo stesso quadrante di PAN —Q o di LAN — Q — 


7 : 
- Per chi usa con- 


= 


tare w nel senso del moto, il valore cercato, quando il moto é retrogrado, 
¢ il supplemento a 27 di quello trovato. 


Geofisica (Sismologia). — Ancora intorno allo smorzamento 
dei sismografi. Nota‘? di A. Provigro, presentata dal Socio 
L. Parazzo. 


I] piccolo sismografo « Agamennone » a pendoli orizzontali ® che figurd 
con onore al concorso internazionale dell’Aia del 1906, & destinato essen- 
zialmente a stazioni di 2° ordine e funziona con successo in moltissimi osser- 
vatori, tra cui quello di Trenta (Cosenza) da me diretto, e viene utilizzato 
in Roma, come strumento sussidiario, fin dal 1909, dal R. Ufficio Centrale 
di Meteorologia e Geofisica. Avendo avuto occasione di leggere |’Estratto 
di una recentissima Memoria del prof. E. Oddone ®) nella quale si cerca 
di svalutare il detto sismografo, anche pel fatto che i pendoli sono liberi, 
ritengo necessario discutere un po’ su quanto egli ha esposto circa l’uso 
dello smorzamento e del dissincronismo, argomenti di capitale importanza, 
di cui ebbi gia ad occuparmi altre volte ed anche su questi stessi « Ren- 
diconti » “), 

L’ Oddone scrive dunque a p. 15 dell’ Estratto: « Per ultimo va ripe- 
« tuto che il dott. Agamennone si ostind sempre a non volere smorzare i 
« sismografi che faceva costruire. Senza ripetere argomentazioni note, non 
« esito a ridichiarare che per ridurre la sproporzione che esiste tra gli in- 
« grandimenti delle onde a vario periodo, per conservare una definita rela- 
« zione tra i moti del suolo e le ampiezze sul registratore, insomma per 
« rendere leggibili i sismogrammi, ¢ indispensabile ricorrere allo smorza- 
« mento. Fortunatamente non vi ¢ difficolta ad applicare a detto pendolo 
« uno smorzatore magnetico, oppure ad olio e petrolio. Non si pretende 
« che collo smorzamento si ottenga la perfetta riproduzione del moto del 
« suolo, ma per lo meno a quella ci si avvicina ». Sicché per l’Oddone lo 
smorzamento & indispensabile, perche i soli sismogrammi di pendoli smor- 
zati si renderebbero leggibili, mentre quelli di pendoli liberi non lo sareb- 


bero affatto. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 19 agosto 1932. 

(2) G. AGAMENNONE, Sopra un tipo di sismografo a pendoli orizzontali. (« Boll. d. Soc. 
Sism. It.», XII, 1907, p. 345). 

(3) L’attuale servizio sismometrico a Roma. (Ivi, XXX, 1931-32, fasc. 3-4). 

(4) Considerazioni sulle oscillazioni dei pendoli sismografici ecc. (Ivi, XXIV, 1922-23, 
p: 159); Sull’uso dello smorzamento net sismografi. (« Rend. d. R. Accad. N. dei Lincei», 
sez. 64, III, 6 marzo 1926); Intorno ad alcuni recenti studi sullo smorzamento dei sismografi. 


(Ivi, XXIX, 1929-30, p. 78). 
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Mi lusingo di avere gid precedentemente dimostrato la poca fondatezza 
d’una simile asserzione; ma poiché egli mostra di tener poco o nessun 
conto di quanto fu scritto da altri e da me su tale importante argomento, 
ritengo opportuno tornarvi sopra anche a costo di ripetermi. 

Per ritenere indispensabile lo smorzamento alla lettura dei sismogrammi, 
i motivi addotti dall’?Oddone non sono affatto sufficienti: la sproporzione 
tra gli ingrandimenti delle onde a vario periodo — che del resto sorge ine- 
vitabile pure pei grafici di pendoli smorzati — non é affatto di ostacolo a 
rinvenire, anche nei sismogrammi di pendoli liberi, gli elementi da intro- 
durre nella formola relativa all’ingrandimento dinamico; la relazione poi 
tra i moti del suolo e le ampiezze del registratore non resta punto afhdata 
al caso, ma viene benissimo definita dallo stesso funzionamento meccanico 
del sismografo libero e dalla relativa teoria la quale, se ¢ bene intesa ed 
esattamente applicata, non pud condurre a risultati erronei. Il vantaggio 
invece dello smorzamento, dato che potesse realizzarsi sul serio e senza 
altri inconvenienti, consisterebbe piuttosto nell’ottenere sul sismogramma 
le sole onde forzate del moto tellurico, senza mistura di oscillazioni stru- 
mentali. 

Ora, a prescindere che per ottenere un simile risultato occorrerebbe 
che il pendolo resti smorzato fino all’aperiodicita (u? = 0) — non essendo 
la qual cosa per diverse ragioni consigliabile, nell’uso comune si usa ridurre 
di molto lo smorzamento, cid che permette alle oscillazioni strumentali di 
intervenire pil o meno spesso sul sismogramma - a prescindere, dico, da 
tutto questo e da quanto ¢ inerente alla natura stessa dello smorzamento, 
non bisogna dimenticare che il surriferito vantaggio pud benissimo otte- 
nersi invece dai sismografi non smorzati in maniera chiara e sicura, se tra 
il periodo di oscillazione strumentale e quello d’onda tellurica esiste un mar- 
cato dissincronismo. 

E risaputo infatti che sul sismogramma d’un pendolo libero a periodo 
corto (2-3 sec.) si leggono soltanto onde telluriche, se esse hanno un pe- 
tiodo dai 15 sec. in sopra; e percid la III fase dei telesismi, in questi sismo- 
grafi, riproduce quasi fedelmente le sole onde telluriche senza mistura di 
oscillazioni strumentali. Lo stesso accade nei sismogrammi di pendoli non 
smorzati a periodo lungo (20-25 sec.) per le due prime fasi dei telesismi 
e per le scosse vicine, nei quali casi d’ordinario il periodo d’onda tellurica 
non supera i 5-7 sec... In ambo i-casi percio il sismologo & autorizzato 
ad introdurre nella formola d’ingrandimento dinamico dei pendoli non smor- 


(1) Ho dimostrato nel 1° del sopracitati miei lavori che sui grafici di pendoli non 
smorzati, in date circostanze, si puO sempre (anche se T e T, sono vicinissimi) individuare 
la sola onda del moto tellurico, ma allora é richiesto un certo lavoro, tanto maggiore 
quanto pil si resta vicini alla risonanza dei due periodi. Il dissincronismo dunque é rigo- 
rosamente invocato, solo perché con esso viene eliminato siffatto lavoro, ottenendosi sui 
grafici onde forzate soltanto. 


zati periodo ed ampiezza delle oscillazioni rinvenute sui sismogrammi, quando, 
a parita di circostanze con la teoria dello smorzamento, cid é possibile. 

L’ Oddone, parlando nel citato suo lavoro del dissincronismo, ha frain- 
teso, citando vari autori che patrocinerebbero invece, secondo lui, il prin- 
cipio del sincronismo o risonanza tra periodo d’oscillazione strumentale 
e periodo d’onda tellurica; ma é@ chiaro che quegli autori hanno inteso 
parlare di pendoli smorzati i quali con Ja detta risonanza, supposto che 
diano un ingrandimento dinamico pit forte, diventerebbero pili sensibili e 
quindi riuscirebbero a svelare, meglio che con il dissincronismo, certe onde 
telluriche deboli. E supposto che in simili casi di risonanza, per un forte 
smorzamento si ottenessero sul grafico soltanto onde forzate o telluriche, 
ne verrebbe il vantaggio che essi sismografi potrebbero funzionare contem- 
poraneamente da ottimi sismoscopi in virtu della risonanza e da buoni sismo- 
metri per il forte smorzamento. Questo, soltanto questo, han dovuto e 
potuto significare gli autori citati dall’ Oddone, non gia che il dissincronismo 
nei pendoli liberi non abbia il suo valore, oppure che con tali pendoli bi- 
sogna invocare la risonanza per ottenere sole onde telluriche da poter mi- 
surare!...(). Ma dunque potrebbe dedursi: se il pendolo non é smorazato, 
poiche le scosse deboli vengono ingrandite e percid svelate soltanto in caso 
di risonanza, l’altro pendolo a periodo dissincrono col periodo d’onda di 
dette scosse deboli, non svelando niente o troppo poco, non serve a nulla; 
ed ecco per conseguenza frustrato lo scopo del dissincronismo dei pendoli 
liberi, nel caso delle scosse deboli. La difficolta riuscirebbe alquanto seria, 
se un sismografo, oltre all’ingrandimento dinamico, non potesse avere anche 
Valtro ingrandimento esterno o normale, il quale, come si sa, resta costante 
per qualsiasi periodo d’onda tellurica, eppero, anche in caso di dissincro- 
nismo fra tale periodo e quello strumentale puo riuscire piu che sufficiente 
a svelare anche le onde pili deboli, venendo cos} a supplire al mancato in- 
grandimento dinamico. Di fatti nel mio modesto osservatorio i] microsismo- 
metro verticale a periodo corto (2.3 sec.), per il suo ingrandimento nor- 
male uguale a 250 volte appena, svela quasi sempre ed abbastanza bene le 
onde lente di III fase dei telesismi. 

D’altra parte quanto sostengono i propugnatori dello smorzamento, 
non ¢ neppure troppo vero. Se per poter misurare periodo ed ampiezza 
d’onda tellurica occorre che questa si rinvenga sul grafico sola, senza mi- 
stura d’altre oscillazioni strumentali, e se per ottenere tale effetto occorre 
che il pendolo resti smorzato fino all’aperiodicita (yu? = 0), ¢ anche vero 


(1) Che anzi gli autori in questione e lo stesso Oddone, con quanto sostengono a 
favore della risonanza per sismografi smorzati, vengono a patrocinare indirettamente qualche 
cosa anche pel dissincronismo di pendoli liberi; nel senso che per uno stesso osservatorio 
un solo apparecchio non basta, ma ne occorrono almeno due a periodi dissincroni fra loro; 
il che significa che almeno per la parte finanziaria e di equipaggiamento, |’ uso dei sismo- 
grafi smorzati e quello degli altri senza smorzamento resta alla pari. 
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che sul grafico d’un sismografo con simile smorzamento non si puo otte- 
nere, in caso di risonanza, un forte ingrandimento dinamico; questo risulta 
invece uguale a 0.50 appena; ben poca cosa, come vedesi, per gli effetti 
desiderati. Sicché, in conclusione, i sostenitori della bonta della risonanza 
in pendoli smorzati vengono a trovarsi, per cosi dire, tra Scilla e Cariddi: 
se si vuole ottenere un forte ingrandimento dinamico, si deve usare uno 
smorzamento relativamente minimo (u? = 0.90 0 0.80) con che le depre- 
cate oscillazioni strumentali vengono a ripresentarsi pit! o meno sul grafico; 
se poi si cerca di evitarle, si ¢ costretti ad usare l’aperiodicita con p? = 0, 
e allora l’ingrandimento dinamico riesce ben poca cosa. Non é dunque pos- 
sibile ottenere da un sismografo smorzato il doppio uso di sismometro e di 
sismoscopio contemporaneamente “). 

Basterebbero pertanto le sole considerazioni esposte fin qui per poter 
concludere che lo smorzamento non é poi imdispensabile e che si puo riuscire: 
a studiare tutti i sismi registrati da due sismografi non smorzati a periodi 
marcatamente dissincroni tra loro, perche, a secondo il caso, puo trovarsi 
la sola onda del moto tellurico sull’uno o sull’altro sismogramma dei due 
apparecchi. Ma v’é di altro. 


La teoria dello smorzamento per quanto decantata come grandemente 
vantaggiosa dai suoi propugnatori, tale difatti non ¢, a motivo che essa in 
molti casi non viene sempre capita anche da eminenti sismologi. Lo stesso 
Oddone, p. es., in un suo studio: Appunti fisici per lo studio del terremoto 
di Sicilia e Calabria (« Annali della Soc. degli Ingegneri a Architetti Ital. », 
n. 7, 1° aprile 1909. Roma, 1909) scrive testualmente in una Nota: « Due 
« sismografi di costruzione identica, ma di diverso periodo, presentano dia- 
« grammi simili, alla sola condizione che i rispettivi pendoli siano provvisti 
«di-smorzamento »; il che non’ pud essere vero per la semplice ragione 
che il periodo strumentale, entrando come un coefficiente di primaria im- 
portanza nelle formole dell’ingrandimento dinamico, non pud non apportare 
delle variazioni sull’aspetto stesso del grafico rispetto a quello d’un altro 
sismografo con periodo pendolare differente. E difatti altri sismologi han 
voluto sottoporre ad esperimenti proprio questo caso e — con loro mera- 
viglia!...—hanno constatato che i sismogrammi di due apparecchi smorzati 
dello stesso tipo, collocati l’uno vicino all’altro nella stessa direzione, ma 
di periodo proprio molto differente, danno dei grafici che spesso non hanno 


(1) Affinché il sismografo funzioni da sensibilissimo sismoscopio — e, se si vuole, 
con un po’ di lavoro, anche da sismometro — ottimi effetti di risonanza possono ottenersi 


soltanto dai pendoli liberi, nei quali l’ingrandimento dinamico, non assorbito dallo smor- 
zamento, diventa enorme. 


alcuna simiglianza“), Il Galitzin poi, parlando d’una certa correzione da non 
trascurarsi nella teoria dello smorzamento, scrive testualmente @): « Pur 
«troppo di questa correzione per il ritardo del grafico dell’ apparecchio viene 
« tenuto conto finora soltanto a Pulkovo, sebbene essa non sia da trascu- 
«rarsi nella maggior parte dei casi». Un sismologo che va per la maggiore, 
di cui per ovvie ragioni tacio il nome, richiesto da me molti anni fa su 
di una formula d’ingrandimento dinamico per sismografo smorzato, diede 
spiegazioni da far allibire!... Ora, se tutto questo puo capitare ad eminenti 
sostenitori dello smorzamento, che cosa bisogna pensare di tanti altri, e 
sono la grande maggioranza, che, dovendo usare un apparecchio smorzato, 
avrebbero pure il diritto di trovarsi davanti ad una teoria accessibile alla 
propria. mentalita?... 


* 
* OK 


E ancora: meno male tutto questo, se la teoria dello smorzamento 
fosse stata elaborata senza gravi errori. Nella citata Nota) rilevai che, dopo 
il Mier “, il Belluigi‘) riconobbe non poco deficiente la teoria in parola, 
perche essa trascura elementi caratteristici del fenomeno di registrazione 
sismica e che pero, onde ottenere risultati di misurazione del vero moto 
tellurico, almeno approssimativi, occorrerebbe completare con processi né 
brevi, né facili la classica teoria dello smorzamento. Ed il Lacoste ©, se- 
guendo anch’egli il Mier, riscontra addirittura dei falsi supposti a base della 
discussa teoria dello smorzamento: quali la fissita dell’apparecchio smorza- 
tore nello spazio e la resistenza del mezzo smorzante proporzionale sempli- 
cemente alla velocita di spostamento del pendolo, mentre nella pratica l’ap- 
parecchio smorzatore si muove col suolo e non di rado si adoperano smor- 
zamenti ad aria o a liquido (come consiglia lo stesso Oddone) la cui 
resistenza ¢ invece proporzionale al quadrato della velocita. Dimodoche, 
secondo il Lacoste, si potrebbe alquanto riparare ai gravi inconvenienti con 
Pintrodurre un nuovo fattore che egli chiama coefficiente d’amplificazione e 
che, da esperimenti eseguiti sulla piattaforma oscillante, puo raggiungere 
nientemeno il valore di 3.20!... 

Con avere scritto pil volte su questo argomento e recentemente ap- 
poggiandomi all’autorita di altri eminenti autori, m’ ero lusingato di scuotere 


(1) GuTENBERG, LANDSBERG, SOMVILLE (« Gerland’s Beitrage zur Geophysique », XXV, 
p- 74; XXIX, p. 64 € 347). 

(2) Vorlesungen iiber seismometrie, p. 276. 

(3) Intorno ad alcuni recenti studi sullo smorzamento dei sismograf. 

(4) Les équations fondamentales et Vamortissement des scismographes. (Madrid, 1914). 

(5) Sullo smorzamento dei pendoli sismografici. (« Boll. d. Soc. Sism. It. », XXVI, p. 69). 

(6) Sur le role des amortisseurs dans les séismographes. Coefficients d’amplification. (« Pu- 
blications du Bureau Central Séism. Intern. Ser, A. Travaux Scient,», fasc, n. 6, p. 28, 
Paris, 1929). 


un po’ dai loro sonni tranquilli coloro che allo smorzamento avevano accor- 
dato intiera fiducia, ma purtroppo debbo constatare il contrario. Il prof. Od- 
done, per es., come se tutte Je gravissime critiche mosse contro lo smor- 
zamento si potessero annientare con’un semplice tratto di penna, non esita 
a sentenziare anche oggi che lo smorzamento é indispensabile per la lettura 
dei sismogrammi, concedendo appena che, se con esso non si puo ottenere 
la perfetta riproduzione del moto del suolo, per lo meno a quello ci si 
avvicina. No, neppure questo puo essere vero! per quella tale inesorabile 
legge di proporzionalita tra cause ed effetti, se |’ apparecchio smorzatore si 
muove con il suolo, mentre in teoria viene considerato fermo nello spazio; 
e se l’aria o i liquidi offrono una resistenza pari al quadrato del valore 
richiesto teoricamente, non é il caso di parlare di effetti approssimati; deb- 
bono invece venir fuori risultati proporzionali per lo meno al doppio del 
valore cercato in forza della 1* falsa ipotesi e del suo gquadrato per il 
2° supposto, non conforme a verita. 

Conchiudo: Il dissincronismo nei pendoli non smorzati é un ottimo 
mezzo per rinvenire sui sismogrammi le sole onde del moto tellurico e 
ricavarne facilmente gli elementi necessari alle formole dell’ingrandimento 
dinamico, e tale risultato riesce chiaro e sicuro; mentre lo stesso non puo 
dirsi dell’uso dello smorzamento, vuoi perché la relativa teoria, riuscendo 
il pit: delle volte astrusa e difficile viene fraintesa anche dai migliori sismo- 
logi, vuoi perche la stessa teoria poggia disgraziatamente su errori non 
trascurabili che debbono per necessita condurre a gravi difetti nella pratica. 


Fisica (Meteorologia). — Periodicita nell’andamento progressivo 
della Pioggia a Capodimonte 1833-1931. Nota “? di E. Guerrier, 
presentata dal Corrisp. A. Bemporap. 


Indipendentemente dalla relazione col periodo undecennale delle Macchie 
Solari studieremo l’andamento progressivo e la probabile periodicita della 
pioggia a Napoli dal 1833 al 1931. 

[ risultati di osservazione sono stati tratti dai registri della Stazione Meteo- 
rologica annessa al R. Osservatorio Astronomico di Capodimonte, e precisa- 
mente dalla Memoria del prof. V. Alberti ) quelli che si riferiscono al periodo 
(1866-1900), ed i rimanenti sono stati rilevati dallo scrivente dalle regi- 
strazioni pluviometriche. Oltre della Pioggia (Pg.) raccolta dai pluviometri, 
si é tenuto anche conto del numero dei Giorni piovosi (G. P.) 1 quali, op- 
portunamente connessi coi risultati definitivi, influiscono a completare l’an- 
damento progressivo delle precipitazioni meteoriche a Capodimonte. 

Pero, prima di passare all’esame dell’andamento e della periodicita, ¢ 
utile completare per Capodimonte le medie dell’altezza della Pg. e del 
numero dei G. P. per il periodo (1833-1931): studi climatologici sono 
stati eseguiti per Capodimonte nei periodi (1866-1900) e (1901-1925); a 
questi, esclusivamente per Ja Pg. e per i G. P., ne aggiungeremo altri due, 
del (1833-1865) e del (1926-1931), cioé altri 39 anni di osservazioni plu- 
viometriche. Per avere risultati omogenei e tra loro paragonabili abbiamo 
calcolato le medie della Pg. e dei G. P. per singoli decenni (V’ultimo com- 
prende 9 anni) ed abbiamo ottenuto il seguente prospetto: 


Decennio Pg. Gi, 126 Decennio Pg. (Gs 1k 
1833-1842 806.5 115.4 1883-1892 861.9 119.0 
1843-1852 799.0 109.3 1893-1902 868.7 114.9 
1853-1862 895.8 121.6 1903-1912 877-4 114.0 
1863-1872 854.3 108.8 1913-1922 948.9 T1785 
1873-1882 855.6 109.8 1923-1931 766.7 | 110.3 
1833-1931 Poe ee ays Mal. O54 CR eee hale Tia 


La media quantita di pioggia (854) caduta nel (1833-1931) ha subito 
un abbassamento rispetto a quella (883) del sessantennio (1866-1925), 
dipendente dalla scarsezza di pioggia rilevata nei due primi decenni della 
serie e nell’ultimo. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 13 luglio 1932. 
(2) V. ALBERTI, Sul Clima di Napoli, « Atti del R. Istituto d’ Incoraggiamento di 
Napoli», serie V, vol. III, n, 4. 


.| tro Pg. +G. P. 


ee RoanGaly es Pg, | G.P.} tho Pg.== GaP. eee Pg. |G.P.] t/1o Pg. +G. P. 
P; | Ps PP, Pe |) Ps PP. P. P, PP. 
1835 | 715 | 108 N. R 1867 | 898 | 107 197.0 1899 | 852 | 119 206.2 
36 | 743 | 114 — 68 | 917 | 112 204.4 1900 | 904 | 122 209.8 
Be | GIG) |] OP 194.6 69 | 966 | 114 205.2 OI | 934 | 121 212.2 
38| 783 | 122 201.2 1870 | 950 | 118 206.8 02) || 922 \e124 212.8 
39 | 821 | 122 204.6 71 | 870 | 114 206.6 03 | 8076 325 212.6 
1840 | 898 | 123 205.2 2M OLS er ITs 204.8 04 | 870 | 120 210.6 
41 | 868 | 118 207.2 735 \ G234 hie 202.6 05 | 870 | 119 206.6 
42 | 860 | 118 207.6 74 | 924 | 110 204.2 06 | 884 | 116 205.2 
43 | 867 | 123 205.2 75 | 944 | 108 203.2 Ome OS On| mits, 205.0 
44 | 855 | 120 204.6 Oey |) ie 199.6 08 919 | 116 203.4 
45 | 835 | 117 203.2 AR Or Tall 3 196.8 09 | 919 | 114 200.8 
46 | 850 | 117 199.8 78 | 769 | 108 194.2 1910 | 885 | 109 200.0 
47 | 856 | 111 196.6 79 | 781 | 110 189.2 11 | 829 | 108 199.0 
48 | 850 | 108 192.0 1880 | 767 | 112 186.8 12 | 878 | 109 199.6 
49 | 822 | 108 188.8 1 FAG |) Ul 191.2 13 GOW el 203.8 
1850 | 763 | 102 187.4 SQ 762) ete 195.2 TAOS 2a 212.0 
5I | 792 | 107 188.6 83 | 876 | 119 199.2 15 | 995 | 120 219.4 
52 | 806 | 109 191.0 84 | 882 | 120 202.2 16 | 1074 | 125 220.6 
53 | 858 | 113 197.8 85 | 876 | 121 206 0 17, | 1063" | $28 220.8 
54 | 870 | 115 203.8 86 | 837 | 115 205.8 18 | 927 | 116 218.6 
SOmILOLO: [etan 208.0 87 | 892 | 118 204.2 19 | 916 | 118 212.6 
SO 905 | 124 212.4 88 | 866 | 119 202.8 1920 | 903 | 115 204.4 
57 | 900 | 126 213.8 89, | 837 | 116 204.6 21 | 866 | 115 202.8 
58 | 913 | 130 213.4 1890 | 848 | 117 201.4 22 | 836 | 109 199.0 
59 | 853 | 124 208.8 91 | 905 | 117 198.4 23 855 | 116 194.8 
1860 | 882 | 122 206.0 92 | 820 | 109 198.4 24 803 | 111 190.4 
61 | 816 | 111 197.6 93 | 848 | 106 196.2 AS 777 | 109 188.6 
62 | 842 | 113 191.6 94 | 885 | 111 192.8 26: |. 734-1107 183.6» 
63 | 776 | 101 183.8 95 | 833 | 108 194.2 27 762 | 108 182.4 
64 | 771 | 103 185.8 96 | 804] 111 196.6 28 | 756 | 106 — 
65 | 759 | 100 185.8 97 | 842 | 114 197.4 1929 | 750 | 110 — 
1866 | 890 | 108 190.8 1898 | 861 | 117 201.6 — a> | eel == 


io 4840 4850 1860 1870 1380-4890 1300 139101920 4330 
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La Tabella numerica, con cui sono stati costruiti i diagrammi che se- 
guono, riassume i risultati che si riferiscono alla Pg. stimata in mm. ed 
al numero dei G. P., in questi ultimi non essendo compresi quelli con 
Yannotazione di pioggerella incalcolabile, inferiore a mm. 0.1. Allo scopo di 
eliminare le irregolarita e le onde secondarie nei diagrammi, tanto la Pg. 
quanto i G. P. sono stati perequati di 5 in 5, approssimando al mm. intero 
la Pg. ed al giorno intero i G. P. Per luna e per gli altri i risultati osser- 
vali sono stati omessi per brevita, ed i perequali P; manifestano un ritardo 
di due anni al principio (1835) ed un anticipo di altrettanto alla fine (1929). 

Nonostante la perequazione e la quasi perfetta concordanza tra i dia- 
grammi separati dei G. P. e della Pg. tuttavia, per conglobare questi ultimi 
in un solo grafico, e per accentuare di piu ’andamento periodico gia con- 
statato in entrambi, si € operato nel seguente modo. Siccome i valori della 
Pg. rappresentano poco meno del decuplo dei G. P., si & fatta la somma 
tra la decima parte della Pg. ed il numero dei G, P.; le somme ottenute 
hanno subito una ulteriore perequazione anche di 5 in 5. 

La Tabella numerica riunisce sinteticamente i risultati annui della Pg. 
a Capodimonte (1833-1931): nella 2* e nella 3* colonna compariscono ri- 
spettivamente Pg. e G. P. perequati (P;) e nella 4* seguono quelli che 
denominiamo Numeri relativi della Pg. (N. R.), ottenuti colla doppia pere- 
quazione PP, e nei quali sono conglobati G. P. e Pg. nel modo suaccennato. 
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I grafici che seguono, eseguiti secondo la Tabella numerica, mettono mag- 
giormente in evidenza l’andamento progressivo della precipitazione meteo- 
rica a Capodimonte: il primo di essi dei G. P. ed il secondo della Pg. pro- 
cedono dal principio alla fine in modo concorde, presso che parallelo, e 
quasi con le identiche e numerose ondulazioni tra le quali emergono in 
modo non dubbio i massimi ed i minimi. Ad eliminare o ad attenuare ap- 
punto tali onde si € pensato al calcolo dei N. R. (*/10 Pg. + G. P.) il cut 
diagramma precisa in modo netto e distinto la periodicita della pioggia a 
Capodimonte durante un secolo di osservazioni pluviometriche. 

Abbiamo per ultimo tracciato il diagramma dei Numeri relativi delle 
Macchie Solari dedotti dalle Astronomische Mitteilungen di Zurigo, e che per 
breviti non sono stati trascritti: subito si nota la nessuna relazione tra Pioggia 
e Macchie solari, essendo diverse le durate dei due periodi; infatti, mentre 
i periodi della Pg. sono sez, nello stesso intervallo di tempo quelli delle 
Macchie solari sono otto, con Ja differenza di circa quattro anni tra lV’uno e 
Valtro. 

Esclusa la connessione tra la periodicita della Pioggia a Napoli e la 
periodicita delle Macchie Solari, fermiamoci sul periodo della Pioggia a 
Napoli. Notiamo subito la quasi scomparsa delle oscillazioni secondarie, le 
quali si riducono alle poche seguenti : 

a) una molto esigua (1863-1865), seguente immediatamente il mi- 
nimo del 1865; 

b) una oscillazione nel ramo discendente, tra il massimo del 1871 
ed il minimo del 1880, con un massimo secondario nel 1875 ; 

c) una leggera gibbosita nel ramo discendente (1889), tra il mas- 
simo del 1885 ed il minimo del 1894. 

Escluse queste lievissime irregolarita nell’andamento periodico della 
Pioggia a Napoli, tutto lintero diagramma procede secondo una netta e 
regolare periodicita di cui determiniamo anzitutto la 


Durata del Pertodo. 


Anni Tra Massimi Anni | Tra Minimi | Media 
1842-1857 15 1850-1863 13 14.0 
1857-1870 13 1863-1880 17 15.0 
1870-1885 15 1880-1894 14 14.5 
1885-1902 17 1894-1911 17 17.0 
1902-1917 15 1911-1927 16 15.5 
Mediate memae 15.0 Mediauayrcmers 15.4 mem) 


= 


Si conchiude una media durata del Periodo della Pioggia a Napoli di 
anni 15.2, e precisamente di anni 15.0 per il periodo tra due massimi e di 15.4 
per quello tra due minimi. Per un esame pit dettagliato calcoliamo sepa- 
ratamente, tanto per la Pg. quanto per i G. P., le durate dal massimo al 
minimo e quelle dal minimo al massimo, precedute dalle epoche limiti e 
seguite dalle relative escursioni; cid risulta da quanto segue. 


Pioggia (mm.). 


dal Massimo al Minimo dal Minimo al Massimo 
Anni Durata Escursione |} + Anni Durata Escursione 
1840-1850 10 135 1835-1840 5 183 
1856-1865 9 156 1850-1856 6 152 
1869-1881 12 241 1865-1869 4 207 
1887-1896 9 88 1881-1887 6 130 
I9OI-1911 10 105 1896-1901 5 130 
1916-1926 10 343 IQII-1916 5 245 
Mediatret ts]: 10.00 178 Median. 7G: Solty) 174 
Giornt Piovost. 
dal Massimo al Minimo dal Minimo al Massimo 
Anni Durata Escursione Anni Durata Escursione 
1840-1850 10 21 1835-1840 5 15 
1858-1865 7 30 1850-1858 8 28 
1870-1878 38 10 1865-1870 5 18 
1885-1893 8 15 1878-1885 i 13 
1903-1911 8 17 1893-1903 10 1g 
1917-1928 II 22 1911-1917 6 20 
Medtauees ae 8.67 19 Mediagy etre. 6.83 19 


Osserviamo intanto quanto segue sui precedenti risultati: 

a) sono giustificati i minimi dell’anno iniziale (1835) della serie in 
esame perequata, tanto per la Pg. (715) quanto per i G. P. (108), giacché 
tali numeri provengono dai minimi osservati nel 1834 per la Pg. (542) e 
per Ga F *(67)5 
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b) si & ritenuto sporadico il massimo della Pg. (905) dell’anno 1891 
e per ragioni ovvie, risultanti dall’andamento progressivo, si ¢ preferito pren- 
dere in sua vece il massimo (892) del 1887, poco differente dal primo; 
c) per i G, P. @ preferibile il massimo (123) del 1840, preceduto 

da altri tre valori (122), anziche quello sporadico (123) tra valori decrescenti. 

Dal quadro suesposto risulta, per la Pioggia, una media durata dal 
massimo al minimo di anni 10.00, doppia di quella (5.17) dal minimo al 
massimo, 1 singoli valori per Puna e per l’altra essendo molto concordanti 
tra loro: Vescursione media nei due rami, discendente (178) ed ascendente 
(174) & risultata eguale, quantunque i singoli valori mostrino sensibili sco- 
stamenti dal medio, pit rimarchevoli essendo quelli di mm. 88 e 343 nel 
passaggio dal massimo al minimo. 

Circa l’analogo andamento dei Giorni Piovosi osserviamo che i limiti 
di tempo sono leggermente spostati rispetto ai corrispondenti della Pioggia, 
le singole durate dal massimo al minimo e dal minimo al massimo sono 
meno concordi di quelle della Pg., ed i medi valori rispettivi (8.67 e 6.83) 
sono tra loro piti vicini e quindi si distaccano dai corrispondenti (10.00 e 5.17) 
per la Pg.: l’escursione media dei G. P. (19), analogamente a quella della 
Pg., € risultata perfettamente eguale nei due rami, ascendente e discendente. 

Riassumendo, per la Pg. si ha una media escursione tra massimo e 
minimo di mm. 176 e di 19 G. P. tra questi due estremi: prendendo le 
medie di tutti i risultati ottenuti, si ha una media durata di anni 9.33 nella di- 
scesa dal massimo al minimo e di anni 6.00 nella salita dal minimo al massimo. 

Dalle Tabelle numeriche, ma molto piu chiaramente dai diagrammi, 
risulta bene accertata la Periodicité Quindicennale della Pioggia a Capodimonte 
durante un secolo di osservazioni pluviometriche. 


Chimica (Chimica mineralogica), — Sulla struttura della sfe- 


rocobaltite “’. Nota“ di M. Baccareppa, presentata dal Socio 
G. Brunt. 


La sferocobaltite (carbonato neutro di cobalto) é un minerale di cobalto 
piuttosto raro e relativamente poco studiato. 

Fu descritto per la prima volta da A. Weishach @), che lo trovo a 
Schneeberg; in seguito fu trovato nella miniera di Boléo (Bassa California) 
e nella miniera di Etoile‘) (Katanga—Congo Belga). In Italia si trova sfe- 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale del R. Politecnico di Milano. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 16 giugno 1932. 

(3) A. WetsBacu, « Jahrb. f. Berg u. Hiittenwesen, Sachsen », 1877; « Ref. Z. Kryst. », 
I, 393 (1877).' 

(4) A. Scuorp, Présence de la Sphérocobaltite au Katanga, « Ann. de la Soc. Geolog. 
du Belgique», Liege (1922). 


rocobaltite in Liguria, e precisamente a Libiola ©) (Casarza) e nella Valle 
del Neva ©), 


Mancano anche analisi complete che includano la separazione del ni- 
chelio dal cobalto. 

Interessante appare stabilire la esistenza di nichel nella sferocobaltite, 
dato che non si é@ riusciti ancora ad ottenere per via sintetica il carbonato 
neutro di nichelio, che neppure é€ noto come minerale. 

Nella letteratura la sferocobaltite ¢ descritta come romboedrica. E stata 
studiata da Ferrari e Colla G) la struttura cristallina del carbonato neutro 
di cobalto, esaminando coi ragei X il composto ottenuto artificialmente 
secondo il metodo indicato da Senarmont, cioé per precipitazione con solu- 
zione di cloruro di cobalto, a 140°; & stato cosi stabilito che il carbonato 
artificiale appartiene al sistema romboedrico, al gruppo spaziale della calcite 
e possiede un angolo del romboedro di 103°,22’ e un rapporto assiale 0,81. 

Ho potuto ora esaminare della sferocobaltite della Valle del Neva for- 
nitami gentilmente dai proff. A. Pelloux e G. Lincio, che vivamente rin- 
grazio. Il minerale & stato trovato e studiato dal Pelloux™ il quale poté 
eseguire le misure goniometriche relative senza pero arrivare, date le piccole 
dimensioni dei cristalli rinvenuti, alla determinazione della costante del 
romboedro. I minerali che accompagnano la sferocobaltite nel giacimento 
descritto da Pelloux sono i seguenti, in ordine di decrescente abbondanza: 
calcite, dolomite, quarzo eterogenite, azzurrite, malachite, galena, manganite, 
limonite, calcopirite, calcosina, mannicotite, annicalcite, siderite. 

L’analisi chimica del minetale eseguita su un campione liberato me- 
diante bromoformio della maggior parte delle impurita di calcare e di quarzo 
ha dato i seguenti risultati: 


H,O | 1.30 °/o 
CO; 35.87 » 
CuO 1.95 » 
ie 0.27 » 
CoO 55-72 » 
NiO Oe tay) 
CaO ZED» 
MnO tracce 
MgO tracce 
9944 


(1) A. A. Ferro, Analisi della sferocobaltite di Libiola, « Atti d. Soc. Ligurica d, Sc. 
Nat. e Geograf.», Genova, X, 264 (1899). 

(2) A. PeLtoux, Sferocobaltite ed altri minerali della Valle del Neva, « Memorie Accad. 
Lunigianese Scienze G. Capellini», VIII, I, La Spezia, 1927. 

(3) A. Ferrari e C, Cora, La struttura cristallina dei carbonati neutri di cobalto e 
di nichelio, «Rend. R. Accad. Naz. Lincei», X, 594 (1929). 

(4) A. PELLOUX, loc. cit. 
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L’analisi ¢ stata eseguita determinando l’'H,O e il CO, per assorbi- 
mento rispettivamente in cloruro di calcio e calce sodata, calcinando il 
minerale in corrente di aria secca; nel residuo, sciolto in HCl, é stato 
determinato il rame come Cu,S, il ferro come Fe,O,, il cobalto ed il nichel 
insieme elettroliticamente, il calcio come ossido dall’ossalato, e infine nella 
soluzione nitrica del deposito catodico di nichel e cobalto, il nichel come 
Ni-dimetilgliossima. 

Detraendo dalla percentuale di CO, trovata la parte combinata col 
CaO e quella che presumibilmente pud essere combinata col CuO e col 
NiO supposti presenti come carbonati basici, la quantita di CO, risulta 
inferiore a quella teorica per il CoCO,. Si deve ritenere quindi che il 
minerale contenga parte del cobalto sotto forma di carbonato basico o di 
ossido idrato. Quest’ultimo potrebbe essersi formato per alterazione super- 
ficiale; infatti alcuni granuli presentano una patina nerastra. Inoltre la pre- 
senza di eterogenite ¢ stata anche riscontrata da Pelloux nel minerale. 

Ho quindi proceduto all’esame réntgenografico col metodo delle pol- 
veri usando un tubo ad anticatodo di ferro; ho ordinato il fotogramma 
ottenuto nel sistema esagonale sul diagramma di Hull per un rapporto as- 
siale di 3.24, relativo al romboedro inscritto, passando poi dagli indici 
bravaisiani b,k,1 a quelli milleriani p,g,7 del romboedrico, mediante le 
note formule: 


p=2b+k+l 
g=k—h+l. 
r=—h—2k-+1. 


Dal rapporto assiale ho calcolato l’angolo del romboedro inscritto me- 


diante la relazione: 
dahon 
ree 


us oe = 
Vat) 


ottenendo « = 48°.14’, perfettamente corrispondente al yalore di « = 103°.22’ 
relativo al romboedro circoscritto, stabilito da Ferrari e Colla nel composto 
artificiale. Ho infine proceduto ai calcolo del fotogramma colle solite for- 
mule; i risultati sono raccolti nella seguente tabella: 


TABELLA 
I. oss. d hkl par Obese nN eS fs 
Veer 
og LE a ee 
m 3.507 Outs re © 3.84 6 2.86 
m 2.718 8 ro 4 cy Te 1 3.85 pa ee 
ff 2.718 | Thoma TY 3.85 6 13.38 
mf 2302) "| TO 10 °L 3.85 6 6.59 
d 1.926 pve oC i POLE 3.85 = oe: 
mf 1.933 2,02 200 3.86 6 13.04 
md 1.694 8 | eS 8 | ine | sa — ae 
or 8 332 3.87 
md 1.763 On2n Al 2020 3.87 6 2.45 
i ass | THO ( 123 | 3.86 | 12 ! 13.82 
Mere: ieseat2 3.87 6 7-34 
dd 1.486 Ciieyiot Sirona 3.87 = a 
dd 1.401 6B Bere B | Beate } 3.87 tee #4 
POO $e B® 3.88 
dd 1.362 eS 6 22-0 3.90 — — 
mf 1.483 itp 2) Die i 3.87 6 10.67 
te a { De Hl 310 ! 3.88 } 12 4.38 
( 1010 ( 333 3.89 6 0.71 
m 1.366 nef 1 DC 3.91 12 5-32 
m 1.338 5°O- “6 Deen 3.88 6 11.10 
md 1.247 00 12 444 3.88 I 1.88 
md 1.197 (0), 56) Ads 2 3.88 6 4.35 
411 3.88 6 0.95 
30 6 
mf 1.178 4 3} ©) 3.88 6 0.95 
a Hi BS ai 3.88 12 Pdr?) 
d 1.051 BP Ost UA Beh ists# 3.93 = = 
m 1.098 16, at MED g fh 2 3.89 12 1.96 
f 1.067 2, HHO SYD 3.89 12 8.31 
m 1.051 O 1 14 5 § 4 3.93 6 0.50 


Risultano non ordinabili le linee: d = 3.29 (media) d = 2.098 (media) 
d = 1.530 (dd); la loro presenza pud essere spiegata dalle impurita con- 
tenute nel minerale. 
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Adottando per la d,oo il valore di 5.90 A mediante la formula: 


d cos m@ — COs? « 
apes Ce essendo COS! = ee 
sen «sen sen? a 


si ottiene per lo spigolo del romboedro il valore di 5.71 A. Per correggere 
questi risultati dall’eventuale errore dovuto al dispositivo sperimentale, ho 
fotografato una miscela in parti uguali di sferocobaltite e cloruro sodico; 
dalla differenza fra il lato della cella del cloruro sodico e quello che si 
calcolerebbe in base a questo fotogramma, ho stimato lerrore dovuto al 
dispositivo sperimentale; tenendo conto di questo si ottiene per droo Al 
valore di 3.91 A,.e per lo spigolo del romboedro il valore di 5.72 A. 
Per il composto artificiale fu trovato. da Ferrari e Colla ©) il valore di 
5-91 A. 

La differenza ¢ dovuta solamente al diverso riferimento degli assi coor- 
dinati. Infatti il romboedro elementare dato da Ferrari e Colla risulta cir- 
coscritto al romboedro elementare ora determinato. Riferendo i risultati di 
Ferrari e Colla al romboedro inscritto risulta un lato di 5.67, solo di pochi 
centesimi di A inferiore a quello ora trovato. 

La differenza pud essere attribuita alla presenza nel minerale di car- 
bonato di calcio in soluzione isomorfa. Infatti il diametro ionico del Cae 
di circa 1.06 A, mentre quello dell’ione cobaltoso e di 0,82. La presenza 
nel CoCO, del 6 °/, molecolare di CoCO, °/. che risulta ammettendo che 
tutto il cobalto e tutto il calcio trovati nell’analisi si trovino in soluzione 
solida tra loro, porterebbe teoricamente, ammessa la legge di Vegard e la 
costante nota del CaCO, e per il CoCO, quella determinata da Ferrari 
e Colla, ad una’ cella di 5.71 A. 

Nel fotogramma si nota la mancanza di linee corrispondenti a facce 
del tipo p,p,r dove r & dispari: questo, e pil ancora la vicinanza fra i 
valori delle costanti trovate a quelle dei carbonati romboedrici tipo calcite, 
portano a concludere che anche la sferocobaltite appartiene al gruppo spa- 
ziale D5. 

Nellultima colonna della tabella precedente sono riportati i fattori di 


nS? 


struttura calcolati colla formula ———————— adottando come valore del 
Pre er 
parametro w il valore 0.25. L’accordo fra le intensita sperimentali e quelle 
cosi calcolate & soddisfacente. 
La densita calcolata ammettendo che il romboedro elementare contenga 
due molecole CoCO, risulta 4,10; questo valore si accorda bene con quello 
sperimentale determinato da Pelloux che trové d= 4.0. 


(1) Loc. cit. a p. 249, nota (3). 


Chimica. — Diselenmesoxanilidi ed ossiselenanilidi ©. Nota © 
di A. Baront, presentata dal Socio G. Brunt. 


Non mi risulta che sia stata studiata a tutt’ora Vazione del protoclo- 
turo di selenio Se,Cl, sulle malonanilidi e dell’ossicloruro di selenio sulle 
anilidi; la prima azione conduce alla formazione di diselenmesoxanilidi e 
la seconda alla formazione di ossiselenanilidi, composti che non erano an- 
cora noti. Da tempo invece sono stati preparati i corrispondenti composti 
solforati. Infatti Kuverji Gosai Naik ) per azione del protocloruro di zolfo 
sulle malonanilidi ha ottenuto e caratterizzato le corrispondenti ditiomeso- 
xanilidi e Michaelis e Herz e Schénnberg “ hanno preparato e studiato le 
tionilaniline. 

Per azione del protocloruro di selenio Se,Cl, sulle malonanilidi otte- 
nute per riscaldamento di eteri malonici con le corrispondenti ammine 4), 
io ho potuto ottenere la diselenmesoxanilide C,;H,;,0,N,Se, che é una so- 
stanza cristallina che fonde a 209°-210° e che si purifica bene per cristal- 
lizzazione dall’acetone e la diselenmesoxi—p-toluidina C,,H,s6O.N,Se, che é 
pure solida cristallina e fonde a 211°. La loro formazione avviene secondo 
Pequazione: 

Ar—NH—CO Ar—NH—CO 
SCH, + Csexse = c=Se=Se + 2HCl. 
Ar—NH—CO” Ar—NH—CO” 


Per trattamento di questi due composti con acido nitrico (Des1.5.) 4 caldovsh 
ottiene l’introduzione di due gruppi nitrici in ogni nucleo del benzolo con 
formazione dei corrispondenti nitroderivati C, ,HeOx;oNeSe, ¢ C;,H:20,.NeSe, 
che fondono rispettivamente a 224° e 215°. Per trattamento di’ una solu- 
zione alcoolica di queste diselenmesoxanilidi con una soluzione alcalina di 
solfuro di sodio, si riottiene la malonamide corrispondente e si ha cosi un 
comportamento parallelo a quello degli analoghi composti solforati. 

Per azione di una soluzione di ossicloruro di selenio SeOCI, in ben- 
zolo anidro su una soluzione di anilina o di o-toluidina pure in benzolo 
anidro, ho potuto ottenere la ossiselenanilide e la ossiselen-o-toluidina sotto 
forma di olii giallo rossastri che bollono rispettivamente a 210° e a DASE 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. . 

(2) Pervenuta all’Accademia il 2 luglio 1932. 

(3) «Journ. Chem. Soc. London », 119, 379 e 119, 1231-42 (1921). 

(4) «Berichte», 23, 3481 (1890) e 24, 746 (1891); Micuasrtis, D. R. P., 59062, 
«Frdl.», 3, 990 (1890-94); ScHONNBERG, « Liebigs Annalen», 274, 205-210 (1893). 

(5) FREUND, «Berichte», 17, 134 (1884); R. Mrver, «Liebigs Annalen», 347, 23 (1906). 
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a pressione ordinaria con decomposizione ed a 111° e 130° a 26 mm. senza 
decomposizione. La reazione fra l’ossicloruro di selenio e le ammine & molto 
vivace ed avviene secondo |’equazione: 


3 Ar—NH, + SeOCl, = 2Ar—NH,HCI + Ar = N= 5eo > 


Per riscaldamento di questi composti con anilina e difenilammina in pre- 
senza di cloruro di zinco come condensante, si ottengono dei colori al se- 
lenio azzurro verdastri di tono pil. cupo dei colori allo zolfo che si otten- 
gono nelle stesse condizioni dalle tionilammine. Anche la solubilita di questi 
colori al selenio, come del resto quella dei corrispondenti colori allo zolfo, 
in una soluzione di solfuro e di seleniuro di sodio ¢ molto piccola. 


PARTE SPERIMENTALE. 


Preparazione della diselenmesoxanilide. — Si sciolgono 9 gr. di malon- 
anilide in 25 cc. di benzolo anidro e si aggiungono lentamente agitando 
5 gr. di protocloruro di selenio Se,Cl, pure sciolti in 25 cc. di benzolo 
anidro e si riscalda per tre ore a ricadere per il completamento della rea- 
zione. Dopo raffreddamento si filtra, si lava il precipitato raccolto sul filtro 
con benzolo anidro e si cristallizza parecchie volte il prodotto dall’acetone. 
I] punto di fusione di questo composto € 209°-210°. 

La diselenmesoxanilide venne analizzata decomponendola in micro 
Carius e dosando il selenio come selenio metallico. I risultati analitici sono 
i seguenti: 


sostanza Se pesato Se °/, trovato Se °/, teorico 
0.004190 0.001601 38.19 38.60 
0.003211 0.001228 38.25 38.60 


Per trattamento della diselenmesoxanilide con acido nitrico (D=1.5) 
a caldo, l’anilide si scioglie completamente e per raffreddamento si separa 
il composto nitrato sotto forma di piccoli cristalli gialli che vengono ricri- 
stallizzati dall’alcool: p. f. 224°. L’analisi di questo composto nitrato, ese- 


guita in modo analogo a quella della diselenmesoxanilide, ha dato i seguenti 
risultati: 


sostanza Se pesato Se °/, trovato Se G/Patearco 
0.005690 0.001509 26.51 26.83 
0.004271 0.001138 26.63 26.83 


Per trattamento della diselenmesoxanilide sciolta in alcool bollente con una 


soluzione alcalina di solfuro di sodio, secondo il metodo dato da Brand ©, 
si riottiene la malonanilide. 


(1) «Berichte», 42, 3464 (1909). 


Preparazione della diselenmesoxi-p—toluidina. — Questo composto viene 
ottenuto in modo perfettamente identico a quello dato per la diselenmeso- 
xanilide; anch’esso é solubile in acetone ed é stato purificato per ripetute 
cristallizzazioni da questo. Il suo punto di fusione & 211°, L’analisi. ese- 


guita determinando il selenio come selenio metallico ha dato i seguenti 
risultati: 


sostanza Se pesato Se °/, trovato Sei°/, teorico 
0.004103 0.001477 36.99 3730 
0.007125 0.0025 68 37.04 37-30 


Per nitrazione della diselenmesoxi-p-toluidina si ottiene il corrispon- 
dente composto nitrato che fonde a 215°. Anche questo @ stato analizzato 
determinando il selenio come selenio metallico coi seguenti risultati: 


sostanza Se pesato Se °/, trovato Se; °/ Gj teorico 
0.005146 0.001307 25.40 25.61 
0.006103 0.001549 25:38 25.0% 


Anche per riscaldamento di una soluzione alcoolica di diselenmesoxi— 
p-toluidina con una soluzione alcalina di solfuro di sodio, si riottiene la 
malon—p-toluidina. 

Preparaxione della ossiselenanilide C6H,«N-SeO. — Questo composto é 
stato ottenuto sciogliendo tre molecole di anilina in 200 cc. di benzolo 
anidro ed aggiungendo a goccia a goccia una molecola di ossicloruro di 
selenio. Si ha una reazione molto vivace ed esotermica; l’acido cloridrico 
che si libera viene fissato dall’anilina in eccesso. Per il completamento della 
reazione la miscela viene riscaldata a bagno maria per un’ora in un pal- 
lone munito di refrigerante a ricadere. Dopo raffreddamento si filtra per 
separare il cloridrato di anilina insolubile, si distilla il benzolo e si retti- 
fica Polio residuo. La ossiselenanilide distilla a 210° a pressione ordinaria 
con decomposizione ed a I11° a 26 mm. senza decomposizione ed é un 
olio giallo arancio di odore aromatico. II rendimento della preparazione ¢ 
del 64 °/,. Questo composto venne analizzato con micro Carius dosando 
il selenio come metallo. I risultati sono i seguenti: 


sostanza Se pesato Se °/, trovato Dee ge teorico 
0.003927 0.001659 42.25 A253 
0.005142 0.002170 42.20 42.53 


Per riscaldamento della ossiselenanilide con anilina in presenza di clo- 
ruro di zinco come condensante, si ottiene un colore al selenio molto dif- 
ficilmente solubile azzurro verdastro; un colore della stessa tonalita si ottiene 
per riscaldamento con difenilammina nelle stesse condizioni. I colori che si 
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ottengono per riscaldamento della tionilanilina con anilina o con difeniammina 
e che sono pure difficilmente solubili, sono invece azzutri. 

Preparazione della ossiselen-o-toluidina CH,-CsH,-N-SeO. — Questo 
composto si ottiene in modo analogo alla ossiselenanilide per azione di una 
molecola di ossicloruro di selenio su tre molecole di o-toluidina; é un olio 
giallo rossastro che bolle a 245° a pressione ordinaria con notevole decom- 
posizione ed a 130° a 26 mm. senza decomposizione. Il rendimento della 
preparazione & del 63 °/.. Esso venne analizzato dosando il selenio come 
metallo coi seguenti risultati: 


sostanza Se pesato Se °/, trovato Se °/, teorico 
0.008425 0.003 315 39-35 39.56 
0.006395 0.0025 13 39.30 39.56 


Anche per riscaldamento della ossiselen-o-toluidina con anilina o dife- 
nilammina in presenza di cloruro di zinco come condensante, si ottengono 
dei colori azzurro verdastri, molto difficilmente solubili, analoghi a quelli 
ottenuti con la ossiselenanilide. 


Riassumendo: 


a) Vengono preparate la diselenmesoxanilide p. f. 209°-210° e la 
diselenmesoxi—p-toluidina p. f. 211°, non ancora note, per azione del pro- 
tocloruro di selenio Se,Cl, rispettivamente sulla malonanilide e sulla malon— 
p-toluidina. Viene studiato inoltre il loro comportamento rispetto all’acido 
nitrico e rispetto alle soluzioni alcaline di solfuro di sodio. 

b) Vengono preparate la ossiselenanilide p. eb, 111° a 26 mm. e 
la ossiselen-o-toluidina p. eb. 130° a 26 mm., non ancora note, per azione 
dell’ossicloruro di selenio sull’anilina e sulla o—toluidina. Questi due com- 
posti per riscaldamento con anilina o con difenilammina in presenza di clo- 
ruro di zinco come condensante, forniscono materie coloranti azzurro ver- 
dastre difficilmente solubili, manifestando cosi un comportamento del tutto 
parallelo a quello delle tionilammine. 


Chimica. — Azione dei ioduri di alchilmagnesio  sull’(1.9)- 
benzantrone-(10). Nota di G. Caarrier e di Exisa Guia, 
presentata dal Socio M. Berri. 


Mentre, per azione del ioduro di metilmagnesio sull’antrachinone, an- 
trone e loro omologhi, si ottengono i carbinoli corrispondenti %) facendo 
agire sul comune benzantrone Jo stesso reattivo non abbiamo ottenuto il 
metilcarbinolo (I), ma abbiamo invece isolato due altre sostanze che furono 
caratterizzate come 4-metilbenzantrone (II) e 10-metilen- 3-4 -diidrobenzan- 
trene (III). Quest’ultimo in particolari condizioni con grande facilita perde 
due atomi di idrogeno trasformandosi in 10-metilenbenzantrene (IV). 


cia averse 
AeA Conc e 
Ue SION ape VA e Ng SSE; 


‘OS ceemen 
SEV aa ESSE 


Se nelle stesse condizioni si fa agire sul benzantrone invece del ioduro 
di metilmagnesio, il ioduro di etilmagnesio si riesce ad isolare soltanto del 


4-etilbenzantrone (V). 
CO C,H, 
oo 
| 


ae 


ee 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Farmaceutica e tossicologica della R. Uni- 
versita di Bologna. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 3 agosto 1932. 

(3) Hacer e Guyor, « Bull. », 31, 797 (1904); Guyot e STAEHLING, 33, 1104 (1905); 
INGOLD e MarsHALL, « Journ. Chem. London», 1926, 3080; Barnett, CooK e WILTSHIRE, 
« Journ, Chem. Soc. London», 1927, 1724. 
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I 4-alchilbenzantroni da noi ottenuti ossidati con miscela cromica for- 
niscono acidi 4-alchilantrachinon-1-carbossilici, in cui lalchile non puo 
essere che in posizione 4, cioé nella stessa posizione in cui si trova nel- 
Valchilbenzantrone corrispondente. 

Non riesce facile spiegare in modo soddisfacente il meccanismo della 
reazione da noi trovata; un tentativo in tal senso sara pubblicato in una 
Nota pil estesa che comparira sullo stesso argomento prossimamente sulla 
« Gazzetta Chimica Italiana ». 

Clar) ha fatto recentemente agire sul comune benzantrone bromuri 
e cloruri di arilmagnesio e considera gli arilbenzantroni da lui ottenuti 
come Bz-2 e Bz-3-arilderivati e cid in seguito a reazioni di condensazione 
a cui detti arilbenzantroni danno luogo. 

Noi crediamo per analogia coi composti da noi preparati che gli aril- 
benzantroni di Clar siano 4-arilderivati: per quanto riguarda il fenilben- 
zantrone abbiamo potuto dimostrare che effettivamente tale sostanza é il 
4-fenilbenzantrone 


COsCH, 


| 


WON 


Pee 


poiché sottoposto ad ossidazione con miscela cromica fornisce un acido 
monocarbossilico, che non da le reazioni degli acidi antrachinoncarbossilici 
e al quale per i dati dell’analisi abbiamo attribuito in via affatto preliminare 
la formula: 


Ho | 
NAS: 


a 


WON 
COe) 
COOH 


(1) E. Crar, «Ber.» 65, 846 (1932). 


PARTE SPERIMENTALE. 


Azione del ioduro di metilmagnesio sul benxantrone. 


Gr. 35.5 di ioduro di metile, sciolti in 100 cc. di etere anidro, furono 
fatti reagire su gr. 6 di magnesio, sospeso in 150 cc. di etere pure anidro, 
e il reattivo di Grignard cosi ottenuto fu fatto agire su gr. 20 di benzan- 
trone sospeso in 300 cc. di etere. La reazione avviene-con debole riscal- 
damento, provoca la soluzione del benzantrone e per prolungato riposo si 
separa un olio, che poi solidifica. | 

Dopo riscaldamento di 10-15 ore, si decompose con ghiaccio ed acido 
solforico al 10°/, e si estrasse con etere. La soluzione eterea filtrata, se- 
para per riposo (1-2 ore) circa 10 gr. di un prodotto bianco che fu puri- 
ficato per cristallizzazione del benzolo. Puro si presenta in aghi bianchi ben 
sviluppati, fusibili a 155-156°. Con acido solforico concentrato da colora- 
zione rosso-sangue senza fluorescenza. E insolubile in alcool e nella mag- 
gior parte dei solventi organici: 


€ H 
trovato °/o 94.11 6.46 
calcolato per CysHy, 93.91 6.08 


Questa sostanza che all’analisi mostra di essere un idrocarburo, si comporta 
verso la soluzione di permanganato al 2°/,, come se contenesse un doppio 
legame etilenico, poiché sospesa nella quantita di un centigrammo in 2-3 cc. 
@alcool, decolora una goccia della detta soluzione in due minuti. Essa tut- 
tavia ha una composizione centesimale che corrisponde al 1o-metilendiidro- 
benzantrene e non al 10-metilenbenzantrene, nel quale facilmente si trasfoma 
riscaldandola in soluzione benzolica per circa mezz’ora con carbone. I] 10-me- 
tilenbenzantrene si presenta come sostanza gialla, molto solubile in benzolo, 
da cui cristallizza e che allo stato puro fonde a 225°: 


G H 
trovato °/o 95.09 5-65 
calcolato per CysH;, 94.73 5.26 


Anche questa sostanza sottoposta alla reazione di Adolfo von Bayer con le 
stesse modalita seguite per il 10-metilendiidrobenzantrene, decolora il per- 
manganato in due minuti. Questo fatto che mostra la presenza di un doppio 
legame etilenico nella molecola e la composizione centesimale ci hanno per- 
messo di attribuirle la formola (IV). 

La soluzione eterea che per riposo aveva lasciato separare il prodotto 
bianco di cui si é detto sopra, fu liberata completamente dall’etere e forni 
un residuo oleoso che fu cristallizzato dall’alcool etilico. Puro si presenta 
in lamine di color giallo citrino, fusibili a 125°. Con acido solforico con 
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centrato da colorazione giallo-rossa, con fluorescenza verdastra, analoga- 
mente al benzantrone: 


Cc H 
trovato °/, 88.48 5.80 
calcolato per C,3H,,O 88.48 4.97 


La formula di struttura da attribuire a questo prodotto giallo fusibile 
a 125° ¢ quella di 4-metilbenzantrone, gid preparato sinteticamente dal- 
l’r-0-clorobenzoil-2-metilnaftalina e descritto come fondente a 127-1289 ©), 
D’altra parte le posizioni 2,5,6,7 sono da escludersi perché i rispettivi 
monometilderivati gia noti non corrispondono al nostro composto; tuttavia 
per stabilire con tutta certezza che il gruppo metilico non si trova nel nucleo 
benzenico del benzantrone sottoponemmo il prodotto in questione all’ossi- 
dazione nel modo seguente: gr. 1.5 di sostanza furono sciolti a caldo in 
75 cc. di acido acetico, trattati con gr. 6 di acido cromico sciolti in 7 cc. 
di acido acetico e 55 cc. di acido solforico al 15 °/, e scaldati per circa 
I ora a bagno maria. Il prodotto fu versato in molta acqua, lavato e trat- 
tato con ammoniaca concentrata (20 °/9). Il liquido ammoniacale acidificato 
forni un precipitato bianco-giallastro che fu purificato per cristallizzazione 
dall’acido acetico diluito. Si presenta in piccole lamine bianco-gialliccie fu- 
sibili a 228°. Riscaldato con soda caustica e polvere di zinco da la carat- 
teristica colorazione rossa dei derivati dell’antrachinone: 


NaOH E: H 
trovato °/, 15.02-14.98 72.18-72.12 4.16—4.10 
calcolato per C,6H,.O, 15.03 72.18 ens 


La formazione di questo acido metilantrachinoncarbossilico che non 
corrisponde a nessuno degli acidi metilantrachinonici gid noti, conferma 
l’esclusione del gruppo metilico nelle posizioni 2, 3, 6,7 come pure delle 


posizioni Bz., poiché in tal caso avremmo dovuto ottenere l’acido antra- 
chinon-1 -carbossilico. 


Axione del ioduro di etilmagnesio sul benzantrone. 


La reazione fu eseguita in modo analogo alla precedente, facendo agire 
su gr. 20 di benzantrone, il triplo della quantita calcolata di ioduro di etil- 
magnesio, cioé tre molecole per una di benzantrone, come nel caso prece- 
dente e il riscaldamento a bagno maria fu protratto per ro ore. II prodotto 
fu decomposto con ghiaccio ed acido solforico diluito al 10°/, ed estratto 
con etere. Dalla soluzione eterea, per evaporazione dell’etere si ottenne un 
olio, che dopo riposo, cristallizzd in aghi, che furono purificati dall’etere di 
petrolio. Puro si presenta in aghi gialli, esili, molto sviluppati, fusibili a roo°: 


(2) DARAP Iss Asano: 


2 ia 


= 2G = 


Gc H 
trovato °/, 88.38 6.05 
calcolato per C;,H,,O 88.33 5.46 


Per analogia col 4-metilbenzantrone, prima descritto, gli si puo attri- 
buire la formula di 4-etilbenzantrone. Gr. 2 sottoposti all’ossidazione con 
miscela cromica nel modo precedentemente indicato fornirono un acido, 
che purificato per cristallizzazione dall’acido acetico diluito si presenta in 
aghi bianco-giallicci fusibili a 195°. Questo da la reazione caratteristica 
dei derivati antrachinonici ed ha una composizione corrispondente ad un 
acido etilantrachinon-carbossilico: 


NaOH (, H 
trovato °/, 14.60-14.36 72.51-72.32 4.5 6—-4.63 
calcolato per C,,H:.O, 14.28 72.85 4.28 


Axione del bromuro di fenilmagnesio sul benzantrone. 


La reazione fu eseguita in modo perfettamente identico a quello indi- 
cato da Clar® su gr. 28 di benzantrone e forni con buon rendimento il 
fenilbenzantrone in aghi di color giallo, fusibili a 186°, perfettamente iden- 
tico a quello descritto da Clar, il quale attribuisce al composto la struttura 
di Bz-3-fenilbenzantrone. Per poter dimostrare che il fenilbenzantrone di 
Clar non e€ un derivato Bz. ma é€ analogo ai nostri alchilbenzantroni lo 
sottoponemmo all’ossidazione con le solite modalita. Pero eseguendo l’os- 
sidazione in presenza di acido solforico diluito si notd durante l’aggiunta 
della miscela cromica, ’immediata formazione di un precipitato rosso, che 
non veniva disciolto dall’acido acetico diluito e che sfuggiva cosi all’ossi- 
dazione. Si esegui allora Vossidazione nel modo Aue er. 13.6 di fe- 
nilbenzantrone furono sciolti in acido acetico glaciale (cc. 250), all’ebolli- 
zione e alla soluzione bollente si aggiunse a poco a poco una soluzione 
acetica satura a freddo di acido cromico (54 gr. in 250 cc. di acido ace- 
tico). Durante l’aggiunta della soluzione cromica si ottenne immediatamente 
la formazione del solito prodotto rosso, che poi insistendo nel riscaldamento 
passava in soluzione. Si riscaldo a ricadere per circa tre ore; dopo circa 
un’ora di riscaldamento si notd la formazione di un prodotto cristallino di 
color giallo, insolubile in acido acetico, la cui quantita ando gradatamente 
aumentando, mentre la soluzione si colorava intensamente in verde. Il pro- 
dotto cristallino fu raccolto ed estratto a caldo con soluzione di carbonato 
sodico al 10 °/,. La soluzione del sale di sodio lascio separare per raffred- 
damento un sale cristallizzato che fu purificato per cristallizzazione dall’alcool 
diluito all’ 80°/,, da cui si separa in aghi molto sviluppati appena gialli: 


(1) «Ber.» 65, 846 (1932). 
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H,O 
trovato °/> * 13.50 
calcolato per C,,H,,O,Na-3H.O 13.36 
Na C H 
trovato °/, 6.25 TIO? 3.63 
calcolato per C,,H,,O,Na 6.57 72.00 3.14 


Per dissoluzione del sale di sodio in acqua calda e acidificazione con 
HCl si ottenne V’acido corrispondente, che si presenta come prodotto bianco 
che fonde a 285° decomponendosi e imbrunendo pero fin da 265°: 


NaOH C H 

trovato °/o 12.47 77 26 3.92 

calcolato per C,.H..0; 12.19 76.82 3-65 
Chimica. — Azione dell’ ammoniaca  sull’ acenaftenchinone™. 


Nota ® di G. Cuarrier ed Exisa Guici, presentata dal Socio 
M. Bertt. 


L’azione dell’ammoniaca gassosa 0 in soluzione sugli ortochinoni ¢€ 
stata studiata da parecchi ricercatori®), ma nessuno aveva finora potuto 
rappresentare esattamente con un’equazione chimica questa reazione. 

Avendo sottoposto ad un accurato esame l’azione dell’ammoniaca secca 
e in soluzione acquosa sull’acenaftenchinone abbiamo potuto sicuramente 
stabilire che tale reazione si effettua secondo lo schema seguente: 


ae aie le CO 
BRIX i josewe single ald Baan aon 
5_[ alert aay NET lh ete Cae: 
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con formazione di acenaftazina e naftalimide. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Farmaceutica e Tossicologica della R, Uni- 
versita di Bologna. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 3 agosto 1932. 

(3) GrarBe e A, GreLter, Ann. 276, 9 (1893); ScHONBERG e NevzaTI, « Ber. », 54, 
238 (1921); ANscHUTZ, Japp. « Ber. », 11, 211 (1878); ZINCKE, « Ber. », 72, 1642 (1879); 
SoMMARUGA M., 1, 145 (1880). 


Anche altri ortochinoni reagiscono coll’ammoniaca analogamente all’ace- 
naftenchinone, formando |’ imide dell’acido ortodicarbossilico corrispondente 
e l’azina: ad esempio reagisce molto probabilmente in tal modo il fenan- 
trenchinone, mentre il 2N-fenil-«, 8-nafto-1, 2, 3 -triazolchinone fornisce 
accanto ad un composto di composizione centesimale corrispondente all’azina 
umaltra sostanza incolora che studiamo attualmente e che reagisce in modo 
interessante cogli alcali fornendo una sostanza gialla. 

Anche il ®-naftochinone e l’ortobenzochinone che stiamo. studiando 
reagiscono coll’ammoniaca; la reazione principale che si effettua tra _o+chi- 
noni € ammoniaca potrebbe quindi venir rappresentata collo schema seguente: 


CG ore Nis c 
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PARTE SPERIMENTALE. 
Azione dellammoniaca sull’acenaftenchinone. 


Gr. 20 di acenaftenchinone vennero sciolti in tetralina bollente e nella 
soluzione si fece passare una corrente di ammoniaca secca per circa 20 ore. 
Per raffreddamento si separo completamente un prodotto colorato intensa- 
mente in rosso, insieme ad una sostanza bianca. II primo prodotto che cri- 
stallizzo dalla tetralina, si mostro per tutti i suoi caratteri identico all’ace- 
naftazina, gia studiata da Graebe e Gfeller e da Schonberg e Nedzati: 


N 
trovato °/, 8.68 
calcolato. per -C.,,H.,N, 8.53 


La sostanza bianca che si pote isolare estraendola con alcool e cri- 
stallizzandola ripetutamente da questo solvente, si presento in aghi bianchi 
ben sviluppati, fusibili a 300°. La sua soluzione nell’acido solforico con- 
centrato e freddo presentd una bellissima fluorescenza azzurra. Inoltre si 
mostro insolubile e inattaccabile dagli acidi, cogli alcali a caldo passo in 
soluzione, che per raffreddamento lascio separare fini aghi di un sale alca- 
lino. Per tutti questi caratteri e per i risultati dell’analisi risulto che il pro- 
dotto in questione non era altro che naftalimide, formatasi assieme all’ace- 
naftazina nell’azione dell’ammoniaca sull’acenaftenchinone: 
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N C, H 
trovato °/, 7.58 T3522 3.98 
calcolato per C,,H,NO, 7.10 73.09 3-55 


Il punto di fusione della naftalimide dato da Jaubert € 300°. 

Per dimostrare con tutta certezza che la naftalimide sempre si forma 
nell’azione dell’ammoniaca sull’acenaftenchinone ripetemmo [esperienza gia 
eseguita da Schénberg riscaldando in tubo chiuso 7 gr. di chinone con 
15-20 cc. di ammoniaca concentrata per tre ore a 100°. Schénberg in 
questa reazione aveva osservato assieme all’azina la presenza di una so- 
stanza bianca che perO non aveva studiata; noi potemmo vedere che si 
tratta di naftalimide, poiché Jasciata digerire su bagno maria con soda al 
20°/,, forma una soluzione che filtrata da per trattamento con acidi del- 
Vacido naftalico, che fu caratterizzato trasformandolo nella sua anidride, 
fusibile secondo i dati della letteratura ) a 274°. 


Axzione del’ ammoniaca sul fenantrenchinone. 


La reazione fu eseguita nel modo precedentemente indicato cioe scio- 
gliendo il chinone (gr. 5) in tetralina e saturando la soluzione con ammo- 
niaca secca. Si ebbe subito la separazione di una certa quantita di fenan- 
trazina (gr. 2) che si puo purificare cristallizzandola dalla tetralina e si 
formarono soltanto piccole quantita dell’imide dell’acido difenico. Risultati 
migliori si ottennero facendo avvenire la reazione in tubo chiuso partendo 
da 5 gr. di fenantrenchinone, 20 cc. di ammoniaca concentrata e scaldando 
a 125-135° per 8-10 ore. Si ottenne anche qui l’azina che colora inten- 
samente in azzurro I’acido solforico concentrato ed il liquido ammoniacale 
per acidificazione forni un prodotto che purificato attraverso successive so- 
luzioni in soda al 2°/. e riprecipitazioni ed infine per cristallizzazione dal- 
Yalcool fuse a 217° e si presento in aghi bianchi splendenti. 

I suoi caratteri fisici unitamente al comportamento chimico ci mostra- 
rono trattarsi dell’imide dell’acido difenico, 


Azione dell’ammoniaca sul 2N-fenil-« ,B-nafto-1 , 2, 3 -triazolchinone. 


Gr. 5 di chinone furono trattati con 20 cc. di ammoniaca concentrata e 
scaldati in tubo chiuso a 130-140° per 10 ore. Si ottenne cosi un prodotto 
colorato in giallo che fu estratto ripetutamente con alcool e purificato per 
cristallizzazione dalla tetralina. Si presenta come polvere di color giallo che 
da con acido solforico concentrato colorazione rossa. Non si poté determi- 
narne il punto di fusione perche questo giace al disopra di 330: — 


(1) Jauberr G., 25, 1, 245 (1895). 


re 
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N 
trovato °/, 21.57 
calcolato per C,,HysNg 2178 


Dalle acque alcooliche per concentrazione si ottenne un prodotto bianco 
cristallino che bollito cogli alcali divien giallo e che stiamo ancora studiando. 


Azione del?'ammoniaca sul B-naftochinone e sull ortobenzochinone. 


Queste reazioni sono in corso di studio, ma i dati che gid possediamo 
ci fanno prevedere analogia di comportamento coi casi precedentemente stu- 
diati. 


Chimica. — Soluzioni solide per precipitazione ed isomorfismo 
tra complessi del platino e del tellurio tetravalente. — Il. Esame del 
clorotellurito di cesio e det sistemi Cs PtCl,-Cs TeCl, , Rb, PtCl,- 
Cs, PtCl,“. Nota® di G. Natta e R. Prrant, presentata dal 
Socio G. Bruni. 


In una prima Nota) si era discussa la struttura dei cloroplatinati di 
cesio e di rubidio. In questa seconda Nota viene esaminata la struttura del 
clorotellurito di cesio, Cs, TeCle, e dimostrato che sussiste uno stretto 
isomorfismo tra questo ed i precedenti composti in base all’esame roéntge- 
nografico delle loro soluzioni solide ottenute per precipitazione. 

Il metodo della precipitazione nella preparazione di soluzioni solide era 
stato gid prima di ora applicato da uno di noi ai sistemi tra idrossidi ed 
ossidi di metalli bivalenti“ eda Barth e Lunde ad alcuni sistemi tra aloge- 
nuri di argento 6). In tutti i casi studiati ha dato ottimi risultati e si puo 
percid ritenere, salvo alcune limitazioni che vedremo in seguito, come un 
metodo di applicazione generale. 


Esame del clorotellurito di cesio. - Il clorotellurito di cesio si ottiene 
facilmente per precipitazione di soluzioni di biossido di tellurio in acido clo- 
ridrico concentrato con soluzioni di cloruro di cesio, sotto forma di piccoli 


(1) Lavoro eseguito nell’ [stituto di Chimica Generale del R. Politecnico di Milano. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 5 agosto 1932. 

(3) G. Natta e R. Pirant, «Rend. Accad. Lincei », rs, 68, 92 (1932). 

(4) G. Natra e L. PasserinI, « Gazz. Chim. Ital. », 58, 597 (1928); 59, 129 (1929). 

(5) T. Barra e G. Lunpe, « Norske geol. ‘Tidsskrift », 8 (1928); «Zeitschr, f. 
physik. Chem. », 122, 295 (1926). 
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ottaedri gialli. Fu descritto gia da Wheeler“), da Gutbier e Flury ® come 
monometrico. 

I fotogrammi ottenuti col metodo delle polveri con anticatodo di ferro 
(vedi tabella I), analogamente a quelli del cloroplatinato di cesio, si ordi- 
nano nel sistema cubico. II Jato della cella risulta a = 10.45 + 0.01 A, il 
volume 1141.2+10~*4 cc, La densita, ammettendo che la cella contenga 4 mo- 
lecole"Gs; TeCle, tisulta 3:5: 

I fotogrammi del clorotellurito di cesio, a parte lo spostamento delle 
linee dovuto alla diversa costante reticolare, appaiono molto simili a quelli 
del cloroplatinato, non presentano faccie ad indici misti. Ad essi si devono 
perciO estendere le osservazioni fatte nella Nota precedente riguardo alla 
struttura reticolare dei cloroplatinati. 

Si osserva infatti un accordo soddisfacente tra intensita sperimentali e 
quelle calcolate per Ja struttura (Oy 5) per valori di u vicini a 0.25, e quindi 
leggermente pil alti di quello trovato per il cloroplatinato di cesio. I valori 
delle intensita calcolate per diversi valori di w compresi tra 0.20 e€ 0.25 
sono raccolti nelle ultime colonne della tabella I dove possono confrontarsi 
con le intensita osservate (colonna 5). 

Per u = 0.25 le distanze Cl-Cs e Cl-Te risultano rispettivamente: 3.71 e 
2.62 A. Quella cloro—cloro risulta la stessa, sia che si tratti di atomi vicini 
appartenenti alla stessa molecola od a molecole diverse, e risulta eguale a 
eae A. Si calcolerebbe cost per l’ione cloro un raggio di 1.86 A,e per quello 
telluroso un raggio di 0.76 A, valori che concordano con quelli gia noti G), 

Tra i composti sinora esaminati del tipo A, BX¢, dove il radicale 
(BX¢) & un ione negativo bivalente, il clorotellurito di cesio é quello che 
possiede le maggiori costanti reticolari; ad esso, come pure ai complessi 
cloropiombici e cloropalladici, corrispondono valori del parametro 1 uguali 
O vicinissimi a 0.25, mentre per i complessi aventi atomi coordinanti di 
diametro minore, quali il silicio, il germanio, lo stagno ed il platino, si 
osservano valori compresi tra 0.20 e 0.24, tanto minori quanto minore é 
il raggio dell’atomo coordinante. 


Sistema Rb, PtCle—Cs; PeCle: — Tra i cloroplatinati di cesio e di rubidio 
. . . . . . 9 
si osserva una differenza delle costanti reticolari di 0.32 A, che, malgrado 


la notevole differenza tra i raggi dei due cationi (21 °/, del raggio del ca-- 


tione minore), non rappresenta, data la complessiti della molecola, che poco 


pi del 3 °/5 del lato della cella e potrebbe giustificare una larga miscibilita 
tra i due sali. 


(1) H. C. Wueegrer, « Am. Journ. Science », 3, 45, 267. 

(2) A. Guster e F. Fury, «Journ. f, prakt. Chem.», 2, 83, 145 (1910). » 

(3) V. M. Gotpscumipr, « Geoch. Verteilungsges. der Elemente, Norske Vidensk. Ak. » 
VI, Oslo (1926); Pauine, « Journ. Amer. Chem. Soc. », 49 (1) 765 (1927); W..G. Wy 
CKOFF, The structure of crystals. 2° Ed., p. 192. New-York (1931). 
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Cs, Te Cle—Fe ant. TasBeLia I. 
nS? 

hkl Ben 0/2 d a I oss Vie +e +P 

eter 0.1736 5.570 9.67 dd 487 291 279 170 
200 — — — — 14 22 24 27 
220 0.2672 3-015 | 10.20 dd 1210 1060 978 976 
ras I 0.3145 3.071 10.20 dd 197 206 224 266 
222 = = as ea 807 954 999 642 
400 0.3420 2.565 10.25 dd — = as = 
400 ; 0.3746 2.581 10.30 mf 1363 1530 1620 1700 
2) i 0.4067 AAG Mi TORS dd 814 232 230 203 
402 = TF = zs 3 84 55 49 
J 9) 0.4591 2 TOOM ELON d 935 1038 1090 1126 
Boe | 0.4848 1.995 10.35 d | eS, a 49} oe 
ie 38 2 2 57 
440 0.5287 1.828 10.35 f 1555 2025 2210 2240 
Seas mes 0.5495 1.760 10.38 dd 560 542 471 299 
600 8 GAL 3 9 
442 | al 25 ‘ a | 285 108 65 37 
602 0.5901 1.638 10.38 m 1836 1244 1080 873 
Ros 3 = — — a 38 88 106 135 
Ge 22 0.6156 L.S7t 10.42 md 667 1173 1403 1627 
444 0.6428 1.504 10.42 m 674 1015 1200 1288 
7k 94 39 48 124 
: ; | 0.6648 1.455 10.40 dd me foe yr on 
640 — — — = << 9 19 31 
Grae? 0.6947 1.392 10.42 f 2276 1825 1640 1476 
Wp ek <1 41 15 230 
Silo | 0.7153 1.351 10.39 m | Py shi Ae FE 
800 0.7431 1.301 10.42 m 476 635 BP 835 
Tibeg a =a ar = 79 30 9 198 
Po | | 0.7716 1-254) | 10.38 dd a Sai 3 i 
644 24 25 27 


a GG ae 


Segue: TABELLA I. 


nS2 
hkl sen 0/2 d a I oss. ere te 
u=0.20 w=0.22 | u=0.23 uU=0.25 

en0-8 | 0.7916 1.222 10.38 mf ae vege Bee oe 
8 22 85 377 507 650 
Sy +. | 483 287 183 34 
Tas ok | if % 383 226 135 204 
6 62 0.8090 1.195 10.42 m- 160 680 955 1240 
804 0.8307 | 1.163 | 10.42 | ff | 1300 | 1951 | 2535 | 2984 
SR Aone Eeriginrey: , | 278 397 337 97 
apo 55 46 68 194 
TO 0 2 0.85 57 1.023 | 10.44 dd aa ae ae , 
8402 i — = = = 968 353 162 48 
6 6 4 0.8718 1.110 10.42 mf 1465 918 746 588 
931 0.8829 1.095 10.44 dd 135 410 412 187 
8 44 0.9087 1.064 | 1044 ff 870 | 1740 | 2220 | 2725 
“SS \ 315 207 152 89 
we jel 0.9261 1.044 10.40 dd <1 8 12 89 
Sy 3h 3 | bs I 78 III 89 
1000 22 5 AGi 5 
8 60 ce ihe if By? | 68 53 36 22 
10 0 2 1493 1082 798 544 

: 0.9446 1.023 10.44 f | 884 a at ee 
Cray ai : 838 1052 832 I71 

0.9563 1.01! 10.45 f | f 

(ti 3 59 62 25 85 


Data la decomponibilita dei sali ad alta temperatura e P impossibilita 
quindi di ottenere la formazione di soluzioni solide per solidificazione dei 
sali fusi, ne abbiamo tentato la preparazione per pfecipitazione, trattando * 
con un eccesso di soluzioni di PtCl, soluzioni a concentrazione nota dej 
cloruri di Rb e Cs. Per ottenere soluzioni solide di composizione omogenea 
risulta necessario precipitarle da soluzioni assai concentrate di cloruri, altri- 
menti si ottengono fotogrammi con linee molto allargate che ‘mettono in 
evidenza la loro non omogeneita. E utile per lo stesso scopo mantenere 
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dopo la precipitazione i precipitati per un certo tempo a caldo in seno alle 
acque madri. 

E stata controllata per alcune soluzioni solide la composizione analiti- 
camente, calcinando i cloroplatinati in corrente di idrogeno, sciogliendo i 
cloruri alcalini, pesandoli e trasformandoli in cloruro d’argento; come con- 
trollo di questa analisi indiretta (che partendo da 0,5 gr. da una approssi- 
mazione di circa 1 °/5) si € tenuto conto anche del peso dei cloroplatinati 
di partenza e del platino residuo. 


Tasevra II. 
Composizione a a Vv 

delle soluzioni solide sperimentale teorico” in 107 4 cc. 

Rb, PtCle 9.83 — 949.9 

25 Cs, PtCle-759/, Rb2 PtCle 9.91 9-91 973.2 

56 °/,, Cso PtCle—44 °/, Rbz PtCle 10.02 10.01 1006.0 

75 °/ Cs2 PtCle-25 °/ Rb2 PtCle 10.07 10.07 1021.1 

Gs, PtCls 10.15 10.15 1045.7 

50 °/,, Cs. PtCle-50 °/, Cs2 TeCle 10.29 10.30 1088.0 

25 Cs. PtCle- 50 °/, Cs. TeCle 10.375 | 10.375 1116.8 

Cs, TeCle 10.45 — 1141.2 


Dai fotogrammi delle soluzioni solide, che, a parte le differenze dovute 
alla variazione di costante reticolare, sono identici a quelli dei due com- 
ponenti, si sono trovati per le dimensioni delle celle (vedi tabella II) valori 
intermedi fra quelli di due sali puri, fra i quali si deve quindi ammettere 
una miscibilita completa allo stato solido. La variazione del lato della cella 
risulta proporzionale alla concentrazione d’accordo con la legge di Vegard. 


Sistema Cs, PtCle-Cs, TeCls. — La differenza tra il lato della cella 
elementare del cloroplatinato e quello del clorotellurito di cesio € 0,30 A. 
Si dovrebbe percid prevedere come nel caso precedente una miscibilita com- 
pleta. In pratica ¢ risultato pit difficile in questo caso ottenere soluzioni 
solide omogenee per precipitazione, forse a causa della diversa solubilita 
dei due sali. Infatti le soluzioni solide precipitate sono leggermente pit 
ricche in platino e meno in tellurio rispetto alle soluzioni di cloruro di 
partenza e la differenza risulta tanto maggiore quanto minore é la concen- 
trazione in tellurio nella soluzione precipitante. Inoltre ¢ necessaria una 
lunga digestione a caldo del precipitato nelle acque madri per ottenere una 
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sufficente omogenizzazione nelle soluzioni solide da permettere I’ impiego 
dell’analisi réntgenografica. 

Nelle soluzioni solide pit ricche in tellurito, che si sono potute meglio 
studiare, si & osservato per la costante reticolare un sufficente accordo con 
la legge di Vegard, come si osserva nella stessa tabella II. Per quella parte 
del sistema che é al di sotto del 50 °/, di tellurito non si sono potuti avere 
fotogrammi chiari e le soluzioni solide precipitate apparivano sempre molto 
pil povere in tellurio delle acque madri. Non si hanno pero elementi suf- 
ficenti per affermare che esista una lacuna di solubilita. 


Chimica (Chimica Agraria); — Distribuzione der mitrati ed 
« organicazione » dell’azoto nelle foglie delle piante verdi‘?. Nota 
di E. Parist e G. De Viro, presentata dal Socio M. Berri. 


Allo stato attuale delle nostre conoscenze, non soltanto non é possibile 
precisare il meccanismo di reazione attraverso il quale le piante superiori 
pervengono alla formazione dei primi corpi organici azotati, ma non ¢ nem- 
meno stabilito in modo indiscutibile quale sia la sede di una cosi impor- 
tante sintesi vegetale. 7 

Mentre in um primo tempo era stato ammesso con Sachs %) che l’or- 
ganicazione dell’ azoto avesse luogo nelle parti verdi della pianta e sotto 
Pazione della luce, Autori pit: recenti “) ritengono che la sede pit proba- 
bile del fenomeno sia Ja radice. A base di tale supposizione viene posta la 
constatazione gia fatta da diversi sperimentatori) circa la deficienza o ad- 
dirittura l’assenza dei nitrati nelle foglie: « Solamente nelle radici — € stato 
affermato — si riscontrano nitrati e niente pil nelle foglie, per cul se ne 
deduce che questi vengono consumati prima che arrivino a tali organi » ©, 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica Agraria del R. Istituto Superiore 
Agrario di Bologna. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 27 agosto 1932. 

(3) J. Sacus, «Bot. Ztg.», 5, 63 (1862); cfr. BENECKE-Jost, Pflanzenphysiologie, 
Bd. I, 244 (Edit. G. Fischer, Jena, 1924). 

(4) MuLter-TurGavu, «Bot. Jahresb.», I, 319 (1880); cfr. W. PrerFer, Pflanzen- 
physiologie, 1, 403 (Edit. W. Engelmann, Leipzig, 1897); B. Frank, «Landw. Jahrb. » 
(1888); C. Acqua, «Annali di Botanica», 11, 47, 281, 416 (1913); A. De Dommicis, 
« Staz. sper. agr. ital.», 54, 425 (1921). 

(5) Horrmann, «Arch. Pharm.» (1865), p 193; Hosasrus, « Jahresber. Agrik. 
Chem.» (1865), p. 87; Friturmic, «Landw. Versuchs. Stat. » (1867), p. 150; FRANK, 
loc. cit.; SorRoKIN, « Just. Jahresber.» (1875), p. 871; cfr. CzapEK, Biochemie der Pflanzen, 
II, 298 (Edit. G. Fischer, Jena, 1920). 

(6) C. Acqua, loc. cit. 
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Quanto alla natura fotochimica dell’organicazione dell’azoto supposta 
dal Sachs, e pienamente accettata da Emmerling , Pagnoul , Schimper 6) 
ed altri“, perché in accordo con le loro esperienze, essa venne in seguito 
negata da Zaleski), che osservd un incremento di azoto proteico nelle 
foglie di Helianthus staccate dalla pianta e conservate al buio ‘col picciolo 
immerso in una soluzione nutritiva contenente nitrati e zuccheri riduttori, 
e dal Suzuki, che riconobbe un incremento di azoto organico nelle pian- 
tine di frumento allevate in una soluzione nutritiva ricca di nitrati e quindi 
tenute per una settimana all’oscuro sopra un substrato ricco di glucosio. 

In base a queste ricerche H. Euler @ ha ritenuto di poter concludere: 
« die eigentliche Nitratassimilation grtiner Pflanzenteile kein photochemischer 
Vorgang ist ». 

Con le esperienze che sono riferite in questa Nota noi ci siamo pro- 
posti di portare un contributo alla conoscenza dell’organicazione dell’azoto 
nelle foglie delle piante verdi prendendo in esame con sicuri metodi ana- 
litici le diverse sostanze contenute nei vasi conduttori e nel tessuto assimi- 
latore della foglia. Anzitutto ci siamo occupati della presenza e della distri- 
buzione dei nitrati nelle foglie ©). 

Data la profonda diversita anatomica e funzionale dei tessuti che com- 
pongono il picciolo e le nervature da una parte ed il lembo fogliare dall’altra 
abbiamo ritenuto che tali tessuti dovessero venire analizzati separatamente. 
In tal modo abbiamo potuto riconoscere, sperimentando su foglie di piante 
diversissime, che mentre il lembo & spesso assai povero di nitrati, conte- 
nendone talvolta soltanto delle tracce, le nervature, e specialmente i piccioli, 
ne sono relativamente ricchi e spesso contengono pil nitrati di tutti gli 
altri organi della pianta, compresa Ja radice (Tab. I). 

Cosi ad esempio nelle foglie del girasole il picciolo contiene in luglio 
oltre 600 mgr. di azoto nitrico per 100 gr. di sostanza secca; tale percen- 
tuale si abbassa a 380 mer. nelle nervature principali e a 170 mer. nelle 


(1) A. EMMertinG, «Die Landw. Vers. Stat.», 24, 113 (1880). 

(2) A. PaGnouL, « Annales Agronomiques», 7, 5 (1881). 

(3) F. W. Scuimprr, «Bot. Ztg.», 46, 65 (1888); FLora, 73, 207 (1890); cfr. BE- 
NECKE-JostT, loc. cit. 

(4) E. Laurent, Recherches sur la synthése des substances albuminoides par les végétaux, 
Bruxelles, 1903 ; OskAR Baupiscu, « Uber Nitrat- und Nitritassimilation, Habilitationsschrift- 
Centralblatt ftir Bakt», 32, nn. 20-25 (1912); BaupiscH e Mayer, «Z. Physiol. Chem. », 
89, 175 (1914). 

(5) W. Zatzski, « Bot. Centralbl.», 87, 281 (1901); « Ber. Bot. Ges. », ry. 536 (1897). 

(6) U. Suzuki, « Bull. Coll. Agric. Tokyo», vol. II, p. 409, vol. II, p. 241 (1898); 
cfr. F. Czapek, loc. cit., p. 298. 

(7) H. EuLer, Grundlagen und Ergebnisse der Pflanzenchemie, II e Ill, p. 132 (Edit. 
F. Vieweg, 1909). 

(8) Per determinare l’azoto nitrico ci siamo serviti del metodo gasvolumettico di 
SCHLOESING recentemente reso di pit facile e spedita esecuzione da E. Parist e G. DE 
Viro [«Italia Agricola», 69, 700 (1932)]. 


secondarie, mentre nel parenchima fogliare si riscontrano soltanto tracce 
di nitrati. 

L’analisi delle foglie di canapa ci porta alle stesse conclusioni: dalle 
tracce di azoto nitrico del lembo si passa a 300 mgr. nelle nervature prin- 
cipali e a 600 mgr. nel picciolo, sempre per 100 gr. di sostanza secca. 


TaBELLA I. 


Azoto nitrico contenuto nelle radici, nei piccioli (0 guaine) 
e nei lembi fogliari di alcune piante (mgr. °/. di sostanza secca). 


Piccioli Lembi 


N. Data Genere e specie Radice : Deas 
(o guaine)| fogliari 

1 | 26 febbraio | Triticum vulgare. . . . . - 140 150 40 

2 I giugno Beta vulgaris (var. saccarifera) . 420 1,100 120 

3 20 giugno Betascy.cla op ious: hahseme iene tracce 680 £57 

4 10 luglio Helianthus tuberosus . .. . tracce 1.035 20 

5 | 20 luglio Helianthus annuus... . - — 603 tracce 

6 | 10 luglio (@icticbitavEe pore s/s aeacae tracce 202 40 

7 15 luglio Witis cviniterage wits sini rnnn tracce 190 tracce 

8 15 luglio Morussalbat caste ner - 1.450 327 

9 | 20 luglio (@animalbicucatin lay waren nC — 617 tracce 

10 10 luglio Polygonum Baldschuanicum . . — 909 tracce 
II I agosto Amarantus retroflexus. . . . 1.800 3.160 30 


La presenza di notevolissime quantita di nitrati nei piccioli e nelle ner- 
vature e la loro diminuzione e talyolta la loro quasi totale scomparsa nel 
lembo fogliare rende estremamente probabile che |’azoto nitrico, passando 
nel lembo, vi subisca lorganicazione. 

In occasione delle-determinazioni dei nitrati nelle foglie di bietola da 
zucchero abbiamo potuto constatare un fatto curioso che riteniamo non 
senza interesse anche dal punto di vista dell’organicazione dell’azoto. 

Il campo di bietole, dal quale venivano prelevati i campioni di foglie, 
era stato parzialmente invaso dalla Cuscula pentagona. 

Come &-noto, questa fanerogama parassita avvolge a spirale il suo 
fusto filiforme attorno al picciolo delle foglie delle barbabietole e, per mezzo 
dei suoi austori si fissa ed assorbe dalla pianta ospite quanto occorre al 
suo nutrimento. Il’ succo contenuto nel picciolo della foglia di bietola zuc- 
cherina, come-risulta da alcune nostre ricerche ancora inedite, é ricco, oltre 
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che di azoto nitrico e di azoto amminico, di zuccheri costituiti da glucosio, 
saccarosio e piccole quantita di fruttosio. Nel succo che si ricava dai rami 
della cuscuta abbiamo potuto facilmente identificare tutte queste sostanze ad 
eccezione di una sola, dell’azoto nitrico che il parassita pare non assorba 
dalla pianta ospite forse perché, mancando di foglie verdi, non avrebbe la 
possibilita di elaborarlo. 

Se, come si & concluso pit sopra, il lembo fogliare & sede di orga- 
nicazione dell’azoto ¢ ovvio dedurre ch’esso deve contenere pitt azoto am- 
minico “) del picciolo o della guaina. 

Tale deduzione venne pienamente confermata dalle analisi da noi ese- 


guite su foglie di frumento (Tab. ID) e su foglie di bietola (Tab. III). 


TABELLA II, 


Foglie di frumento. 


Azoto amminico Zuccheri riduttori 

ae | mgr. °/, sost. secca | tee eSOSts wSCEcA 

| Guaina Lembo | Guaina Lembo 

Tefmel iam Bh ols Wes = cilyior tel ate 219 288 7.85 3.90 
ODINC Tk riers Tilt. 210 315 5,86 Zero 
Rema Nletin 0 Sete Le Ata, 177 291 6.85 3.10 
PRIMA OOTOMMA Gs. fs et eh, 201 378 17.02 6.50 
2 RUG gepe VO) See ee Selita cerear 197 462 13.70 4.55 
A. VEO Cog, sole eae 147 312 13.02 5.86 


Le analisi, i cui risultati sono riportati nella Tab. III, vennero eseguite 
su campioni di piccioli e di lembi fogliari prelevati in ore diverse della 
giornata e precisamente alla mattina (ore 4) e nel pomeriggio (ore 16). 

Lo scopo della ricerca era di verificare se la luce solare avesse un’in- 
fluenza sensibile sulla formazione dei composti amminici. I risultati furono 
decisamente e costantemente positivi. Tanto i lembi fogliari che i piccioli 
contengono nel pomeriggio pit azoto amminico che nelle prime ore della 
mattina. Questo fatto sta in accordo con l’ipotesi che la luce solare abbia 
una notevole influenza sull’organicazione dell’azoto almeno nelle parti verdi 


(1) L’azoto amminico venne dosato col metodo di VAN SLYKE (« Ber.», 44, 1684 
(1911); « Abderhalden’s Handbuch der biologischen Arbeitsmethoden », Abt. 1, « Chemische 
Methoden», Teil 7, p. 263). Nell’apparecchio veniva introdotto il succo delle piante de- 
fecato e concentrato a pressione ridotta. 
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delle piante e contrasta con l’opinione di Godlewski“ e di André @) se- 
condo i quali la luce favorirebbe soltanto la condensazione dei primi com- 
posti organici azotati a sostanze proteiche. «E legittimo ammettere — ha 
scritto l’André — che durante la notte le foglie elaborino a spese dell’azoto 
minerale dei composti amminici e questi alla luce solare si trasformino in 
composti proteici ». Se cid fosse vero i succhi delle foglie dovrebbero es- 
sere piu ricchi di azoto amminico alla mattina che alla sera. 
Dall’esperienza & invece risultato il contrario. 


TABELLA III. 


Bietola zuccherina. 


Azoto amminico Zuccheri riduttori 
a mgr. °/, sost. secca Git, “/easSOStmsecca 
; Piccioli Lembi Piccioli Lembi 
I.giugno--.ore 4... . 98 122 4.75 0.97 
Doo) Dp hOget ary ee 122 159 5.89 2.98 
2» SSA a ve 88 12 6.42 0.77 
op SYN A erin: Heme 159 169 8.00 ie28 
2558 Tugel ecey oes 78 5) 6.76 0.62 
yD De RON va esr Bes 112 159 9.41 1.65 
Ose) DSA hrs Poke 89 IOL — — 
ae) Du elOl ts: eM es 102 122 17.60 1.30 
ee) Y EMAL Oe Be 3 Wil sy : —~? a 
=) Dung WO ter ene ee gI 152 21.60 3.82 


In quasi tutti i campioni nei quali ¢ stato dosato l’azoto amminico 
vennero anche dosati gli zuccheri. Il contenuto in zuccheri presentd valori 
piu elevati nei piccioli che nei lembi fogliari e com’era prevedibile risultd 
maggiore nel pomeriggio che alla mattina. Queste ultime osservazioni ver- 


ranno sviluppate in un lavoro a parte sulla formazione degli zuccheri nelle 
piante. 


. (1) E. Goprewsky, «Bull. Ac. Sci. Cracovia», p. 313 (1903); cfr. Czapex, loc. 
cit., 208. 


(2) G, ANDRE, Chimie Agricole. Chimie Végétale, I, p. 356 (Edit. Bailliéres, Paris, 1924). 
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Fisiologia (Chimica Fisiologica). — Contributo alla cono- 
scenza del valore nutritivo degli embrioni di grano“™, Nota® di 
V. FamIant, presentata dal Corrisp. S. BaGLioni. 


In una nostra precedente Nota G) abbiamo riferito ricerche sperimentali, 
dalle quali e risultato, che il valore nutritivo dei semi di alcuni cereali 
[grano (Triticum vulgare Vill.), granturco (Zea mais L.), orzo (Hordeum 
vulgare L.)|, studiato in rapporto all accrescimento dei ratti albini in via 
di sviluppo, che li assumano come alimento esclusivo, varia a seconda che 
si tratti di semi di piccola o grande dimensione; e precisamente esso ¢ mag- 
giore nel primo caso, minore nel secondo. 

Tale vantaggio, poteva essere spiegato tenendo presente il fatto, che 
il rapporto quantitativo tra i costituenti chimici della porzione embrionale 
e quelli della restante parte del chicco é piu elevato nel caso dei chi¢chi 
piccoli, che nel caso dei grossi; e considerando, che € oggi noto e dimo- 
strato il pil elevato valore biologico e plastico dei costituenti chimici della 
porzione embrionale rispetto ai costituenti chimici della porzione rimanente, 

Allo scopo di controllare l’esattezza di una tale interpretazione, ab- 
biamo creduto utile istituire esperienze, destinate ad una ulteriore opportuna 
analisi del fatto fondamentale osservato. 

Precisamente ci siamo proposti di studiare - collo stesso metodo pre- 
cedente e sperimentando su ratti albini in via di sviluppo — il valore costrut- 
tivo di un determinato grano, integrato da adatte quantita di embrioni ricavati 
dalla stessa qualita di grano. 

E poiché anche da nostre personali recenti osservazioni “, oltre ae 
da quelle concordanti di precedenti AA., ¢ risultato che il grano, sommini- 
strato come alimento esclusivo, rivela una sicura deficienza salino-proteica, 
abbiamo voluto anche approfittare dell’occasione, per stabilire —- con prove 
per il momento sopratutto orientative — se la sola aggiunta di embrioni, 
insieme con la quantita di sostanze minerali risultata necessaria per il 
normale sviluppo degli animali, bastasse a correggere convenientemente 
o meno la deficienza totale del grano; se cioe, elevando la quota dei co- 
stituenti embrionali, si riuscisse a correggere anche la deficienza proteica 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1932. 
(3) Famiant V., Contributo alla conoscenza del valore nutritivo di alcuni cereali. « Ren- 


diconti R. Accad. 48k Lincei», vol. XIV, p. 306 (1931). 
(4) Famrant V., Sul valore alimentare del grano (semi di Triticum vulgare Vill.). « I 


Problema Alimentare », vol. 2 (1932). 
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del grano, che in caso positivo sarebbe percio risultata quantitativa piu che; 
qualitativa. ) ; 

Vogliamo in questa Nota brevemente riferire i risultati delle nostre 
esperienze. 


Il grano e gli embrioni necessar? per le nostre ricerche ci furono gen- 
tilmente forniti dalla S. A. Gio. e F.lli Buitoni (Sansepolcro). 

Abbiamo adoperato 18 ratti albini di nidiate diverse, ma provenienti 
dallo stesso ceppo originario, e tutti di gr. 31-35 di peso, che a 30-31 giorni 
di eta vennero divisi in gruppi ed alimentati esclusivamente come segue: 


Gruppo I: solo grano (finemente tritato) ; 


Gruppo II: grano (gr. 75), piu embrioni (gr. 25) ottenuti dalla moli- 
tura della stessa qualita del grano studiato ; 


Gruppo III: grano (gr. 75), pi embrioni (gr. 25), piu miscuglio sa- 
lino di Pappenheimer, Mc Cann e Zucker, in ragione del 4 °/, dell’alimento 
totale offerto; 


Gruppo IV: grano (gr. 75), piu embrioni (gr. 25), pil. miscuglio sa- 
lino (4 °/o), piu. caseina (5 °/o); 


Gruppo V: alimento misto variato. 


Gli animali, insieme con acqua a volonta, avevano a disposizione ali- 
mento in abbondanza, di cui assunsero sempre quantita notevoli. Per ognuno 
di essi si studiarono, durante un periodo di 100 giorni, le variazioni del 
peso corporeo, le modificazioni funzionali dell’apparato genitale, la funzione 
riproduttiva, l’aspetto ed il comportamento generale. 

Riuniamo nell’ unita tabella i principali dati raccolti nei riguardi del peso 
corporeo e dell’apparato genitale. 

Risulta da un esame di detta tabella, che gli animali sottoposti alla 
dieta di solo grano presentatono presto un netto arresto dello sviluppo, 
guadagnando in peso solo pochissimo, e mostrarono una scarsa resistenza, 
in quanto tre su quattro morirono durante il periodo di osservazione. 

In accordo coi precedenti risultati ottenuti sperimentando con semi di 
diversa dimensione, un vantaggio evidente, per quanto limitato, apportd 
Vaggiunta degli embrioni al grano, ed un solo animale del gruppo mori 
durante l’esperimento. 

L’aggiunta al grano di embrioni e di-miscuglio salino insieme, deter- 
mino invece vantaggi assai notevoli, portando la curva di accrescimento 
degli animali ad un livello assai vicino a quello normale; e benefict di 


grado pressoché eguale furono osservati per l’aggiunta al grano di embrioni, 
. Sali e caseina insieme. 
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Nei riguardi del comportamento dell’ apparato genitale e della funzione 


riproduttiva, i maschi tenuti a solo grano ed a grano pit embrioni, mo- 
strarono testicoli piu piccoli dei normali, e protrusione del pene flaccido, 
mentre tutti gh altri presentarono testicoli affatto normali, ed in epoca nor- 
male divennero sessualmente attivi. Delle femmine tenute a grano ed a 
grano piu. embrioni, una sola—n. 8 - presentd Ja schiusura dell’ostio va- 
ginale, ma solo con notevole ritardo, e non fu mai fecondata; quelle degli 
altri gruppi presentarono la schiusura tutte in epoca normale, e, fecondate dai 
rispettivi maschi, condussero a termine pili di una gravidanza, senza mai perd 
—ad eccezione di quelle tenute ad alimento misto - allattare i piccoli partoriti. 
Qualcuno dei ratti tenuti a grano ed a grano pili embrioni presento 
aspetto alquanto tozzo, e torpore di movimenti; quelli, che morirono du- 
rante il periodo di esperimento, nei giorni che precedettero la morte, la- 
sciarono osservare cianosi ed intensa dispnea, che andO a mano a mano 
accentuandosi, mentre diminuiva in pari tempo il peso corporeo. Tutti gli altri 
animali apparvero sempre normali nell’aspetto e nel comportamento generale. 
Riassumendo, i fatti principali che derivano dalle ricerche su riferite 
sono, a nostro parere, 1 seguenti: 
1° Ja dieta esclusiva di grano ha permesso ai nostri ratti solo assai 
limitatamente i fenomeni costruttivi di accrescimento, ed ha fortemente mi- 
norato la loro resistenza; 
2° Paggiunta del 25 °/, di embrioni alla dieta eslcusiva di grano ha 
permesso agli animali un accrescimento migliore che nel caso precedente, per 
quanto sempre limitato, conferendo loro anche una maggiore resistenza; 
3° Paggiunta al grano del 25 °/. di embrioni e del 4 °/, di miscuglio 
salino, ha fatto si che gli animali in tal modo alimentati presentassero 
accrescimento e riproduzione pressoché normali, senza che peraltro fosse 
possibile l’allattamento ; 
4° laggiunta al grano di embrioni, sali e caseina non ha invece 
mostrato di favorire ulteriormente gli effetti determinati dalla sola aggiunta 
di embrioni e di miscuglio salino. 
Ci crediamo pertanto autorizzati a pensare che i migliori effetti otte- 


nuti nelle nostre precedenti osservazioni, con i semi di piccole dimensioni . 


di Triticum vulgare Vill. (grano), in confronto con i corrispondenti grossi, 
siano da attribuire appunto al maggior quantitativo di costituenti embrionali 
contenuto - a parita di peso - nei primi. 

Inoltre, in base ai risultati recenti, possiamo ritenere, che la deficienza 
proteica, che il grano presenta, possa essere corretta nella massima parte, 
se pure non completamente, mediante l’aggiunta di opportune quantita di 
embrioni; o che, in altri termini, la deficienza proteica del grano sia, in 
massima parte, da riferire a questione di quantita, pil che di qualita. 

Tanto abbiamo voluto nella presente Nota fissare, mentre ci riserviamo 
di ritornare sull’argomento, sulla base di successive indagini. 
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Fisiologia (Chimica fisiologica). — Alimentazione con semi di 
leguminose e riproduxione‘?, Nota“ di V. ZaGami, presentata dal 


-Corrisp. S. BAGLIONI. 


E noto che relazione esiste tra alimentazione e riproduzione. Il pro- 
blema, dal punto di vista generale, di recente, ¢ stato ampiamente trattato 
da G. Quagliariello @). Alterazioni morfologiche degli organi genitali e di- 
sturbi della funzione riproduttiva sono stati descritti da vari AA. per effetto 
di alimentazioni quantitativamente o qualitativamente deficienti. 

‘L’ipoalimentazione e il digiuno completo, l’assenza o la deficienza nel 
regime dietetico di uno o di vari fattori alimentari (protidi, sali minerali, 
vitamine, ecc.) possono invero essere causa di alterazioni morfologiche e 
funzionali tali da danneggiare o compromettere pili o meno seriamente la 
normale riproduzione degli animali. 

A questo riguardo pero si € potuto precisare che il pit delle volte lo 
apparato genitale non sia l’unico o il primo a risentire — quasi in modo 
specifico e diretto — gli effetti dannosi della deficienza, ma che in ogni caso 
si tratti piuttosto di un’azione assai complessa ed estesa, per cui |’apparato 
genitale rimane impegnato contemporaneamente e parimenti che altri organi 
ed apparati. Solo recentemente ¢ stata messa in evidenza da parte di AA. 
americani - e da noi confermata in diverse Note “) — l’esistenza di un nuovo 
fattore alimentare (fattore E o vitamina della fecondita) che, a differenza 
di tutti gli altri fattori conosciuti e ritenuti necessari per assicurare il nor- 
male ed armonico sviluppo morfologico e funzionaie, sarebbe in effetti 
strettamente e specificamente necessario per assicurare negli animali il normale 
svolgersi dei vari processi della riproduzione. L’assenza di questo fattore 
dal regime dietetico avrebbe infatti unicamente come effetto la comparsa 
piu o meno pronta di una alterazione assai grave della funzione riproduttiva, 
rimanendo affatto normale, almeno apparentemente e sotto ogni riguardo, 
l’accrescimento e le condizioni generali, nonché lo stato e la funzione di 
tutti gli altri organi ed apparati. 

Tali brevi concetti premessi, ricordiamo che in questi ultimi anni da 
parte di vari AA. si & preso in ispecial considerazione |’ andamento della 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1932. 

(3) QuacuiaRIELLo G., Infiuenza dell’alimentazione sulla riproduxione e sui carattert della 
prole. Relazione al II Congresso di Genetica e Eugenica. Roma (1929). 

(4) Zacamt V., Sulla cosidelta vitamina della fecondita (Fattore E). «Bull. R. Acc. 
Med. di Roma», vol. 58, p. 45 (1932); Ip., Ulleriori osservazioni sulla cosidetta vitamina della 
fecondita (Fattore E). «Bull. R. Acc. Med. di Roma», vol. 58, p. 149 (1932); ZaGamr V. e 
StnDoNI M., Sulle alterazioni istologiche determinate da deficienza della cosidetta vitamina della 
fecondita (Fallore E). «Riv. di Pat. Sper. », vol. 9, p. 82 (1932). 
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funaione riproduttiva di animali sottoposti ad alimentazione esclusiva con 


semi di leguminose. Si € concordi nel ritenere che tale tipo di alimenta-. 


zione influenzi in modo assai sfavorevole tale funzione, ma a noi pare pero 
che si sia ben lontani dalla esatta interpretazione dit tale fatto, e che ancora 
non siano state per nulla individuate le cause che lo determinano. 

Con la presente Nota intendiamo appunto richiamare [’attenzione su 
tale particolare fenomeno determinato dall’ alimentazione esclusiva con semi 
di leguminose, sicuri di poter dare in base ai risultati di nostre numerose 
ricerche non solo un’interpretazione a nostro parere. pil. giusta ed esatta 
del fenomeno stesso, ma di poter precisare anche le cause che lo determi- 
nano e la possibilita di prevenirlo o curarlo mediante l’aggiunta di deter- 
minatt ed appropriati correttivi. 

S. Visco, sperimentando su giovani ratti in via di accrescimento, 
sottoposti ad alimentazione esclusiva con semi di leguminose (Cicer arieti- 
num L., Ervum Lens L., Vicia faba L.) notava che, per effetto di tale ali- 
mentazione, si aveva un netto arresto dello sviluppo degli organi genitali, 
ed un notevolissimo ritardo nella maturita sessuale; che tali fenomeni non 
potevano mettersi affatto in rapporto con lo sviluppo complessivo del corpo, 
e concludeva quindi che « la nutrizione esclusiva con semi delle pit comuni 
leguminose influenza direttamente e in maniera sfavorevole lo sviluppo del- 
Yapparato genitale e la vita sessuale dei giovani ratti ». Ma i suoi risultati 
non gli hanno permesso di dare una spiegazione del fenomeno. 

Ricerche successive di P. Di Mattei) tendono a convalidare 1’ opi- 
nione di Visco, nel senso di una specifica e diretta influenza sfavorevole 
esercitata sull’apparato genitale dallalimentazione esclusiva non solo con 
legumi, ma anche con cereali. L’A. infatti afferma di aver potuto chiara- 
mente osservare che giovani ratti sottoposti a dieta esclusiva di frumento 
presentavano organi genitali atrofici, e che cio solo in parte poteva essere 
connesso con le condizioni generali di rallentato sviluppo degli animali, 
poiché tale atrofia poteva notarsi anche in soggetti con peso corporeo cor- 
rispondente a quello di coetanei sottoposti a vitto normale, e percid con 
organi genitalr normalmente sviluppati e gid sessualmente maturi. Nel caso 
in ispecie di alimentazione con frumento I’A. esclude che il fenomeno in 
parola possa ascriversi a deficienza vitaminica o proteica o salina. 

Anche per effetto dell’alimentazione esclusiva con semi di Ervam lens 
YA. ha potuto notare un’azione sfavorevole sulla crescenza normale dei ratti, 
ma un’azione sicuramente pili netta e pil particolare sull’apparato genitale 


(1) Visco S., Ricerca dei rapporti tra nutrizione ed altivitd sessuale. « Arch. di Farmacol. 
e Sc. affini», vol. 38, p. 257 (1924). 

(2) Dr Marrer P., Ricerche farmacodinamiche su di una distrofia sessuale dei ratti albini 
per alimentazione di cereali. « Boll. Soc. It. Biol. Sper. », vol. 3, p. 807 (1928); Ip., Follico 
lina, prolan e vilamine nello sviluppo somatico e sessuale di ratti a dieta di leouminose. 
«Riv. Pat. Sper.», vol. 7, p. 427 (1931). 5 
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 femminile, la cui distrofia non verrebbe per nulla influenzata dalla contem- 


poranea somministrazione di fattori (vitamine) che migliorerebbero invece 
lo sviluppo generale. Nel caso in ispecie di alimentazione con semi di Ervum 
lens PA. esclude che il fenomeno in parola possa ascriversi a deficienza di 
vitamine A,B,C,E o di lipidi. 

R. Bompiani“ ha studiato il ciclo estrale e la riproduzione in ratti 

alimentati esclusivamente con semi di Pisum sativum ed ha potuto notare 
che per effetto di tale alimentazione « nei maschi si ha una progressiva ste- 
rilita, e pil tardi la mancanza completa delle manifestazioni esterne dei 
fenomeni sessuali; nelle femmine si ha solo una sterilitd relativa, probabil- 
mente dovuta ad una debolezza primaria dell’ uovo, per cui non pud essere 
fecondato o se si, non si sviluppa e va incontro a fenomeni di riassorbi- 
mento. Non di rado poi se la gravidanza prosegue si ha la morte endoute- 
rina del feto e la espulsione a suo tempo di feti in via di mummificazione. 
Pero il ciclo sessuale ¢ del tutto normale nello esplicarsi dei suoi vari mo- 
ment ». 
_ L’A. parte dal presupposto che tali semi costituiscano un alimento qua- 
litativamente deficiente, unicamente per difetto di vitamine A, D e E; ed 
appunto a tali deficienze, semplicemente ed unicamente, ascrive tutti i feno- 
meni dannosi osservati. 

E logico a questo punto domandare: L’alimentazione esclusiva con 
semi di leguminose determina effettivamente una alterazione notevole della 
funzione riproduttiva? Nel caso positivo, si hanno alterazioni morfologiche 
o funzionali in modo elettivo e specifico dell’ apparato genitale e delle fun- 
zioni riproduttive? Trattasi di un’azione diretta, unica o prevalente sull’ap- 
parato genitale, o pill verosimilmente di un’azione complessa, che impegna 
anche l’apparato genitale contemporaneamente ad altri organi? Ed in ogni 
caso, alla deficienza o assenza di quali fattori sono da ascrivere tali feno- 
meni dannosi determinati dall’alimentazione esclusiva con semi di legumi- 
nose? E possono essi in qualche modo essere prevenuti, o curati quando gia 
sono insorti ? 

I risultati di numerose ricerche ) che da tempo conduciamo, e che 
mirano a stabilire l’effettivo valore alimentare dei semi delle pit comuni 


(1) Bomptanr R., Osservazioni sul ciclo estrale ¢ sulla riproduzione dei ratti alimentati 
esclusivamente con « Pisum sativum». « Atti Soc. It. di Ostr. e Gin. », vol. 28, p. 417 (1929). . 

(2) Zacami V., Su alcuni effetti dell’alimentazione esclusiva con semi di leguminose net 
rati albini. « Boll. Soc. It. Biol. Sper. », vol. 1, p. 269 (1926); « Arch. Sc. Biol. », vol. 9, 
p- 435 (1927); Ip., Sugli effetti dell alimentazione esclusiva con semi di « Lathyrus sativus L. » 
nei ratti albini. «Rendic. R. Acc. dei Lincei», vol. 14, p. 218 (1931); Ip., Sul valore ali- 
mentare dei semi di « Cicer arietinum L.». «Il Problema alimentare », vol. 1, p. 150 (1931); 
Ip., Sul valore alimentare dei semi di « Lathyrus sativus L.». «Il Problema alimentare », vol. 2 
(1932); Zacamr V. e CuraToto A., Sul valore alimentare dei semi di « Ervum lens L.». 
In corso di pubblicazione; Licort G., Sul valore alimentare dei semi di « Vicia faba L, ». 
In corso di pubblicazione. 
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leguminose (Cicer arietinum L., Lathyrus sativus L., Ervum lens L., Vicia — 
faba L.) ci hanno permesso di raccogliere dati oramat sufficienti per una — 
fondata convinzione e per potere esaurientemente e con precisione rispon-— 


dere ai quesiti formulati. 

Avendo durante il corso delle esperienze relative, condotte su giovani 
ratti, sottoposti ad alimentazione esclusiva con i semi su ricordati, seguito 
andamento degli animali da numerosi punti di vista, abbiamo potuto bene 
accertare che tale tipo di alimentazione determina nei ratti in via di accre- 
scimento un netto rallentamento dello sviluppo generale che impegna pari- 
menti e contemporaneamente tutti gli organi ed apparati; tra questi, note- 
volmente impegnato rimane anche l’apparato genitale, per cui risultano limi- 
tate tutte le manifestazioni sessuali ed annullata completamente la capacita 
di riproduzione. 

Il peso corporeo di animali cosi alimentati rimane infatti notevolmente 
in dietro rispetto a quello dei controlli normali tenuti ad alimentazione va- 
riamente mista. La muta del primo pelo, la discesa dei testicoli nei maschi, 
la schiusura dell’ostio vaginale nelle femmine, avvengono con notevole ri- 
tardo. Rarissimi sono i periodi di calore nelle femmine, e spento del tutto 
appare l’ardore sessuale nei maschi, in maniera tale da non notarsi mai 
tendenza all’accoppiamento. I] numero degli eritociti rimane sensibilmente 
inferiore al normale, cosi anche il tasso emoglobinico. L’esame radiografico 
mostra sempre uno sviluppo scheletrico inferiore a quello dei controlli nor- 


mali di pari eta; in qualunque suo punto lo scheletro presenta caratteri netti 


di scarsa e deficiente calcificazione. La vita stessa degli animali é seriamente 
compromessa non riuscendo a sopravvivere a lunghi periodi sperimentali. 
Alla necroscopia tutti gli organi ed apparati si presentano di volume sensi- 
bilmente ridotto. 

Questi risultati ci permettono pertanto di ritenere come dimostrato che 
i semi di leguminose costituiscono, senza dubbio, un alimento incompleto 
o qualitativamente deficiente per i ratti in via di sviluppo; il fenomeno pil 
precoce e pit rilevante essendo rappresentato dal rallentamento dello svi- 
luppo generale, che impegna tutti gli organi ed apparati. La funzione ripro- 
duttiva rimane seriamente danneggiata, ma, indubbiamente, non per un’azione 
specifica ed elettiva esercitata dall’alimento in parola, ma per un’azione assai 
complessa che si estende all’intero organismo. In altri termini @ sufficien- 
temente chiaro che non ¢ Vapparato genitale a risentire in modo specifico 
e diretto gli effetti di tale alimentazione, ma esso — a causa delle deficienze 
qualitative dell’alimento — rimane impegnato contemporaneamente e pari- 
menti che tutti gli altri organi ed apparati. 

Ulteriori ricerche dirette ad identificare le eventuali deficienze, respon- 
sabili dei fenomeni dannosi sudescritti, e di stabilire Ja natura, il grado, la 
complessitt o meno di esse, ci hanno permesso di mettere in evidenza nei 
semi in parola una forma di deficienza mista: deficienza salina e deficienza 


we 


— 283 — 


-vitaminica (per fattori liposolubili A e D); la prima di grado notevolmente 
“pit marcata della seconda, e prevalentemente responsabile dei fenomeni 
_ dannosi. 


L’aggiunta infatti ai semi di, leguminose di elementi  minerali (sotto 


forma di miscuglio salino di Pappenheimer, Mc Cann e Zucker in ragione 


del 4 °/, dell’ alimento offerto) & sufficiente a prevenire quasi del tutto eli 
effetti dannosi e a normalizzare la funzione riproduttiva. 

Anche Paggiunta di fattori liposolubili A e D (sotto forma di olio di 

fegato di merluzzo in ragione del 2 °/, dell’alimento) determina indiscuti- 
bilmente dei sensibili vantaggi, ma senza dubbio assai inferiori a quelli de- 
terminati dall’aggiunta dei soli sali minerali. 
. Con lassociazione dei correttivi minerali e vitaminici su indicati si 
ottengono dei vantaggi pit rilevanti e pil netti che con ciascuno dei cor- 
rettivi separatamente, e completi in maniera tale da rendere, sotto ogni 
riguardo, gli animali affatto pari ai controlli normali. Anche intervenendo 
successivamente con tali correttivi, a disturbi gid insorti, si possono vedere 
questi ultimi completamente scomparire. 

In base a tali risultati nettamente favorevoli non sembrava necessario 
invocare lesistenza di altre deficienze nei semi in parola; del resto i risul- 
tati di ricerche all’ uopo condotte ce ne hanno fornito la conferma. 

In particolare considerazione é da prendersi il fattore E, la cosidetta 
vitamina della fecondita, ma dalle numerose e lunghe nostre osservazioni 
questo fattore risulta presente nei semi di leguminose in sufficiente quantita, 
tale da potere assicurare la normale riproduzione non solo per tutto il pe- 
riodo di vita di una generazione, ma anche - salvo qualche eccezione, come 
ad es. per i semi di Lathyrus sativus — nelle generazioni successive. 

Gli animali, infatti, la cui dieta esclusiva con semi di leguminose ve- 
niva integrata o completata unicamente con sostanze (miscuglio salino di 
Pappenheimer, Mc Cann e Zucker e olio di fegato di merluzzo), che ricerche 
collaterali avevano, a noi pure, dimostrato prive del fattore E, presentarono 
sempre normale la funzione riproduttiva anche per lunghissimi periodi di 
osservazione. 

D’altro canto le alterazioni della funzione riproduttiva negli animali 
alimentati con soli legumi differiscono notevolmente, per caratteri generali 
e particolari, da quelle che si sogliono osservare per effetto di deficienza 
del fattore specifico E. In quest’ultimo caso sono solo le cellule germinative 
maschili e lo sviluppo dell’embrione a risentire gli effetti dannosi, normali 
rimanendo, almeno apparentemente, tutti gli altri organi ed apparati, nonche 
Pardore sessuale, |’ accoppiamento, l’ejaculazione nei maschi, e i cicli di ca- 
lore, ovulazione e la fecondazione nelle femmine. Nel caso in ispecie invece 
di alimentazione esclusiva con semi di leguminose |’ assenza della funzione 
riproduttiva si connette con lostacolato sviluppo generale che impegna |’ ap- 
parato genitale come tutti gli altri apparati, e con le precarie condizioni 


generali degli animali determinate in massima parte “dalla f 
Valimento in parola di sali minerali e in minima parte dalla defi 
fattori liposolubili A e D. tage 

Concludendo, noi crediamo adunque di poter stabilire che la 
zione esclusiva con semi di leguminose determina effettivamente. 
una alterazione marcata della funzione riproduttiva tale da rimaner 
pletamente ostacolata o addirittura danneggiata. Tale fenomeno danno 
& da riferirsi a un’ azione esercitata dall’alimento in parola in modo sp 
elettivo e diretto sull’apparato genitale, ma é da riferire invece ad un’a 
complessa ed estesa, la quale, ostacolando e ritardando lo sviluppo get 
dell’ organismo e le sue normali funzioni, impegna et oe, 


riproduttiva — osservati per effetto di tale alimentazione, sono ce ascriv. 
in massima parte ad una deficienza di sali minerali nell’alimento s\ 
ed in minima parte ad una deficienza di fattori liposolubili A e D. R 
esclusa l’ipotesi di deficienze di altra natura e tanto meno di deficienz 
fattore E. 
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Matematica (Geometria). — Sulla classificazione delle super- 
ficie iperellittiche dal punto di vista reale. Nota“ di S. CHERusino, 
presentata dal Corrisp. G. Scorza. 


Nel campo complesso, la classificazione completa delle superficie iperel- 
littiche € stata ottenuta dallo Scorza in una classica Memoria del 1916 @), 
mentre dal punto di vista reale, una ne e stata data, nel 1919, dal 
Lefschetz %), che distingue queste superficie merce 1 valori dei due numeri 
base ep e ep, reale e complesso“, ottenendo cosi i sei tipi 


Sy ys ne ia 0 9 ener ae erat Care) bere © aw 8) 


Noi ci siamo proposti di completare questa classificazione assegnando, 
a meno di (equivalenze, cioe di) trasformazioni birazionali, gli aspetti cano- 
nici delle matrici di Riemann appartenenti a questi tipi e di ricercare le 
pit: notevoli relazioni esistenti fra i sei tipi del Lefschetz ed i nove dello 


Scorza. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre 1932. 
(2) Scorza G., Intorno alla teoria generale...... , [«Rend. Pal.», XLI (1916)], 


parte Il, § 3, pp. 74-77. 
(3) Real hypersurfaces contained in abelian varieties [« Proceedings of National Academy 


of Sciences», vol. 5 (1919), pp. 296-298]. 
(4) Il primo calcolato dal Lerscuetz nella Nota cit. (3), il secondo gia noto da 


BAGNERA € DE FRANCHIS (1910). 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 20 
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Nelle pagine che seguono diamo una soluzione del primo quesito che 
ci sembra abbastanza soddisfacente ed utile per le applicazioni. Quanto al 
secondo problema, pel momento ci limitiamo ad esporre qualcuno dei rap- 
porti pi. semplici e salienti fra le due classificazioni. c 

Per entrambi, @ stato opportuno ritrovare 1 valori di 9, basandoci su 
precedenti nostri risultati. 


1, In primo luogo dimostriamo che il numero base reale p di una 
varieti abeliana di tipo reale é invariante (non solo per trasformazioni 
birazionali, ma anche) di fronte a certi isomorfismi della sua matrice di 
Riemann. Un isomorfismo (Scorza) consiste nel trasformare i parametri 
della varieth V> in altri v = au, pure indipendenti (cioé con « matrice non 
degenere, di ordine p, dimensione della varieta) e contemporaneamente 1 
cicli C della sua riemanniana in altri C* = CT_,, ancora indipefidenti, ma 
non necessariamente primitivi (cioe con T matrice intiera non degenere, 
di ordine 2), unimodulare o non). In conseguenza, la matrice di Rie- 
mann @ legata alla varieta per mezzo dei parametri wu e dei cicli C, si tra- 
sforma nell’altra ad essa tsomorfa 


“ 


o* = awT_, 
relativa ai parametri uv ed ai cicli C* 
Essendo (di tipo) reale, Vp ammettera una simmetria S che, con la 
scelta degli w reali rispetto ad S si rappresenta sui parametri coniugati u,@ 
con le relazioni 


(1) b= +e (mod. o) 
e da luogo alla relazione in matrici 


dove ora S indica la matrice, intiera non degenere e di modulo (— 1), di 
ordine 2p dei coefficienti dell’antisostituzione riemanniana involutoria cor- 
rispondente alla simmetria considerata. : 

Riferendosi ai v ed alle w*, le (r),(2) si trasformano nelle 


(rs) O 220 = aa ee (mod. a) 
(2') (95s a5 ge eo cle oe 

dove 

G3) Sh aS merse 


Se T éjtale che questa S’ risulti intiera, poiché il modulo € ancora 
(— 1)’, S’ dara juogo ad un’antisostituzione riemanniana di @* corrispon- 


“Vy 
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dente ad una simmetria della variet’ V, trasformata di V,. E appunto per 
questi particolari isomorfismi che, come si vede qui appresso, vale Ja inva- 
rianza di p; e quel che a noi interessa notare ¢ che essi non sono soltanto 
quelli (equivalenze) in cui T & unimodulare, ma che fra essi sono anche 


: te ee ee PY. at 
compresi quegli altri in cui T coincide con una matrice caratteristica 0 
n 


ee age , 3 I 
pseudo-caratteristica di S, perché allora©) S’ = I, -(5.). 
o|—1 


Cid posto, sia A una forma riemanniana alternata di @, trasformata in 
sé da S cioé, indicando ancora con A la matrice emisimmetrica corrispon- 
dente alla forma, si abbia 


(4) WAG 4 Oe 1S 2 ASse es A eens <- 
Si ha pure 

Gr} oA oreo, SA'S’ =A’ = AU! 

dove 

(5) A’ = TO}AT™ 


cioe la forma riemanniana trasformata vien anch’essa portata in se stessa 
dalla simmetria S’. 

Viceversa, mediante questa (5), le (4’) danno le (4). 

Di qui, poiche® p—k+1 @ il numero delle forme riemanniane 
alternate di w, trasformate in s¢ da S, che sono linearmente indipendenti e 
tenendo presente che il procedimento ora esposto fa passare da forme A 
linearmente dipendenti o non ad altre A’ ancora tali, e viceversa, si deduce 
senz’altro la invarianza di e di fronte agli isomorfismi di cui sopra. 


2. Dopo di cid, & lecito partire da una matrice di Riemann del tipo 


Cao) y—r1, ove ¢ & una matrice diagonale intiera e t é una 
matrice reale simmetrica, non degenere, e da una simmetria di carattere 
reale zero, corrispondente all’antisostituzione riemanniana di matrice 


Lb =(s2-)" 
OF earl 


(1) Per definizione, Se non é degenere e soddisfa alla relazione ("\s= To 6 . 
n 


n 
Questa matrice ( si dice poi caratteristica o pseudo-caratteristica per S, secondo che 
iH 
m ed m sono O non sono di caratteristica massima (mod. 2). 


(2) Cfr. la mia Nota dal titolo: Sul numero base reale delle varieta abeliane (Rend. 


Accad. Napoli, s. 3%, vol. 36 (1930)]. 
(3) Cfr. Cuerusino S., Sul problema della normalixzazione..... [« Atti Ist. Veneto », 


t. 88 (1928), p. Il], § 1. 
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Anzi, nel caso iperellittico “, si potrebbe partire dalla forma reale 


: I 
normalizzata wO%) = (-- F aye e_; + i| , €& =C6_,€ , T= T_; mentre 


uci Beets Ag ; 
la simmetria corrispondera all’antisostituzione S =(- | ak Si terrebbe 


cosi conto del carattere reale (Comessatti) di S, che coincide con la carat- 
teristica mod. 2 della matrice intiera ¢, e la riduzione avverrebbe a meno 
di (equivalenze, cioe di) trasformazioni birazionali. 

Ma siccome @) la matrice ¢ pud scambiarsi con qualsivoglia matrice 
(intiera) ad essa congrua mod. 2, verificante la condizione e¢ = ¢_, @, quel 
che solo interessa conoscere & la matrice t. Orbene, dimezzando i para- 
metri e trasformando i cicli con la matrice pseudo—caratteristica di S: 


Pe aleeeay 


slHoo 


e 7 resta invariata, mentre S si riduce di nuovo ad J,. Convien dunque ragio- 
mare su questa Q che ¢ pit: semplice e riferire 1 risultati conseguiti alla o™), 
ottenendo cosi, a meno di equivalenze (anziche di isomorfismi) gli aspetti 
canonici delle matrici di Riemann legate alle nostre superficie. 

Le forme alternate riemanniane di questa Q, trasformate in sé da I[,, 
per la 2* delle (4), sono necessariamente del tipo 


Kan O | b + Byy ee 
- ae i : =(" 1) 
e la matrice b, che puo supporsi addirittura intiera, dovra soddisfare, a 
norma della r* delle (4), alla relazione 


(6) ev-b_, =). te. 


Il problema del numero base reale é cosi ridotto a trovare il numero 
delle matrici intiere b, linearmente indipendenti, che soddisfanno a questa (6) 
con una 7 assegnata, il che ci portera anche a distinguere i tipi di matrici + 
corrispondenti a ciascun valore di pe. 


(1) CueruBino S., Sulla normalizzazione delle matrici di Riemann reali [«Ibidem», 


vol. 89 (1929)], n. 2. 
(2) Ibidem, n. 8.. 


(3) Il numero m é un intievo che si suol chiamare (un) divisore di Q. 
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3. Per una matrice iperellittica, la (6) si riduce alla relazione 
ae tater Diss * Tar = Hh (b:; * Tra + Dra : 1) 
che si discute distinguendo pit casi: 


@) Sia 2 = %21 = 0. Allora t,; € t2. sono entrambi non nulli e 
la (7) si scrive 


(8) "Bat ‘Tr = nby, e T22 


lasciando arbitrari gl’intieri b,, e b,,. Inoltre: 


non ¢€ razionale, & necessariamente J,, = b,, = 0, e la 


a’) se 
) Tir 


matrice b dipende linearmente dai soli parametri arbitrari b,, e d., 
quindi 9 = 2; 


T22 ‘fi 


Wh) ese a » con r,s intieri fra loro primi, detto p un 


Trt 

parametro intiero arbitrario, la (8) da b., = wr,b,, = ps, e D dipende 
linearmente dai 3 parametri arbitrari p.,d::,b.., quindi 6 = 3; 

Posi aboia, dnyece, t,./=— t,. =O, quindi 7, = t, 2.0. La C7 da 
subito b,. = nb;, e .b,,,b;,, 62; restano arbitrari. Dunque sos: 4 

¢) poniamo ora soltanto t,;=0 (oppure t,. =, il che val lo 
stesso) quindi ancora 7,,-=0. Nella (7) il 0,.: resta arbitrario, mentre 
dev’essere 


(9) (b.. — nb;:) Ti2 = nb» aGornte 
Allora: 


@ jose non ¢ razionale, sara b,, = b,, —nb;; = 0, quindi restano 


TVi2 
aeoitrariosoltanto. 0,7 CL02,.8 9 = 2 3 


T r Pliny, one 
— =—, con r ed 5 intieri primi fra loro, detto w un 
Tr. a) : 
parametro intiero arbitrario, la (9) da b,, = nb,; + wr, bs. = ws quindi Db 
dipende linearmente dai 3 parametri arbitrari b,,,),;., pe si ha p = 3; 


d) 1 tre numeri 7:3; ,722, 7:2 Siano tutti non nulli. Allora conviene 


G)- SE. is 


distinguere i seguenti sottocasi: 


: ear 7 : ; ; Tr 
d’) i 2 rapporti —* , — sono entrambi razionali. Posto = 
Ti2 Vor Ti2 
, 
r T r eT Oe ; : 
=—,#-—-=— con 7¢,9’,5 intieri primi fra loro, dicendo g il m.-c. d. 
5 Tor 5 


di r ed r’ e posto, come deve essere, nb;;—0,, = w~-q con yp. intiero, 
lamp ask Scrive 


(10) bn. +r —bdy,7'= w+ gs 
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equazione le cui soluzioni intiere si ottengono moltiplicando per p le solu- 
zioni intiere di rx —r’ y = qs. Detta (#8) una soluzione intiera fissa, ma 
arbitraria, di questa e detto v un altro parametro intiero arbitrario, risultera 
bo, = pa + vi", bi. = wb + vr mentre b,, = nbs; — wg © la matrice b di- 
pende, sempre linearmente, dai tre parametri arbitrari b,:,4,v. Dunque 9 = 3; 
Tiere 
ite 


d’’) uno solo dei due rapporti & razionale, ad es., SCO tas 


intieri primi fra loro. Scrivendo la (7) sotto la forma 


c 7 
Neg se = eee 
Vi2 12 


(a2) is 


si vede che & necessariamente b;, = 0, mentre si ha ub,;,—b..= pr ,b21 = Bs. 
Dunque sono arbitrari soltanto b,, e p, quindi O24 
d’’’) nessuno dei due rapporti & razionale, pero la relazione 


Tir T22 
~x+m-+-—-yY=X 
Tre Tr 


(13) 
& soddisfatta con x,y, intieri non tutti nulli. 


Dall’ ipotesi segue subito che ognuno dei 2 intieri x od y determina 
Valtro, quindi il terzo x, e che x ed y non possono che annullarsi contem- 
poraneamente (insieme a x) quindi che solo < puo esser nullo. 

Sia (r',7",7'”) la soluzione minima della (13), cioé quella soluzione 
in cui ¢’ (od 1’) abbia valore assoluto minimo. Si vede subito che ogni 
altra soluzione della (13) & necessariamente del tipo x= pr’, y= pr", <= pr”! 
con wp intiero arbitrario, sicch¢ r’,7” ed 1’ sono contemporaneamente i 
minimi valori assoluti di x, y e %. 

Dunque ¢-b., = pr, 0... = =-pr', b,, = nbyy— pr 
arbitrari. Percio p = 2. 

dv!) Se, infine, quei due rapporti, oltre ad essere entrambi non 
razionali, non soddisfano neppure alla (13) con x,y, intieri non tutti 
nulli, la (7) sara soddisfatta solo per b., = b,. = nb:; — b., = 0, sicche e 
arbitrario solo b,, e si ha p= 1. 

Riassumendo: 


wer 


COM bree 


Taare con Tis 
—* razionale, oppure quando — , — 


si ha p = 3, quando ¢ T1. = Tar = O Con 
22 Ti2 Vor 


sono entrambi razionali (0 nullt) ; 


si ha 9 = 2, quando .é t1, = 1 =O con non razionale, oppure quando 


Trt 
la (13) é risolubile in numeri intieri non tutti nulli, senza che i rapporti 
eR EPS hanson 
—“*e —* siano entramli razionali (0 nullt); 
Tra. Var 


si ha @ = 1, in ogni altro caso. 


Matematica (Analisi). — Sopra un’equazione a derivate par- 
ziali del quarto ordine. Nota“? di B. CoLomso, presentata dal 
Socio G. Fusint. 


1. In questa Nota considero un’equazione a derivate parziali del quarto 


ordine di tipo iperbolico nella funzione incognita x delle due variabili indi- 
pendenti x,y, e precisamente la 


eo) ro) } () 
(1) ( + as\lor; 


essendo A un numero reale diverso da 0,1, 00; le sue caratteristiche, che 
si distribuiscono in quattro sistemi distinti, sono le rette di coefhicienti an- 
POL O 1", Co’; Ki, 

Ponendomi dal punto di vista reale, tratto in grande per la (1) il pro- 
blema di Goursat relativo alle caratteristiche, secondo la denominazione che 
ho gia avuto occasione di introdurre®); esso consiste nel ricercarne gli 
eventuali integrali che su quattro segmenti di caratteristiche passanti per 
uno stesso punto assumono valori prefissati, naturalmente in modo com- 
patibile in tale punto). Dimostro che il problema ammette una ed una 
sola soluzione, cioé il relativo teorema di esistenza e di unicita“; € noto da 
trattazioni classiche come il risultato si estenda allora ad equazioni pit 
generali della (1). 

Mi sembra degno di rilievo lo studio dell’equazione funzionale a cui 
fondamentalmente si- perviene, perché le funzioni della successione che si 
introduce in conformita col metodo delle successive approssimazioni sono 
qui definite a loro volta mediante altre equazioni funzionali, e percio in 
modo diverso dal consueto; altrimenti il metodo non condurrebbe a risultato, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1932. 

(2) Cfr. B. Cotompo, Studio di problemi ai limiti... «Rendiconti R. Accademia dei 
Lincei», vol. XXXIII, 2° sem., p. 156. 

(3) Vale a dire in modo che, nel suo intorno di secondo ordine, possano effettiva- 
mente riferirsi ad una funzione z(x,¥y). Si sottintende sempre che le funzioni di cui si 
tratta siano limitate e possiedano tutte le derivate che occorre considerare, pure limitate. 

(4) Lo studio per la (1) di un altro caso particolare del problema di Goursat si trova 
in O. SyésTRAND, Sur le probléme de M. Goursat, These (Gothembourg, 1929), cap. III; 
esso perd, oltre a non riguardare il problema di Goursat relativo alle caratteristiche, é 
fatto soltanto dal punto di vista analitico. 
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2. Ritengo, solo per semplicita, che il punto di concorso delle quattro 
caratteristiche considerate sia l’origine O del sistema di coordinate carte- 
siane ortogonali x,y, ed inoltre che i loro segmenti coi dati iniziali siano 
quelli interni all’esagono E di parametro + (numero positivo arbitrario), se- 
condo la denominazione che ho gia ayuto occasione di introdurre “), cioé 
all’esagono avente i lati sulle sei caratteristiche x =1, y=7, Y—X=T, 
X=—T, YS —T,Y—xX = —T. 

Senza menomare la generalita del problema, & lecito convenire per il 
seguito che sia senz’altro o< A< 1, perché a questo caso ci si puO sempre 
ricondurre con un opportuno cambiamento di variabili, ad es. ponendo x = 7, 
y=§& ovvero x = yn, y= —&, secondoché & A>>1 ovvero A< 0; infatti A 


(2), e precisamente le caratteristiche di 


; coat : 
si muta allora in — ovvero in 
N i ON 


Brio : 3 ; Sic I 
coeficiente angolare A si mutano in quelle di coefficiente angolare a Oe 


I , : Soe , 
vero 2? mentre non si alterano complessivamente le caratteristiche di 


coefficienti angolari 0, 1, co, ne Porigine O e l’esagono E di parametro 7. 

Inoltre, sempre senza menomare la generalita del problema, é lecito 
conyenire per il seguito che i valori prefissati per z sui due assi siano 
senz’altro nulli, perche a questo caso ci si pud sempre ricondurre con un 
opportuno cambiamento di funzione, ad es. ponendo y=C+u, ove we 
Oo? UL 
ox oy 


il classico integrale di = 0 che sui due assi assume i valori prefis- 


Sati per z. 

Indicando poi con ®(x) e W(x) le funzioni alle quali deve ridursi 
Vintegrale x(x, y) per y= Ax e rispettivamente per y= x, Si riconosce 
che esse devono ritenersi definite nell’intervallo I da —t a +7 e che, 
per la compatibilita in O dei dati iniziali, devono verificare le 


(2) @(0)=@(0)=0 , ¥(0)=¥O)=0 , (0) =A¥"(0). 


Infine, circa le funzioni arbitrarie @,¥,9,6 di una sola variabile che 
figurano nell’integrale generale 


(3) a(x ,y) = e(y —Ax) + O(y— x) + P(®) +.6()) 


della (1), si pud supporre per il seguito, senza menomare la generalita di 
x, che esse verifichino le 


(4) PO)=PO)=9"O)=0 , ¥O)=¥O)=o , e(0)=0, 


(1) Cfr. la mia Nota dianzi citata. 

(2) Pit in generale é facile riconoscere che, con opportuni cambiamenti di variabili, 
A si pud mutare proprio come il valore di un birapporto colle permutazioni dei suoi 
quattro elementi. 
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come si stabilisce semplicemente in grazia alla forma del secondo membro 


della (3). 


3. Precisate cosi le ipotesi, passo a trattare il problema. 
Imponendo dapprima all’integrale (3) di assumere i valori_prefissati 
sugli assi, si traggono le 


G)  e&)=—e(—%)—-¥(— x) , o(x) = — 9%) — 4G), 


che devono valere per x variabile nell’intervallo I, nel quale definiscono 
p eo mediante g e wb. 

Imponendo poi all’integrale (3) di assumere i valori prefissati sulle 
altre due caratteristiche, e tenendo conto senz’altro delle (5), si traggono le 


(x) + pC— ax) — [C1 —A)x] = — bx) —$(— x) — F) 
YQ) + ¥(—%)— 40 —2)] = — 9x) —9(—) 8 9), 
che devono pure valere in I e che costituiscono wm sistema di due equazioni 
funzionali inopew. 
Allo scopo di eliminare la ) dal sistema (6), si sommi Ja seconda 


delle (6) coll’equazione che si ottiene da essa sostituendo x con — x, e 
si tenga anche conto della prima delle (6); si ricava allora la 


(7) p(y + pA?) + e[(1 —A)?x] — 29x) — 29[—AGE — A) x] — 
—2[(1 —A)x] =®(x) + ®(— x) — F(x) — PF (— ax) + V(r —aA)x], 


(6) 


che deve sempre valere in I e che @ un’equazione funzionale in 9. 
Per studiare la (7) e poi il sistema (6), richiamo a questo punto un 
risultato che rientra in altri molto piu generali da me gia stabiliti “: 
Tanto l’equazione funzionale 


(8) (x) — eax) — g[(1 —A)x] = F(x) 
quanto |’equazione funzionale 
(8") (x) + o(— ax) — e[G —A)x] = FQ), 


essendo ancora A un numero compreso fra 0 ed 1 (estremi esclusi), @ la 
funzione incognita, ed F una funzione definita nell’intervallo I e soddisfa- 
cente quivi alla 


(9) |F(@)| =M |x|" 


(1) Cfr. B. CotomBo, Su una classe di equazioni... « Bollettino dell’ Unione Mat. Ita- 


liana», aprile 1929. 


per un numero M positivo e per r=2, ammette una soluzione 9 defi- 
nita in I e tale che risulta in esso |p(x)| ee -|x|", e am- 
I— A’ —(1—A)! 


mette soltanto quella sotto la condizione che, per un numero L positivo, 
valga appunto la 


(10) lp(x)| =L |x|". 


Cid discende dal fatto che ¢ 4” + (1 —A)’ <I € positivo. 
Considero ora l’equazione funzionale ausiliaria 


(11) p(x) + 92x) + [4 — Ax] — 29x) + 29[AG —a)x] — 
— 29[(1 —A)x] = F(X), 


sempre nelle ipotesi fatte dianzi; posto 


(12) (x) — e@x) — e[(t —A)x] = 9), 

la (11) diviene la 

(13) (x) — pax) — o[(1 —A)x] = F(x). 

Questa, essendo del tipo (8), ammette una soluzione © definita in I e tale 


che é in esso |p(x)| = : |x|"; allora la (12), che risulta 


ey ea CS Ws 
sempre del tipo (8), ammette una soluzione @ definitiva in I e tale che 
é in esso |p(x)| Pr eee siffatta @ & una soluzione 


della (11), ed ¢ Punica sotto la condizione (10). 
La (7), ove si indichi ora con F(x) il suo secondo membro e si 
chiami H(¢) il primo membro della (11), si puo scrivere nella forma 


(7) SH) — 29[M td) ale 20 Ata pas 
e la (9) & soddisfatta per r = 3, perché, in grazia alle (2), si ha 


E(G)-==F (0) ==. (G) cea, 


Si riesce a trattare la (7*) col metodo delle successive approssimazioni 
nel modo seguente: 
Si pongono le 


(4) H@)=F) , H@+.) =29[A(r—a)a] + 291-21 —a)a] 


(@ =0,1,2,++), 


Nae ad wna 


ie Vis 


che risultano delle equazioni funzionali del tipo (11) ed ammettono percid 
delle soluzioni g definite in I e tali da verificare quivi le 


eye M PAGS a vale ot 
G) 2@Ol=—p=y— ayn eo es 
M ; i 
Be Se eee —)! |x|3 (i =0,1,2,---). 


co 
Siccome ¢ rae —)) <1 e positivo, la serie §} 9:(x) converge total- 


t1=0 
mente in I; la sua somma (x) é una soluzione di (7*), come si stabi- 
lisce calcolando il limite per 1— co della 


n+1I n 


(16) H S o()| —2 Yer —Y]—2 Yol—20 DJ =F) 


Pi—{9) i= 


deducibile dalle prime 7+ 2 delle (14), ed e tale per le (15) che 
e 
M 
Ga) — 4k Dd) 
condizione (10) per r =3, effettivamente imposta dalla prima delle (4), 


é Ll unica soluzione di (7*), come si trae dalla circostanza che una 
siffatta soluzione della (7*) resa omogenea non supera in modulo 


inl; essa pot, ssotto-da 


in I risulta |p(x)| =7 


dc ee ACI — »{ |x|3, qualunque sia i, ed & percio identicamente nulla. 


Discussa cosi la (7), si pud discutere il sistema (6). Sostituendo la 9 
dianzi individuata nella seconda delle (6), il suo secondo membro risulta 
definito in I, ove soddisfa, in virth della prima delle (2), ad una condi- 
zione analoga alla (9) per r = 2, € si ottiene cosi un’equazione funzionale in 
) del tipo (8*); questa, sotto la condizione analoga alla (10) per r= 2, 
effettivamente imposta dalla seconda delle (4), ammette allora in I una ed 
una sola soluzione W. Siffatta ), insieme colla @ precedente, verifica anche 
la prima delle (6), perché il suo primo membro ed il suo secondo membro, 
per il modo con cui é stata ottenuta la (7), sono soluzioni di una stessa 
equazione funzionale del tipo (8*), sotto una condizione analoga alla (10) 
per r = 2, e percid risultano identici™. 


(1) Se tra le (6) si elimina ¢ si ottiene un’equazione funzionale in del tipo (7). 
Tale circostanza, indipendentemente dal ragionamento fatto nel testo, non permette pero 
di esaurire la discussione del sistema (6), perché, dovendo la y verificare una condizione 
analoga alla (10) solo per r =2, l’equazione funzionale in discorso ammette infinite so- 
luzioni, ed inoltre non appare senz’altro che una almeno di questa soddisfaccia, colla @ 
individuata mediante la (7), al sistema (6); in altri termini la (7) ¢€ Vequazione analoga 
in } non costituiscono un sistema del tutto equivalente al sistema (6). 
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Riassumendo, le funzioni 9,¥,,6 cercate esistono e sono uniche e 
risultano definite in I); esiste allora ed é unico l’integrale z cercato e 
risulta definito all’ interno dell’esagono E di parametro t+, come appare ma- 
nifesto dalla (3) . 

Togliendo, com’é lecito, la limitazione che A sia compresa fra O ed I 
(estremi esclusi), e che i dati iniziali sugli assi siano nulli, si perviene in 
conclusione al seguente 

Teorema. — Il problema di Goursat relativo alle caratteristiche, posto per 
la (1) in grande e¢ dal punto di vista reale, ammette una ed una sola soluzione, 
vale a dire esiste uno ed wn solo integrale della (1) il quale suit quatiro seg- 
menti di caralteristiche passanti per O ed interni ad E assuma valori comunque 
prefissati (in modo compatibile in O) e risulta definito proprio in tutto T in- 
terno di E, 


Matematica. — La transformation de Ribaucour et la représen- 
tation sphérique. - Ill.. Les systémes cycliques de Ribaucour. Nota di 
Hans HaMBurGer, presentata® dal Socio F. Enriques “. 


21. La théorie des systémes cycliques de Ribaucour offre d’autres ap- 
plications de la transformation de Ribaucour. En s’appuyant sur une 
deduction de Bianchi‘), on peut démontrer que tous les systémes cycliques 
qui sont normaux a une surface donnée # (u,v) se determinent par la 
formule 
(18) e(u,v;t)=(x,yt+ink, 


c¢ étant une constantear bitraire, f un paramétre variable, 2 le vecteur normal 
de a, y une surface quelconque paralléle 4 a#. En donnant 4 u,v une va- 
leur fixe et en faisant varier t, on obtient tous les cercles du systéme 
cyclique; réciproquement on obtient toutes les surfaces normales au systéme 
cyclique, si l’on donne une valeur fixe au paramétre / et si l’on fait varier 
WECIOUs. 


(1) Un po’ laboriosa, ma concettualmente semplice, é la dimostrazione che esse pos- 
siedono tutte le derivate richieste dal problema. 

(2) Il campo in cui risulta definito ogni integrale z della (1) dipende dagli inter- 
valli nei quali sono definiti 9,~,o,9, ed in generale é il campo comune a quattro 
striscie delimitate da coppie di caratteristiche dei quattro diversi sistemi, e percid quello 
interno ad un poligono avente i lati, in numero di otto al piu, su tali caratteristiche. 

(3) Nella seduta del 3 giugno 1932. 

(4) Voir les Notes I et If «Rendiconti R. Accad. Lincei» vol. XV, serie 69, p. 936 
et vol. XVI, p. 200. Dans ce qui suit, nous faisons usage des définitions et des abrévia- 
tions symboliques introduites dans les Notes I et II, et nous citerons les numéros des 
formules et des § des Notes I et II. 

(5) Brancut, Lezioni di geometria differenziale, 3* edizione, vol. II, (1923), pp. 228-230. 


22. Speécialisons Ja formule (18) et posons 
| x(n ,vst Sa OO, — 8 Fe (a0 
(19) | ( ) t Ja (t%9%) 
| = H— 2 (px) (p—tin)—' 


en conservant les notations du § 11, Note IL. 
On a alors le systeme cyclique normal a la fois 4 la surface a (u,v) 
et au plan z. Ensuite on demontre sans difficulté que pour une valeur fixe 


de ¢ différente de + 1 la surface w(u,u;#) se déduit de a (u,vya Vaide 
d’une «inversion par directions réciproques » “), qu’on nomme aussi « in- 


version de Laguerre», tandis que pour = + 1 la surface a coincide avec 
le plan x (v. la Nota II loc. cit. spécialement les équations (6) du § 11 
et (10) du § 13). En outre on reconnait immédiatement que |’équation (19) 
contient l’inversion de Laguerre la plus générale. Un calcul facile permet du 
reste de déduire de (19) presque toutes les propriétés connues de l’inver- 
sion de Laguerre. Mais nous passerons sur ce point. 


23. En transformant par une inversion ordinaire le plan ~ dans une 
sphere o on obtient les systemes cycliques normaux 4 la sphére o. En méme 
temps, on transforme la configuration d’une inversion de Laguerre dans 
une inversion de Lie). Soit r le rayon de la sphére o qui a son centre a 
Yorigine du systtme de coordonnées; si l’on pose 


( a a2 ) — eo 
\ x(u,v;t) ={e,a—Irn}., ; pe CS es a 
Goie4 2 


| = # — (mm? — 1?) (# — Irn)? 


le systeme cyclique x (u,v;t) est normal a la surface a (u,v) et a-la 
sphere o.ifn outre, pour t== 2-1 on aldes surfaces @ (u,v st) déduites 


de a (u,v) par une inversion de Lie, tandis que pour t == + 1 la surface @ coin- 
cide avec la sphére o. 


24. Pour une transformation de Ribaucour quelconque 
(21) =i} i, hc 


les surfaces a@ (u,v) et a#(w,v) apparaissent comme les deux nappes de 
Venveloppe d’une congruence de sphéres. Si l’on soumet cette configuration 


(1) Lacugrre, Sur la transformation par directions réciproques, « Ocuvres », vol. Il, 
Paris (1915), pp. 604-607; v. aussi DarBoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, 
vol. 1, 2ime édit., Paris (1913), pp. 304-313. 

(2) V. p. ex. W. BrascHKE: Vorlesungen itber Differentialgeometrie, vol. I; Dif- 
ferentialgeometrie der Kreise und Kugeln par G. Tuomsen, Berlin (1929), pp. 230-232. 
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géométrique 4 une inversion de Laguerre ou de Lie, on est amené a une 
configuration analogue, c’est 4 dire 4 une nouvelle congruence de spheres, 
dont les deux nape d’enveloppe sont pnSHaEES par les surfaces a’ (w , v) 


et ae’ (ul 0), Ma et a étant déduites de a et de @ par une inversion simul- 


tan¢e de Laguerre ou de Lie. Donc, les deux surfaces a’ (w , v) et x (u,v) 
sont de nouveau lies entre elles par une transformation de Ribaucour. 
Pour déterminer analytiquement celle-ci, on fait usage du théortme de 
permutabilité 4 du § 8, I. Etudions en premier lieu l’inversion de Laguerre 
et posons selon |’equation (19) 


a’ aA {x%,p —in | pa (eve) 
Y= y¥y,p—m | py (wo %0)> 


— 


a! = {a , p — 10 \ pe (u.0.) » 


aw étant la surface définie par l’équation (21) et a étant le vecteur normal 


de #, on a alors 


avec 
(PH (tloVo)) (M (toVo) Y (to Vo) 
(p — tm (tho Vo))? 


CG 2356 45 21 


Etudions en second lieu inversion de Lie et posons selon l’équation (20) 


2 eae 
De =O 0 —— AO ; pgs eas 1 


oe 


= |, —itrn}> ; Pathe So amie 


g) 


“= 


On trouve alors 
oe = { on! ; { Yu — trn \o law 
ot. Pon a 
” == WH (UoVo) Y (to V0) —C, 


5 oe = — irr (toV =H 


_ Matematica (Geometria). — Courbures projectives d’une courbe 
dans lespace projectif P,_, (n= 3). Nota“ di V. Hravary, 
presentata dal Corrisp. G. Fusini. 


Etant donnée une courbe générale @ xy = xu (1) (w= 1,+-+,n) dans 
espace projectif P,,, les coethcients a,,+++, da, qui interviennent dans 
le systeme 


is i 
%,(F) a OG <0 (a = 1) 
nous permettent a construire le systeme complet des invariants I,,---,In, 
independants du choix spécial du facteur p (#) dans (1, 3). Nous en avons 
méme construit dans II un invariant L, dont nous avons mentionné déja 
la signification géométrique. 

Dans la Note presente, nous voulons poursuivre nos recherches en 
introduisant la notion de l’arc projectif et des courbures projectives de la 
courbe en question (tout d’abord pour n’importe quel m pair, puis pour 
impair). Excluons avant tout le cas particulier des courbes appartennant 
a un systeme nul (et méme les points particuliers d’une courbe ot L = 0). 
Parce que lequation II (10) (qui caractérise les courbes maintenant 
exclues) est aussi invariante par rapport au changement du paramétre 


t=1Q =1()) 


on doit avoir 
(1) J(a)=J@G, 


G étant un facteur 4 déterminer et ‘a les coefficients de l’equation 


Des re aie Oe aN TEA ME Wer Ter 
Be ieee) eee gy 


dans laquelle on a pose 
re te Gs) eae Oe ig 


(1) Pervenuta allAccademia l’11 luglio 1932. 

(2) Voir Invariants projectifs différentiels d’une courbe dans Vespace projectif Pn—x, 
citée dans la suite simplement par I ainsi que Encore sur les invariants projectifs différentiels 
dune courbe dans Vespace projectif Pn—1, citée par IL. (Toutes les deux Notes dans 
« Rendiconti Acc. Lincei»; Vol. XVI, fasc. 3-4, pag. 109; fasc. 5-6, pag. 206). Quant a 
la terminologie, voir I, II. 
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Un calcul facile nous montre que 


TLS ee eee CO 
a rele ae Delete) 


d’ot 
d't\S+«dN'a, — da, Nf Ae 
F) aD oe One peas) 


a 
Ici les membres omis ne contiennent plus — + II s’ensuit en raison 


de IT (9) et (1) pat 
c-(2) 
d't 


(d'DN +? J Ca) = i)S*7J @) 


est non seulement invariant par rapport au changement 
du facteur mais en méme temps aussi par rapport au 
changement du parameétre #. Parce que nous ne traitons maintenant 
que les courbes qui n’appartiennent pas a un systtme nul, on a 


(dt\8+* J (a) = D8 +13 (a) = GN **L GO) = @)Nt*L (1) =-0 


et par consequent 


et par conséquent nous pouvons choisir le paramétre ‘¢ de maniére que 
résulte L (‘T) = 1. En désignant ce paramétre par s on a done dans ce cas 


N-4+1 

(2) s=f VL) at + const. Ne ea 

Si l’on prend la valeur arithmétique ‘:) de la racine dans (2), la differen- 
tielle ds est completement deéfinie et dans ce cas nous dirons que s est 
«Varc projectif» de la courbe en question. (Pour 1 pair). 

Imaginons maintenant que l’on ait choisi a priori l’arc projectif comme 
parametre de la courbe et désignons par k,,--+,k, —. les invariants cor- 
respondants. ‘I, ,-++,’In. Le cas échéant on a 


Elyse 


ky = Tego ee hes =e 


Ces equations nous permettent d’énoncer le théoreme suivant, valable 
pour n'importe quel 1 (> 2) pair: 


(1) Cest-a-dire si on prend la racine qui figure dans (2) en employant l’equation 


Note 
Vrs. 


TuHeoreme II. — Les invariants projectifs ky ,+*+,k,—., adits courbures 
projectives de la courbe en. question, exprimés en fonction de Tare projectif 
déterminent complétement\) wne courbe dans P, 1 qui n’appartient pas & un 
systeme nul et dont le point mobile a pour coordonées homogénes xu Pintégrale 


générale du systeme 
n . 
n dix 
(3) 3.(7 a Ge =o, (Ag 1) 
5 
Si Ton change la fonction arbitraire a, en *a, d’apres : 


(4) “a: =a: + f(s), 


nt L nik ne changent pas, mais Pintégrale x. change en *x, d’aprés 


(5) 8, = Xz pl fO* ponee: (u =I es 1) ri 


Pour demontrer ce théoréme, il sufit de tenir compte des faits déja 
constates ainsi que du théoreme I (Dans II). La plus haute dérivée qui 
intervient dans L est manifestement la N-ieme derivee (de az). Mais pour 
calculer a,, il nous faut de ]a n-ieme dérivée (de x) et par conséquent 
nous pouvons dire que l’arc projectif est «d’ordre» N +n =(7] (par 
rapport a mimporte quel parametre général /). D’autre part, dans l’expres- 
sion analytique des courbures n’interviennent 4 cdté des coefficients a que 
les premitres dérivées de ces coefficients (par rapport a s), lesquelles sont 


n>+n 
2 


d@ordre 7 +1 par rapport a s et par conséquent d’ordre par rap- 


: A od nm +n 
port 4 ¢. Les courbures projectives sont donc d’ordre — > Par rapport 


4 mimporte quel paramétre général t, si m est pair. Nous avons 4 peine 
besoin d’accentuer l’invariance des courbures projectives par rapport aux 
transformations homographiques générales (aux coefficients constants) de 


Fespace Pe; ; 


2. Si m= 4 on retombe au cas des courbes dans l’espace projectif a 
trois dimensions °), Dans ce cas on a 


L=4(0—21,)=—4(@ + 64,4, — 3 4, + 24,— 64,4, + 44) 
et 


he gM ola hileag ie as Op 


(1) Plus. précisément: Complétement a moins des transformations homographiques géné- 
rales aux coefficients constants. 
(2) Voir la remarque (1) dans I. Pour les I,, 1; voir aussi IL. 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 21 
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Si: n = 2 nous n’avons 4 notre disposition que Vinvariant I, et l’in- 
‘terprétation géométrique ordinaire n’a pas lieu. Mais d’autre part, si Yon 
désigne par y la coordonnée non homogéne y = x;/x2 on parvient a 


expression bien connue 


invariante par rapport aux transformations Eeaeiies (générales) de y. 
Un calcul facile nous montre 


Be oe 


3. Envisageons. maintenant le cas jusqu’alors exclu du  (& 3) impair. 
Le cas échéant la corrélation employée plus haut pour la construction du 
systéme nul est nécessairement dégénérée, car le déterminant des coefh- 
cients c;; est égal 4 zéro. C’est par cette raison que nous suppléons a la 
notion du systéme nul une autre, a savoir celle de ’hyperquadrique générale 


bi = Bi > «{ggl=Fo. 


En employant | une tea analogue 4 celle, dont nous nous sommes 
servis plus . haut, nous trouvons que la condition nécessaire pour qu’une 
courbe générale soit situce sur une hyperquadrique gentrale est 


d2a —(n 
©) —= M — ONS fh see = —_— 
; dt2 an Q 2 — 
Q 
* Ti M est un invariant isobare du poids er ou as: ne figure 


qu "une Bs oe Pobtient en. “calculant, les symboles homogeénes 


ae kg Xe dv Xj 
(4,2?) = Di DE mee an 


des équations 
d” g | [nn n(n + 1) 
= 0 8) = Saale —— —— ee 
8 ete (w aN 2 | 2 ? p 2) 


moyennant (0 ,”— 1) et en substituants les symboles ainsi calculés dans 
le premier membre de l’équation 
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La transformation du paramétre 


R=), t= 462) 


nous montre que 


(@')2+* MT) = (at)2+ M (1) Q=(3)-:. 


D’autre part, s'il s’agit d’une courbe qui n’est pas située sur une hyper- 
quadrique on a M ==0 et par consequent nous pouvons choisir le paramétre ’/ 
de mani¢re que M(‘I) = 1. En désignant ce paramétre par s on a donc 


Ap FAT) anyrconw. (o=(")—1). 


2 


Si Pon prend Ja valeur arithmétique de la racine qui figure dans cette 
equation, la differentielle ds résulte complétement définie. Dans ce cas nous 
dirons que s est l’arc projectif de la courbe en question (qui n’est pas 
situee sur une hyperquadrique). Comme dans le premier cas, nous intro- 
duirons méme ici les courbures projectives, c’ést-a-dire les invariants 
‘I,,-+--,‘I, exprimés en fonction de l’are projectif, ainsi que nous ayons 


M(‘T) =1 
ky = Pe al say, 


d’ot' le théoréme suivant valable pour n’importe quel » (= 3) impair: 


THEOREME III. — Les courbures projectives ky ,-++,k,— 2, exprimées en fonc- 
tion de V'arc projectif, déterminent complétement'» une courbe dans P, — , qui n’est 
pas située sur une hyperquadrique et dont le point mobile a pour coordonnée homo- 
genes Xu Vintégrale générale du systéme (3). Si lon change la fonction arbi- 
traire ad, en “a, daprés (4), ni M ni k ne changent pas, mais l’intégrale xu 
change en *Xy d’aprés (5). La démonstration de ce théoréme est la méme 
que dans le cas précédent. 

Si m = 3 on retombe au cas d’une courbe dans le plan projectif. Le 
cas échéant on trouve 


M= 6(— 21,) = — 6 @/+4+ 64,4,—3 a,4+ 2a, —6a,a,+ 44°), 
ainsi qu’une cOnique est complétement “) déterminée par 
O60; 0,—30,-24,— 64,0,+40=0, 


(@) oer cit: 


Pte 


tandis que toute courbe qui n’est pas une cOnique est caractériste par la 
courbure projective 


k(s) ='l, ='a, — ‘ai + 2’a,'a — 3d: 'd, + 2'@2 ©) 
‘a dS) 


sont les fonctions de l’arc projectif 


3 
s={V—6@ + bad — 34,4 2a; — 6a,a, + 44°) dt + const. 


Il est intéressant 4 remarquer que la méme condition I; =I, carac- 
térise des céniques (dans P,) ainsi que des courbes qui appartiennent a un 
systeme nul (dans P,). 

Comme dans le cas précédent, on constate ici que l’arc projectif est 


n ; ye 
d@ordre Q+ n= ( i + — 1 et par conséquent les courbures projectives 


: 1+ 1 ; : : 
sont d’ordre Q+n+n= AU + n— 1. Or, Vordre de l’are projec- 


tif et des courbures projectives est en général plus grand pour m impair 
que pour 7 pair. 


(1) Dans le livre francais, cité sub (1) dans I, par MM. Fusrni et Cecu, La cour- 
bure projective des courbes planes correspond a lVinvariant Ip. 


Matematica (Analisi). — Sopra un problema al contorno per 
un equazione differenziale non lineare alle derivate parziali di quarto 
ordine con le caratteristiche reali doppie“. Nota di D. MANGERON, 
presentata dal Corrisp. G. Scorza. 


In un lavoro che mi ha suggerito il prof. M. Picone ho trattato il 
problema degli autovalori per l’equazione 


o? I o? Ub 
(1) ey (TGS) SAG) =D, 
e vi ho conseguito la dimostrazione dell’esistenza di una successione illimi- 
tata di costanti Ay (lo spettro) e di un corrispondente sistema completo di 
autofunzioni wu, (x,y), soddisfacenti all’equazione omogenea associata alla (1) 
ed alla condizione di annullarsi sul contorno del dominio R, formato dalle 
coppie di caratteristiche reali doppie: 


(seg, v= 0) e (CRS Rae 


8(x,y),A(x,y) e f(x,y) essendo funzioni continue, la prima positiva ed 
ammettente in R le derivate parziali e totali prime continue. Mi propongo 
nella presente Nota la ricerca di una superficie integrale passante per FR 
— frontiera del dominio R - col metodo delle approssimazioni successive 
di E. Picard per l’equazione 


Om = Ou ou o? u O3 Ub O31 
(2) x2 Ox? oy? x DEE 2) ex > oy p) Ox oy >) Ox2 oy > Ox dy? 3 


essendo reali le variabili e le funzioni che intervengono nella (2). 

La funzione f(x,y,u,v,w,---) di otto argomenti € continua e 
definita in un campo C contenente il dominio R. Si pud supporre eviden- 
temente a = b= 0. Mi varrd del seguente lemma stabilito nel lavoro gia 


citato: 
Lemma. - L’integrale u(x, y) dell’equazione 


o4 ub 
Ox? oy? 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Calcolo della R. Universita di Napoli. 
(2) Pervenuta all’ Accademia il 23 agosto 1932. 


— (x »y) =a 
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essendo (x,y) continua in R, nullo su FR, & unico ed é dato dalla formula 


7. 


u(x, d= | [GO ,158,M eG .1 db dy 
dove ‘ 

a o = (c—x)(d—y) &% per E=i xX y= 
Len =(c—x)ye(d—n) oper FSX, ney 
=x(d@—y)(@—8)n per ESx,n<y 
oS ORC) aan) oe Pel oie aad, 


tere 


¢ 
1 


e soddisfa, insieme con le sue derivate parziali alle seguenti formule di mag- 
gtorazione in R 


. M ou M Ou M 
Co ag hw Dies ee le ee hy es 8 Zope, 
l“@ lz Cage ae tee ay (= ee 
G3) o? ul M.: | 93 u4 M ou | M 
<—cd > => d > —— C, 
ax dy | Ox? dy 2 ax dy? |= 2 


essendo M il limite superiore di |p(x,y)| im R. 
Il metodo da seguire per il problema proposto é oramai classico. 
Partiamo da una funzione arbitraria uo(x,y), nulla su FR, soddisfa- 
cente alle condizioni di continuita in R insieme con le sue derivate parziali 
fino a quelle di terz’ordine. Determiniamo una successione di funzioni 
U(X, Y),U2(X,9),+°+5Un(x,y),-+°*,. integrando una dopo Valtra le 
equazioni 


OF iy * Oly OU oe 03 Uo 03 tho 
a xX u 
( ) Ox? dy? ) >) Oe A ? oy > ox oy > Ox2 oy ? Ox Oy2 
4 
et Un eee OUn—1 Un—1 OP Un—1 83 ny OF Un—y 
Ox? Oye" NV, Un—1 5 ax? oy ? Ox oy ’ Ox? dy > Ox oy? ar, 


tenendo conto delle rispettive condizioni al contorno e cioé u, = 0 su FR 
per 7 1, in modo che i secondi membri delle (4) diventano successiva- 
mente le anion note di x, y. Occupiamoci della convergenza di questa 
successione. Consideriamo le serie 


Uy + (Wy — Uo) Heer + (Un —Un—1) + +>, 


Oo Ou Oe ) a a OUn On —1 
Ox ox Ox Ox ox 


e le altre quattro analoghe coi termini generali 


. 


( oun pei CU gis 0? Un @? Un —y 33 Un 03 Uy — 03 Un 23 Un—1 
oy oy }?\ ax dy ax dy J?\ax2dy Ox? Oy * lax dye Ox ay? J” 


Per ottenere i limiti superiori di questi termini generali serviamoci delle 


formule (3) applicate alla 


ot (un eee S| : > ver 

Ox? dy? ar fF »>VyUn—1 °° ) =f (x > Ny Un—25 °° <); 
facendo inoltre una nuova ipotesi e cioe supponendo che la f(x,y,u, +++) 
soddisfi in C alla condizione di Lipschitz: 


( ) f Ou Ou Oo? us 3 uf 03 U 
86 N a Rh ee SS 8g SS eee SS 
5 od 90 Be 2 By "On. dy *Y Ox? Oy 2 Ox dy? +a 
4,7 944” Ao at 93 4)! A3 aj! 
cu cu c7 u C3 U OU fs 
—fix,v,u aa Calu—-uwl|+ 2 
f( bd y ? ? ax 3} Oy 5) ex oy ae Ox? oy ? ex == < | 1 J | +r 
8 ou eu’ eu ou o? ub o? 4! 
F ox ox oy Oy Ox oy Ox oy 
3 Ut 3 uy’ O84 ya, oat . 
: crt 
+ ox? oy Ox? oy ox oy? ox oy? 


con a,8,7,8,¢,% costanti positive. Dalle 


9 oes 
ye Va 


Jy-2 OD 
ox oy? 


se si pone che il modulo del secondo membro di questa é inferiore ad un 
numero positivo N, si deduce 


N°. oF Ou, OU, N de Ou, Os a: N ve 
Us mele Us | <a 64 C 5) ax ex | I 6 b) oy oy I 6 d 
j 93 9 
2 UL, 3? ty Na Ot, 3 Uy | N Bu, Buy oe 
ox oy ax oy 4 > | axe Oy = ex? dy | p) Ox oy? Ox dy? 


4 (u, — U3) 
Ox2 oy? 


= f (O53 tas e+) — fs brett) 


segue, tenendo conto della (5), 


c? d? d?¢ dc ca d a Ge 
nama <(a Ze 4a +y re FoR top txg)N 64 > 
i od? dc GO fo a ob finde, ece. 
8x. Ox <(e +05 eG a ae sent 16 


las 308 a 
‘Si arriva cosi successivamente alle 


¢\"—2 2 d2 


2 2 
| tn— tal < (ae ee eee = + yee re ee eee =| N 64 3 


Min Obes c? d? d?¢ dc? ca ad cy d?¢ : 

Meat os < (age tBoe tye +85 eo 4x5) paey ere 
Dunque se 

6 Sas d? ae $5 ree as, 

(6) Barer Pte = oy fae af 5 


le serie considerate sono assolutamente ed uniformemente convergenti, cosi 
che la un(x,y) tendera uniformemente in R verso una funzione u(x, y) 


: . 4. Ou et: 
che ammette le derivate parziali pia? ? > verso Je quali ivi convergono 
me 


‘ ou sei 
uniformemente oa ,-°+ + La continuita delle 


On 


ree aoe implica quella di 


-——,++++ Le deduzioni fatte permettono l’asserzione che u(x, y) € I’ inte- 
ox 
grale della (2) soddisfacente alle condizioni al contorno prescritte. Data 
Pequazione 


ot Un He Opty Og yO? Uy Op ae OF gee 

eee fl ee = 

ax? by? 2) 2 titi a 2 oe > s Byia.  ea Onl axe Oy allan ONE 
si ha 


Un E)=ffEod Cyn) FB ns as Ea 


xd 


—+|| (x— &) (d—yv) fC, Ns; Un—1,+**)d& dn — 
ey 


<5 | J -DO— WIG tytn edn + 


oo 


+3 [| ¢—90—viGe roe) tae ge 


essendo x,y sostituite con €,y nella u,_, e nelle sue derivate parziali che 
intervengono in f(§,%, 1, +++). In virth della condizione di Lipschitz 
e della convergenza uniforme di w,,+++, la funzione f(&,7, ws—:, +++) 
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che comparisce sotto ogni segno integrale converge uniformemente in tutto 
R verso la f(€,y,u,+++) e si ha 


ney = [ CNC in Caeera re 


—+ |) @- 2) (d—n) f(E,yn, 4, +++) db dn— 


ae 


[[ ©-DO— DIE nH.) dda + 


dv 


oO 


x 
C 


er Ife 90—a16. Ny, ut ,>++)dbdn, 


essendo, come precedentemente, gli argomenti della funzione wu e delle sue 
derivate che entrano in f(,,u,---),&,- Cio permette di mettere in 
evidenza l’esistenza di una derivata.seconda totale della u(x, y) uguale a 
f(x,y,u(x,y), +++) e quindi, la funzione u(x, y), costruita nel modo 
indicato, soddisfa alle condizioni del problema. Si conclude facilmente col 
seguente 


Trorema: L’equazione (2), se f(x,y,u, +++) é continua e lipschitziana 
in C e se é soddisfatta la condizione (6), ammette wno ed un solo integrale 
u(x,y), nullo su FR, definito in R™. 

Le considerazioni fatte, sempre con la restrizione riguardante le dimen- 
sioni del dominio R, si possono estendere per un dominio limitato dalle 
due coppie di caratteristiche reali doppie non pit rettilinee per l’equazione 


4 


; ou 
(7) pa dig te > LB er ecoipceirs a= =ffe.ys4, gee), 


dove i coefficienti a;,,—;(x,y) soddisfano a certe condizioni di continuita 
e la funzione f(x,y,u, +++) alle condizioni sopra indicate in un campo ey 
Per essere nelle condizioni del problema precedente suppongo che l’equazione 


(8) Daisy) oe 


(1) La condizione (6) che restringe le dimensioni del dominio R é@ necessaria. Si 
possono dare degli esempi ove non essendo questa soddisfatta il metodo delle approssima- 
zioni successive conduce a serie divergenti. 


ammetta in C soltanto le radici doppie.. Senza ricorrere alla teoria generale 
delle caratteristiche, per una trasformazione. di. variabili reale, propria 


x= e(E,H) = 7G, %), 1 equazione, (7)aiventa 
~ OF y : Ou - . 
(9) A, Foren nN) = BEF Ont? ont—i =o(E.nu. Sere), 


avendo la p(€,,u, +++) un significato evidente. Si hanno per le A;,,—:, 
i-|=4—i, cambiando leggermente le notazioni, le formule seguenti: 


=) +o (Se) (&) tala) tals) 
6 


> 
BS 
3 
I 
iS 
oe 
DD 
ire 
ae ee 
—+ 
2 
Nv 
a 
Q 
| 
oe 
[a 
IN 
+- 
Q 


ene on \) On any (20, a one 
Arg taf 22) + an[ 2) Se (22) (28) a, oe SY alt) 


Ora se si prendono per (x,y) e n(x,¥y) due soluzioni linearmente 


indipendenti dell’equazione (8), sono soddisfatte contemporaneamente le 


equazionivAg to ==10 Ao $45,055 6::AG sO 50 Vac ga) COME pelmc rene 


data la loro forma esplicita. Un tale cambiamento di variabili & (x , y) = cost., 
e (x,y) = cost., porta dunque ad avere nel primo membro della (9) il 
ot U 


solo termine A, , 2 3B aye Ora il metodo delle approssimazioni succes- 
Cc cy) 


sive permette almeno in piccolo la risoluzione dell’equazione non lineare (8). 
Con cio Vasserto € dimostrato. 


Matematica. — Proprieta dei tensori emisimmetrici coniugati. 
Nota® di Marta Pastort, presentata dal Corrisp. U. Cisorti. 


Questa Nota ¢ la continuazione di una precedente dal titolo: Ten- 
Sort emisimmetrici coniugati, nella quale ho introdotto la nozione di coniu- 
gato di un tensore emisimmetrico e ho mostrato che, a meno eventualmente 
del segno, la relazione di coniugio tra tensori € reciproca. 

Qui dimostro una notevole proprieta relativa ai tensori coniugati. A 
questo scopo premetto alcune considerazioni sul rotore dei tensori. Mediante 
contrazione del rotore, come venne introdotto dal prof. Cisotti, ottengo un 
tensore indipendente dalla metrica, che chiamo roture completo e che, in 
un caso particolare, venne gia considerato, con altra denominazione, dal 
prof. Levi-Civita (cfr. nota a p. 316); esso gode di due proprieta che 
sono un’immediata estensione di due ben note dell’ordinario rotote di un 
vettore. 

La proprieta dei tensori coniugati a cui ho accennato é la coincidenza 
della divergenza di un tensore emisimmetrico col rotore completo del 
coniugato. 

Essa, per un caso partticolare, é espressa da una formola contenuta in 
una recentissima Nota del prof. Cisotti®, e, pure in un caso particolare, 
venne usata, senza essere esplicitamente enunciata, dal prof. K. Hattori per 
porre sotto la forma ordinaria le equazioni del campo elettromagnetico da 
lui ottenute G), Da essa discende immediatamente la nota proprieta dei ten- 
sori emisimmetrici di aver nulla la divergenza seconda. 

La nozione di tensore coniugato si puo estendere anche ai tensori do- 
tati di parziali emisimmetrie: € cio a cui accenno da ultimo in questa Nota. 


4. — ROTORE COMPLETO DI UN TENSORE “#). 


Il prof. Cisotti“) ha definito rotore di un generico tensore m#” X il 
tensore (7. + m— 3)?! di componenti: 


(1) Pervenuta all’Accademia ’8 agosto 1932. 

(2) U. Crsort1, Sui tensori doppi a divergenza unica. (Questi « Rendiconti », vol. XV, 
serie 6°, 1° sem. 1932, pp. 835-839, form. (5). 

(3) K. Harrort, loc. cit., n. 7. 

(4) Continuo, in questa Nota, la numerazione dei paragrafi e delle formule iniziate 
nella precedente. . 

(5) U. Ctsort1, Sul rolore dei tensori (questi « Rend.», vol: Vill; ‘serie’ 6°; 1928, 


pp. 169-172). 


hyeeek Vratera ji 
(5) eae "a —2 —— ghyereky of ty PCM Se gps: tn fi 


tm momen, 


ae Gos (Creme! ky [ken —1 rae ae ee te) 


dove c & un numero pari o dispari secondo che é€ pari o dispari la classe 
della permutazione hk; k, +++ knk,—1. 
Nel caso particolare dei vettori, la (5) diviene: 


it ey ot / Oe OX: 
p hye ea pee Me oar Ban os ENE ae = 1) ere Bees 
Lr tiuey near BiG yy nene axr, 


! 

Tornando alla (5), e supponendo m<(n—1, operiamo una contra- 
zione sul tensore R, saturando tutti gli indici di covarianza con altrettanti 
di controvarianza. Otteniamo un tensore (m—m— 1)?? con le seguenti 
componenti controvarianti : 


kyeeek kyeeek izeeed jt 
ma I 7 ; I ae X 
(6) R I n m : es € n m™ I m Ee > GE 
. 


Fp" Peay 2 
Free *tin — 1 ?m [J] 


Guys 
oe S Die ete Ht 


nf n—1 


dove col simbolo S si indica una somma estesa a tutte le permutazioni 
degli indici kyon kn—m41+**+kn, ogni termine della quale ha il segno + 
o — secondo che corrisponde a una permutazione di classe pari o dispari 
rispetto a quella indicata, presa come fondamentale. 

Ma in una tale somma si eliminano tutti i termini contenenti i sim- 
boli di Cristoffel e non rimangono che le derivate ordinarie delle X “). 
Si ha cioe: — 
ye ee ad Sint eS 


— = 
Va ee cs ae 


n 


il tensore (7 — m — 1)? (6), (6’) & quindi un tensore emisimmetrico, 
indipendente dalla metrica (1), come (5’) che ne é un caso particolare. Lo 
chiamero rotore completo del tensore X. La (5’) dice che per un vettore 
non esiste che il rotore completo. 
I] rotore completo di un tensore gode di due proprieta, che sono una 
immediata estensione di due ben note per l’ordinario rotore di un vettore. 
In primo luogo é un tensore solenoidale, cioe a divergenza nulla ©). 


(1) Cfr. M. Pastor, Commutazione totale e parxtale relativa ai tensori derivati (questi 
«Rend. », vol. IX, serie 6°, 1929, pp. 474-479). 

(2) Cfr. per la divergenza dei tensori U. Cisorri, Sulla divergenza dei tensori (questi 
«Rend.», vol. VI, serie 6°, 1927, pp. 81-84). Ved. pure B. Catponazzo, Sulla diver genza 
dei tensori (« Boll. dell Acc. Gioenia di Scienze Nat. in Catania», fasc. 58). 
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Si ha infatti, per la divergenza del tensore (6), ricordando che il tensore € 
ha nullo il derivato: : 


LS OOD Fhe Se ee ah. Efi BL, Sate est es ft va 
(7) R 1 = € , m m—r 1m Xigeesin [il 


a kyeeek., bse seez, [+ 
= (— 1) +1) e! #—m—2*1 ™m Dea eg =O Cr 


In secondo luogo, se X é il derivato di un tensore (i —1)?”, se 
cioé si ha: 
0 OE eh oP er 


ee Sy m—1] tn 


il suo rotore completo é nullo. Si ha infatti, per (6): 


(8) Rirtfn—m —1 at etn 1 tye hy 2 fim Ny. k 


ely — 1/ *m 


= © (2) 2 
Per il rotore completo di un tensore continuano dunqgue a valere come 
nell ordinaria analisi vettoriale, le due. seguenti relazioni: 
div rot T = 0 


(9) 


tot grad "I= © 


se col simbolo grad T si indica il tensore derivato di T. 


jaa RELAZIONE TRA DIVERGENZA DI UN TENSORE EMISIMMETRICO 
E ROTORE COMPLETO DEL CONIUGATO. 


Tornando ai tensori emisimmetrici, consideriamo dapprima un tensore 
(n — 1); e prendiamone le componenti controvarianti. Si ha (cfr. nn. 1-3) 


kyeoek kyeoek i; 
(10) - line n—1I —- gil ae |B 
Abbiamo, per la sua divergenza: 
rpiky seek j kyeeek j h 
(11) ie "tet Pasa Care 


La (5’) ci dice allora che la divergenza di un tensore (m — 1)?/¢ coin- 
cide col rotore del vettore coniugato %). E si ha quindi: 


6: 1) rarer sera) pk, (— 1) ( Ui, Se fe) ) 


M ya \ox,~ Ox: 


I n 
(1) Infatti, 2 meno eventualmente del segno, il terzo membro di (7) si riduce a 


a eke Reale he bn che si annulla, come ho dimostrato nella Nota 
& hy my — Pp 
sopra citata. 

(2) Cfr. nota precedente. 

(3) Cfr. anche U. Cisortt, secondo loc. cit., n. 3. La nostra (11) rientra anche, come 
caso particolare, in una formola ivi dimostrata dall’A. 

(4) E questa, nel caso particolare di » = 4, la relazione che permette di porre sotto 
la forma ordinaria le equazioni del campo elettromagnetico (cfr. K. Harrort, loc. cit., n. 7). 


Osservazione. — La (11’) equivale alla nota proprieta che per i tensori 
emisimmetrici la divergenza si esprime sotto ]a forma @): 


bye hy oe I r) a Tin —2i ; 
CEL) ce 2 Hv — ia 3x; (/ ) 


Basta pensare che l’espressione tra parentesi del secondo membro 
rappresenta appunto una componente covariante del vettore U, osservare 
che, nella sommatoria rispetto all’indice j variabile da 1 ad , due soli 
termini sono diversi da zero, quelli in cui j assume i valori k,—: € kn, e 
tenere presente la convenzione dei segni per il passaggio dalle componenti 
di T a quelle di U. 

Consideriamo ora il caso generale di un tensore (7 — m)?*. Abbiamo, 
per le sue componenti controvarianti: 


igo? hg tape eae Et eas hay rashy SEO 
(32) “ile D0 She n— in eae 
E per la sua divergenza: 
(1 ) Tirta m—ri Baie ace ett Pn —m— rset im oe + F 
3 ieee m!' : tee ty [7 


(— ji) eo 4 ‘ > , ae 
Ryreoeek [eeoot, 14 

— I Dim IL — OE M—I!s Mm = 
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Per la (6) possiamo quindi concludere: a meno di un fattore numerico 
la dwergenza di un tensore emisimmetrico coincide col rotore completo del 
coniugato. 

Ne discende, per la prima delle (9), la proprieta, nota per altra via: 
é nulla la divergenza seconda di un tensore emisimmetrico ©), 


Per an(6+)ssitha® 


(13’) Tee kn — m eee ne Aare es OU Oe nets hn 


fj m! 4 ‘ode OX 


“n—t 


I termini del secondo membro dovrebbero essere (m + 1)!, tanti cioé 
quante le permutazioni degli indici k, _,,+++ kn; distribuiamo questi termini 


(1) Cfr. U. Crsorri, secondo loc. cit., n. 3. 

(2) Cfr. B. Carponazzo, loc. cit. N. 3. A. Paratint, Sulla divergenza dei tensori 
emisimmetrici e det vettori. (« Rend. R. Istituto Lombardo», serie II, vol. LXII, 1929, 
pp. 281-286). V. anche T. Levi-Crvita, Vereinfachte Herstellung der einsteinschen einheit- 
lichen Feldgleichungen. (« Sitzungsberichten » 1929, pp. 137-153, n. 2). L’A. introduce 
anche, per il caso particolare di un tensore doppio emisimmetrico di una varieta a quattro 
dimensioni, cid che noi abbiamo chiamato rotore completo (Pfaffsche Divergenz) e ne di- 
mostra la proprieta espressa dalla prima delle (9) di questa Nota. 


wy 


ora teas 


in m + I gruppi, in ciascuno dei quali l’ultimo indice (quello di deriva- 
zione) abbia lo stesso valore: lo precederanno le m! permutazioni dei ri- 
manenti indici; ma per la emisimmetria di U e per la convenzione dei 
segni sottointesa nella sommatoria, tutti questi termini saranno eguali tra 
loro. Il secondo membro di (13’) si riduce in definitiva ad m + 1 termini. 
In cid si riscontra pure la corrispondenza con la nota formola, analoga 
alla (11), della divergenza di un tensore emisimmetrico. 

Sviluppiamo le (13) (13’) nel caso particolare m = 2 


(14) iis oat n—3 itr Uy 


ty tg I] 


— Gr i S OU ky 
oa Ox} 
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(— 1) OU, _, ky oU:, ees OU; _, ky 1 
es. ae 13 + SS > 
Va OXk OX p OX: 


Z—-2 nu—tI1 un 
Per » = 4 i primi membri di (14) sono le componenti di un vettore 
4 b] 
che, per la proprieta precedentemente rilevata, sara solenoidale ©. 


6. — ESTENSIONI. 


La formola (2) si puo evidentemente estendere al caso in cui il ten- 
sore IT, anziche essere completamente emisimmetrico, presenti solo delle 
emisimmetrie parziali rispetto a diversi gruppi di indici. Bastera comporlo 
con una potenza di «, eguale al numero dei gruppi in cui si distribuiscono 
gli indici. : 

Cosi -per esempio, se T)....4 #.0i24,--04, {7 +5 + b=) muta solo di 
segno per lo scambio di due indici ) o di due 7 o di due k (senza che cio 
si verifichi per lo scambio di due indici appartenenti a due gruppi diversi), 
si potra porre: 


I Powe th 


drseet kyeeek 
= — LAS ciety te So is fem ne e 
ris! t! ‘ 


(15) ite eG arn yeah, « 
Ed anche in questo caso il secondo membro di (15) si riduce ad una sola 
I 
ya 
Evidentemente qui non é necessario che sia m<(n; bastera che lo 
siano separatamente i tre numeri 7,5,/. 


componente di T, moltiplicata per la terza potenza di 


(1) Ved. K. Harrort, loc. cit., n. 7. 
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Anche il tensore U presenta in generale delle emisimmetrie parziali 
rispetto agli indici indicati con le stesse lettere (hr41 +++ dn per es.).« (Cid 
non pud avvenire se in T ogni gruppo di emisimmetria contiene »— 1 
indici. 

Se ne ha un classico esempio nel tensore di Ricci per le varieta a tre 
dimensioni. La formola che lo definisce € appunto un caso particolare della 
(15), ove al posto delle T si hanno i simboli di Riemann di prima specie, 
componenti covarianti del tensore di Riemann-Christoffel. Si ha infatti © 


: 16 
otk — yy eid gkrs (pq ; rs) ‘ 


La simmetria del tensore di Ricci consegue poi dalla simmetria dei 
simboli di Riemann di prima specie rispetto alle due coppie di indici. 


Matematica (Geometria). — Sulle superficie algebriche aventi 
il sistema canonico composto con uninvoluzione. Nowy di B. SEGRE, 
presentata dal Socio F. SEvERI. 


Mentre su di una curva algebrica la serie canonica — se non € sem- 
plice — risulta necessariamente composta con una g) (la curva essendo allora 
iperellittica), esistono notoriamente superficie algebriche col sistema cano- 
nico appartenente ad una involuzione I, d’ordine n >2), Basta infatti 
pensare che sulle superficie aventi py = 3 e p™ >> 3, il sistema canonico 


\ 


é una rete (non composta con un fascio) di grado p® = p™—1, che 
quindi appartiene ad un’involuzione d’ordine p® > 2; e si prova facilmente 
Yesistenza di superficie siffatte “, 

Non si conoscono invece esempi effettivi di superficie presentanti la 


(1) T. Levi-Crvira, The absolute differential Calculus (London and Glasgow, 1927, 
p. 199), oppure Fondamenti di meccanica relativistica (Bologna, Zanichelli, 1928, p. 172). 
Ved. pure M. Pasrori, Sulle varieta a curvatura costante (« Atti della Pontificia Accad. 
Nuovi Lincei», anno LXXXIV, 1931, pp. 474-478) dove si estende il tensore di Ricci 
per le varieta ad m > 3 dimensioni. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 17 ottobre 1932. 

(3) Il NorrHer ha dimostrato che sulle superficie contenenti una I, razionale, il 
sistema canonico € composto colla I,. Per Jo studio delle varie possibilita che il sistema 
canonico puod presentare nei riguardi di un’involuzione (anche non razionale) di coppie 
di punti, v. A. MAROonI, Sistemi lineari speciali, sopra una superficie algebrica, composti con 
una involuzione di coppie di punti, « Atti del R. Istituto Veneto », t. 89 (1930), p. 559. 

(4) Cfr. F. Enriques, Lezioni sulla teoria delle superficie aleebriche (raccolte da L. Cam- 
PEDELLI; Padova, Cedam, 1930), p. 345; il caso pit. semplice @ dato dalle F° di S3 con 
tacnodo, per le quali risulta po = 3, pPO=4. 


se 


Pr ee reat iy ete ee Qu eA on Na aes aid on ne ot ae EDN aes CA ee Sree 


page a 


suddetta particolarita, ed aventi pe >>3 3 in questa Nota - fra Valtro - 
ne ottengo assai semplicemente due, forniti da una superficie (regolare) con 
pe = 4,p% = 9, avente il sistema canonico composto con un’ involuzione del 
4° ordine, e da una superficie (regolare) con pe = 4 , p© = 7, avente il sistema 
canonico composto con un’ involuxione del 3° ordine. 


1. Incominciamo coll’esaminare |’ influenza che presenta, nei riguardi 
dei caratteri aritmetici di una superficie F di S;, un punto doppio O tale 
che le sezioni piane generiche passanti per esso vi abbiano un oscnodo, 
ossia — come brevemente diremo - un oscnodo della F . 

Posta in O Vorigine delle coordinate (x,y,z), ed assunto il piano 
tangente in O alla F come piano x =0, la F si rappresenta con un’equa- 
zione del tipo: 


(1) (x+@)(x+o.+9;)+ x9, +95 +:---=0, 


ove le 9: = @ (x,y,z) sono (per 1=2,3,---) forme di grado 7 nelle 
(x,¥,<%), ed i puntini stanno per termini di grado superiore al 6° ®), 
Effettuando Ja trasformazione quadratica speciale data dalle: 


; 4 es, Fi) Reta ‘9 , 
(2) Miss EA > Sh aq Sah, Ae A 


la F si muta nella superficie F’ di equazione: 
ae PRT 5 ee x? Ow ee Eafiok Ne ; be a ee Oe, ~t ’ ake 
CEE EO) FE DO x Q) +x 239 +74 oO + *-. =O, 


Ove, per abbreviare, st ¢' posto ©, —i(x’, y,'1)2°al punto"OdrF corr 
sponde su F’ l’asse delle y’, che per questa superficie € retta doppia 
tacnodale. 

Una superficie aggiunta alla F, deve intanto passare per O (poicheé 
un oscnodo e caso particolare di un tacnodo), e quindi ha un’equazione 


della forma: 
(3) 65077 b+h+h, +--+ =0, 


ove i simboli hanno significato analogo a quelli usati nella (1). Mediante 
le (2), la (3) si trasforma nel piano <== 0 e nella ‘superficie di equazione 


(4) Wd age ROE es 3 HO 


(1) Si sa perd che se la curva canonica generica contiene una g; , il sistema cano- 
nico risulta necessariamente composto con una I,: v. G. CasrELNuOVO, Osservaziont in- 
torno alla geometria sopra una superficie algebrica, « Rendic. del Rh. Istituto Lombardo », 
serie I}, t. 24 (1891), Nota HU, § 2. L’effettiva esistenza di superficie algebriche pre- 
sentanti la suddetta particolarita, risultera dal seguito (n. $§). 

(2) Cfr. C. SeGre, Sulla scomposizione dei punti singolari delle superficie algebriche, 


« Annali di Mat.», serie II, t. 25 (1896), § 19. 
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affinché il piano x’ =o e la (4) costituiscano insieme una superficie ag- 
giunta alla F’ (superficie che quindi dovra toccare la F’ lungo Iasse 


delle y’), & necessario che la (4) passi per V’asse delle y’, ossia che risulti 


identicamente : 
(Oy Viel ee Out 


Ritornando alla (3), si vede che le aggiunte di una superficie F avente 
un oscnodo O., passano per questo punto toccando wi la F™. 

Dalla (1), poi, segue facilmente che |’intersezione di una superficie F 
avente un oscnodo O con una sua aggiunta generica, ammette il punto O 
come quadruplo e due punti doppi infinitamente vicini ad O in direzioni 
distinte; ne risulta che Pimposizione ad una superficie F di un oscnodo (che 
importa 19 condizioni non tutte lineari), ne diminuisce il genere aritmetico, pa , 
di 3 unita ed il genere lineare, p©, di 8 unita. 


2. Una superficie F* del 6° ordine avente (come uniche singolaritd) due 
oscnodi O, ed O,, presenta la particolarita segnalata in principio, in quanto 
ha pe = pa = 4, p% = 9 ed il sistema canonico composto con una I,. Sulla FS 
infatti il sistema canonico, in base al n. 1, vien segato dal sistema lineare 
co} delle quadriche passanti pér O;, O. e quivi tangenti alla F°; e questo 
sistema lineare € composto colla congruenza delle coniche che toccano la 
F¢ in tali punti. 

Per essere completi, ci resta pero da dimostrare l’effettiva esistenza 
di F® di quel tipo; e cio verra fatto nel n. 4). 


3. Occupiamoci prima delle superficie F5 del 5° ordine con due oscnodi. 
Un conto di costanti lascerebbe supporre la loro esistenza; ma, ammessa 
tale esistenza, ci si urta nella seguente contraddizione. Una F% con due oscnodi 
—se esiste — ¢ razionale, poiché possiede un fascio lineare di curve razio- 
nali (le sezioni coi piani passanti per i due oscnodi); ma il suo genere 
aritmetico (in base al n. 1) risulta negativo (= — 2). L’apparente para- 
dosso si dirime solo ammettendo che l’imposizione ad una Fs di due oscnodi, 
tragga di conseguenza che FS abbia qualche linea multipla passante per essi; 
e cio appunto ora proveremo e meglio preciseremo per via analitica. 

Una qualunque superficie del 5° ordine con due punti doppi uni- 
planari, si rappresenta in coordinate proiettive omogenee (x;, X2 ,X;, X,) 
con un’equazione della forma: 


(5). Cr x8 xp Cn XX) Wa XX, 26; Oar X, Xe + 262 Mia X1 X, + 


+ 2X, + @ry Xr X2 + Wo2 X, + Mro X; ++ Wor X2 + Woo = 0, - 


(1) Cid avrebbe anche potuto ottenersi per via sintetica, fondandosi su quanto é 
detto a p. 154 delle Lezioni citate di F. ENRIQUES. 

(2) La necessita di tale dimostrazione, risulta anche - ove se ne dubitasse — da 
quanto diciamo pil sotto (n. 3) per le superficie del 5° ordine. 


, Prine ral 
ove le ¢:,¢c. son costanti non nulle, e le wz sono forme nelle Ney hes al 
grado 5 —i—k: basta per cid che i due punti doppi coincidano coi punti 
fondamentali [1] ,[2], e che i relativi piani tangenti siano ordinatamente 


i piani fondamentali x, = o » X; =0. Affinché poi detti punti risultino dei 
tacnodi, deve essere identicamente: 


M20 = O ) Moo = O53 

ed inoltre, se si vuole che le sezioni piane generiche della superficie pas- 
santi per uno qualunque di essi, abbiano in tal punto un regresso di 28 
specie, occorre sia 


2 2 


Wro = C; Q,, ey Oor = (Ce ORS = 


I 


ie) 


Infine, le ulteriori condizioni affinché i punti doppi considerati siano per la 
superficie degli oscnodi, sono: 


Moo = War (@:; — @22 21) 5 Woo = Ore (1: — 2.2 @;2) . 


Uguagliando i due valori forniti per ©. da queste ultime formule, si ot- 
tiene la condizione: 


(2; a 12) [or — Ws, (21 3 ©.) | 205, 


si hanno dunque due casi da distinguere, secondoché risulta o meno iden- 
ticamente 0,; = @,,. 

Nel primo caso, tenuto conto delle precedenti relazioni, l’equazione (5) 
della nostra superficie, F5, si pud porre sotto la forma: 


(XxX. + @r2) [ (Cr Xr + 2X2) (1X2 + Or) + Os: (41%. — On) + Or] = 0; 


questa mostra che F; si spezza in wna quadrica ed in una superficie cubica, 
comportantesi opportunamente nei punti [1] e [2]. 
Nel secondo caso si perviene parimente all’equazione: 


Cr X1(XrX2 + War)? $f CaXo (Xr %X2 + Wrz)? + Woe (X1X2 + War) (X1%2 + On) =O, 


che rappresenta una superficie Fs del 5° ordine (irriducibile), avente due co- 
miche doppie passanti pei punti [1],[2]; tali coniche costituiscono precisa- 
mente l’intersezione delle due quadriche bitangenti: 


MO =e — 10 ; Ni ig tas ee Oris 


4. Si ottiene una superficie del 6° ordine avente come wniche singolarila 
due oscnodi, considerando la superficie generica del sistema lineare congiun- 


gente quello che si ha aggregando un piano variabile ad una delles Fe =de- 
terminate al n. 3, ¢ quello costituito dalle sestuple di piani passanti pei due 
oscnodi di Fs. 


5. Mediante considerazioni analoghe a quelle svolte nei n’. precedenti, 
si dimostra che I’ imposizione ad una superficie F di un punto triplo avente 
infinitamente vicina una retta doppia infinitesima (che importa 17 condixiom 
non tutte lineari), ne diminuisce il genere aritmetico, pa, di 3 unitd ed il genere 
lineare, p, di 10 unita. 

Una superficie del 5° ordine avente un oscnodo ed un punto singolare 
di quel tipo esiste, ma si spezza necessariamente in una quadrica ed in 
una cubica, segantesi lungo tre coniche passanti pei due punti singolari 
considerati. Esistono per contro superficie (irriducibili) del 6° ordine, aventi 
come uniche singolaritd wn oscnodo ed un punto triplo con infinitamente vicina 
una retta doppia; per una siffatta FS risulta pp = pa = 4 , Pp? =7, ed il 
sistema canonico ¢ composto con una I,. 


Meccanica. — Sul moto di un corpo deformabile che si man- 
tiene simile a sé stesso. — YJ. Centro istantaneo di velocita e conse- 
guenze. Nota’? di M. Pascat, presentata dal.Socio R. Marco- 
LONGO. 


In una Nota dallo stesso titolo e pubblicata in questi « Rendiconti », 
abbiamo fatto vedere che in ogni retta di un corpo deformabile che si muove 
mantenendosi simile a sé stesso,.vi ¢ in ogni istante un punto la cui velo- 
cita @ perpendicolare alla retta stessa; e che inoltre esiste un asse di moto 
definito come il luogo di tutti i punti del corpo la cui velocita é parallela 
al’asse stesso. 

E chiaro allora che la retta che nell’istante che si considera é asse di 
moto dovra contenere un punto la cui velocita dovendo essere contempo- 
raneamente perpendicolare e parallela all’asse, non potra che essere nulla. 

Per determinare un siffatto punto proponiamoci il problema di trovare 
il luogo di tutti 1 punti del corpo deformabile la grandezza della cui velo- 
cita ¢ in un certo istante uguale ad un prefissato valore costante m. 

Se nelPistante considerato € O un punto dell’asse di moto, ed indi- 
chiamo con / la distanza di un generico punto P da O e con 9 l’angolo 
che il vettore P — O forma con il vettore @ relativo a quell’istante, la 
condizione imposta si esprime scrivendo 


v,--+ @? /? sen? 9 + 2 + 2kv,l cos = m?, 


’ (1) Pervenuta all’Accademia il 12 agosto. 1932. 


; 
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avendo indicato con vo la grandezza della velociti di O. Assumiamo ora 
come asse x l’asse di moto relativo a quell’istante, come asse y una retta 
perpendicolare all’asse di moto in O e contenuta nel piano P@, e come 
asse x la perpendicolare in O a tale piano. 

In tal caso lcosp =x , lseng=y-e quindi la formula precedente si 
scrive 


(1) k? (x? + y?) + w?y? + 2huox + v—m? = 0; 


il luogo cercato é dunque un ellissoide di rotazione intorno all’asse di moto, la 
m m 


ee ene 1 centro 
ko? Yeo? +R 


cut curva meridiana é la (1): i semiassi sono 


é sull’asse di moto nel punto x = — 


Al variare di m si ha una famiglia di ellissoidi rotondi concentrici e 
coassiali: se si fissa per m il valore zero l’ellissoide ‘si riduce al suo centro 
sull’asse di moto, che é il punto del corpo che in quell’istante ha velocita 
nulla. Esso naturalmente non dipende dalla scelta del punto O sull’asse di 
moto, come si potrebbe facilmente mostrare con Jl’ausilio delle formule 
trovate nella precedente Nota gia citata. 

Chiameremo tale punto centro istantaneo delle velocitd. Rispetto ad un 
qualungue punto O del corpo, esso é definito dalla 


I 


a hy a eee 
(2) I O= kh? Shey? 


kO'+O0' \ e+ 70'X a: a). 


Nel caso del corpo rigido esso evidentemente si porta a distanza infi- 
nita. Se C é il centro istantaneo delle velocita, la formula fondamentale gia 
trovata potra scriversi 


Ba N= OC) 


cioe per quel che riguarda la velocita, 11 moto istantaneo di un corpo  defor- 
mabile che si muove mantenendosi simile a sé stesso equivale al moto composto 
di una rotazione rigida istantanea intorno ad un asse passante per il centro di 
velocitd, e di una deformazione pura. 


2. Viene ora naturale il considerare la curva luogo dei centri istantanei 
delle velocita (curva I) e la curva luogo di tutti i punti dello spazio mobile 
che successivamente coincidono coi centri delle velocita (curva TP). 

Queste due curve hanno evidentemente in ogni istante un punto in 
comune (che é il centro attuale delle velocita) e si pud facilmente dimostrare 
che hanno anche la tangente in comune nel centro attuale, di guisa che 
nel moto continuo del corpo deformabile che si muove mantenendosi simile a sé 
stesso, le curve luogo dei centri istantanei delle velocita e Inogo det punti dello 


spazio mobile che successivamente coincidono coi centri istantanei delle velocita, 


rotolano senza strisciare Puna sull’altra. 
Le coordinate del centro istantaneo delle velocita rispetto ad una terna 


di riferimento fissa sono: 


fvone? eam 
(4) 1 eagle 
eee 


essendo Xo, )'o,%o le coordinate di un punto O arbitrario del corpo nel- 
listante che si considera, ed essendo 2, p,v Je componenti del vettore ¢O’ 
che si ottiene applicando al vettore O' l’omografia 


(5) c= ph +p 2-ex—2A|= 


Le coordinate del medesimo punto rispetto ad una terna connessa col 
corpo con l’origine in O sono: 


f B= — lok tou + a2] 
(6) . 1=— —[PA+ But By] 
C= — iat retry}. 


Le componenti secondo gli assi fissi della velocita del centro istan- 
taneo di velocita lungo la curva T, sono: 


tape 

dt: q / 

¢7) \ dt tas Yo =e 
reas ie 

Gb pe toy, Dee 


Derivando le (6) si hanno le componenti secondo gli assi mobili della 
velocita del centro C lungo la curva mobile I: si ha: 


# 

Pidcean cane ok i cuieana) 

— le Rb al wt oly + a +a, pu’ + a, v' | 
= IBA +B. u +B. vee 
(8) 

if 

St er Sara + Ba v' | 

ish 

0° [yA + yru+ y2v} — 

I , ' , D r 
Ppl 7e i ie PS ta og ona ois Bah 


Ricavando di qui le componenti della medesima velocita di C lungo 
la curva T’ secondo gli assi fissi, si ottiene con facili riduzioni: 


dé ( , 

a + kh} — (pri — vqr) | 
(9) SD ta lh 2 ‘+ ky — (vp: — W1)} 

Nara 3 pias 5 

¢ 


I / 
7 ere aie + ky — (Aq: — wp:)} 


cioé come si puo facilmente verificare: 


j dé Sos I 7 patio i We. 
Gee Vege) mite 
on tire i 24%; 
IO sc SRN ELS TR (dela ae we sie pal 
ue) dt ) Ole Oi nat 
8 AG: 


anal f+ SO iad 
a SAC aite a dt 


Le componenti secondo gli assi fissi della velocita del centro istantaneo delle 
velocita sulla curva fissa T, sono proporzionali nel rapporto e alle components 
secondo gli assi fissi della velocita del medesimo punto sulla curva mobile I. 

Il centro istantaneo delle velocita é l’unico punto dell’asse di moto che 
goda di questa proprieta, come si potrebbe facilmente mostrare. 


3. Non é inutile aggiungere infine qualche osservazione circa le rette 
del corpo che sono parallele all’asse di moto in un certo istar te, ed al piano 
perpendicolare all’asse di moto e passante per il centro delle velocita. Tale 


piano risulta eccezionale per parecchi riguardi: esso é infatti unico piano 
di cui tutti i punti hanno la velocita contenuta nel piano stesso (per un 
piano generico si ha invece che il luogo dei punti del piano che hanno la 
velocit’ contenuta nel piano stesso é, come nel caso del corpo rigido, una 
retta); esso non possiede quindi alcun punto la cui velocita sia perpendi- 
colare al piano; se si presceglie inoltre su di esso un punto qualunque e 
si ricerca il luogo di tutti i punti del corpo la cui velocita € diretta verso 
quel punto, si trova che la cubica gobba che abbiamo trovata in generale 
degenera nell’insieme di una circonferenza sul piano eccezionale ed una 
retta parallela all’asse di moto. 

Le rette del corpo parallele all’asse di moto sono appunto tali che Je 
direzioni delle velociti di tutti i loro punti concorrono in un punto del 
piano eccezionale. Il luogo dei secondi estremi dei vettori di velocita, che 
in generale é, per una retta generica, una retta sghemba con la prima, 
per una retta parallela all’asse di moto ¢ un’altra retta pure parallela al- 
Passe di moto. 

Le dimostrazioni di queste semplici proprieta non offrono difficolta 
alcuna, 


Astronomia. — Sopra la variazione della eccentricita nel pro- 
blema dei due corpi di masse variabili. Nota® di F. Zacar, 
presentata dal Socio G. ARMELLINI. 


Il prof. Armellini ha pubblicato recentemente una Nota ©), nella quale 
egli tratta Vinteressante problema dell’incremento della eccentricita delle 
orbite binarie, dimostrando come sia inesatta l’opinione, generalmente 
ammessa, che la detta eccentricita rimanga secolarmente costante al decre- 
scere della massa totale). Egli ricerca dapprima quali devono essere le 
condizioni perche la eccentricita resti costante, quindi mette in evidenza che 
se in generale la eccentricita osculatrice assume in un istante il valore 1, 
mentre m tende a zero per ¢ tendente all’infinito, da quell’istante in poi 
Peccentricita cresce all’infinito insieme a ft, e infine egli riporta un parti- 
colare esempio in cui l’eccentricita cresce, a partire da qualunque valore, 
col diminuire di m. 

Ritengo opportuno fare conoscere in questa Nota due casi particolari 
integrabili del problema, il primo quale esempio per le asserzioni della 


(1) Pervenuta all’Accademia l’r1 ottobre 1932. 

(2) «Rendiconti R. Accademia Lincei», vol. XV, fasc. 9 (maggio 1932). « Contr. 
Scient. R. Osserv. Astr. di Roma», N. 38. 

(3) Conclusioni dedotte da JEANS in Cosmogonic Problems associated with a Secular 
Decrease of Mass, «M.N.», 85-2 (1924) € in Astronomy dnd Cosmogony, p. 291. 


prima parte della predetta ricerca, riguardante il caso di eccentricita costante, 
il secondo analogo all’esempio dato dal prof. Armellini, ma un poco pit 
generale, con la eccentricitt dunque sempre crescente. 


1. Mantenendo notazioni e unitd di misura adoperate nella Nota citata, 
supponiamo dapprima che la massa del sistema decresca secondo la legge 


4 
(1) Wes oak oh (e costante positiva qualsiasi) ; 


4e}t ae 


allora le equazioni del moto relativo nel problema dei due corpi 


(1) Prost peepele s = 


(2) reyi+t jy. $= = log (1+ 4), 
avendo supposto $ =o per t=O. 
Segue allora 
Cy ae : en het eae ge , Mo =~ (4 + e*), 
To & 2 
j ‘ ig cae vale ay 
| mite eee = — = + 
(3) am ae (4 ray ae Seay! 
dm E ae 29 
= — -— fs t 2 => — — + e+ 2 9 
mE ye CL +2) 4 tee 
dove si denota con ¢ la base dei logaritmi naturali. 
Con queste quantita si ha 
om € Meat 
(4) : i Hote —=— 4 +e) | c 7 cos $d} = 
€ \ —- -26 Lae, 3 a i aa 
os tae GO ad rg pert 2 (—se cos + sen 9) = 
3 Chee cp, I 
= — Ge sen ® — — &? cos 0 
4 pate p 
e 
ot a) Oe) 
dm é Bitrate 
oe CORA 4 2 sen $ dd = 
(5) | Te eG +e) | c 


€ op past SeNET I 
aerate: (eget sate 00(2 e sen + cos 9): 
Z 2 2 
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Da quanto precede, le relazioni (12) e (13) del prof. Armellini diven- 
tano allora, per le (3), (4) e (5), 


Lo) r 
nm A a el RE I 
me cose = Ay— my —} 19 008 948 = vk epee See (sen 9 — + e* cos 8) 


(6) ; 


o 

din fl. Ae eee 

me sen ® = Bo —-}.,..~=,— sen’) d9 = ——- ec. 2 * "| — e7 Sen @ + cose 
d® 2 2 

\ 0 


e percio segue, quadrando e sonimando, tenendo conto della seconda delle (2), 


RR Se A Per ln Weal 8 CS 
TH > == &-¢ eeidcas’ aes haste ree 
cioe infine, per la (1), 
et 
CF aa 
Ay ae ees 
o2 
a 0 = See costante e< I 
(7) oars ( ) 


In questo caso il numeratore della (16) del prof. Armellini, 


dd? d% 


oO oO 


dim ‘ * dm 1 
Ao ms — | = cos 9d | ee a sen 00 ; 


per le (6) diventa 


I 2 


J Pe NE 2) 
| tem ert #9 (sen 8 — = © cos 9)| 3e 


’ I — 4.929 I ? 
ue eae 2 3 & sen + cos 9) 


ed esso si annulla effettivamente per t—>co ed m— 0, come facilmente 
pud verificarsi, conformemente all’enunciato al numero 3 della Nota citata. 
Per controllo si puo calcolare l’eccentricita mediante la nota relazione 


2h 
Mm? 


(8) ae 
essendo 


(9) Biz ae Ma eae 
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Introducendo in queste la (I) e la prima delle (2) con la sua deri- 
vata si ha 


2h 4 
me Ae et? 
¢? 
6 Ss ey 
V4 + 


che € appunto la (7). 


2. Consideriamo in secondo luogo il secondo caso integrabile del 
Mestschersky “, nel quale la massa decresce secondo la legge 


I 
PWoa ce 


(11) m 


dove si deve supporre 


I 
foe SO $5 ae eh 
4 


perche m rimanga sempre reale. Di questo caso un particolare integrale ¢ 
(10) r=kya + bt + cP 


con k costante e positivo, legato alle tre quantita a,b,c dalla relazione 


I I 
1% —— — k3 e— i b)=r, 
oy k ( 4 


v 


come puo facilmente verificarsi mediante la seconda delle (1). (Essendo il 


; I a ; ; 
coefliciente ac — — b positivo, la equazione (11) in & ha una sola radice 


reale positiva) 

Per applicare in questo caso direttamente la (8) deriviamo la (10) ed 
introduciamo questa derivata insieme alla (I) ed alla (10) stessa nella (9) 
e poi sostituiamo 2h e la (I) nella (8), con che risulta 


I 2 I Ep \pety 
as a eee ey BYE me | el RE (E +t)? 
(lay ce at ie i fi (b + 2¢t) ( rl} + (b + 2¢t)?, 


dalla quale si rileva subito che l’eccentricita ¢ funzione crescente di t, ed 
anzi tende all’infinito per ¢ tendente all’infinito. 


(1) J. Musrscuersky, Ueber die Integration der Bewegungsgleichungen ecc., «A. N.», 


Bd. 159, n. 3807. 


— 328 — 


Per riconoscere che in questo caso possono esistere anche eccentricita 
minori di 1, basta osservare che la precedente per t = 0 prende la forma 


ae =(r— | Boe ie 
fee 2 9N k 4 


cosicche per b = 0 e per tutti i valori di b che soddisfanno alla condizione 


pt (2k— 1) 


il valore iniziale della eccentricita & certamente minore dell’unita. 
Se le costanti sotto la radice della (II) soddisfanno alla condizione 


4ac—b=0, 


risulta k = 1 e il caso (1° caso del Mestschersky) 


r=a-+t dt, 


e da questo, per a = 1 , ) =¢, segue infine l’esempio del prof. Armellini. 


Fisica. — Sopra wiestensione della formola di Woo. Intensita 
della luce diffusa da un elettrone in moto. Nota™ di C. CANNATA, 
presentata dal Corrisp. M. La Rosa. 


1. I] problema della intensita di un fascio di radiazioni diffuse per 
effetto Compton € stato oggetto, fin dai primi tempi della scoperta di 
questo fenomeno, di numerose e interessanti ricerche. In tempi pili recenti la 
teoria di Schrddinger (e di Heisenberg) ha portato ad una soluzione piuttosto 
soddisfacente riconducendo il calcolo dell’intensita effettiva della radiazione 
diffusa al calcolo analogo fatto in base alla teoria ondulatoria prequantistica 
(che brevemente denominero teoria classica). Questo calcolo classico riesce 
semplicissimo poiché nel campo dei raggi X (e meglio ancora dei raggi Y) 
a cui d’ordinario ci si limita, é lecito ritenere che eli elettroni diffondenti 
si trovino in quiete; cid che nel terreno quantistico equivale in fondo a 
trascurare l’energia cinetica dell’elettrone di fronte a quella molto pil: grande 
del quanto incidente. Tale semplificazione non & pero pit lecita qualora si 
voglia studiare la diffusione su elettroni liberi e comunque mobili, di ra- 
diazioni a grande lunghezza d’onda (come la luce visibile e le onde hertziane). 


(1) Pervenuta all’Accademia il 29 agosto 1932. 


] a be 


Il fenomeno della diffusione di queste radiazioni su elettroni liberi, 
bench di solito trascurato, presenta un certo interesse anche dal punto di 
vista applicativo: cosi per es. il Fabry “ seguendo un processo strettamente 
classico ne fa l’applicazione allo studio della propagazione delle onde hertziane. 

Successivamente anche il Glocker ©) si ¢ occupato brevemente della 
questione dal punto di vista quantistico, mettendo specialmente in evidenza 
Yenorme variazione di frequenza che si pud ottenere con elettroni_ veloci. 
E giusto perd dire che molti dei suoi risultati sono  sostanzialmente ela 
contenuti nella geniale Tesi di Dottorato del De Broglie 6), 


lace dnedente 


Puce of fas a 


Non mi sembra pertanto privo d’interesse di riprendere, da un .punto 
di vista piu generale e moderno, lo studio dell’intensita di una radiazione 
diffusa da elettroni liberi e comunque mobili. 

Secondo quanto ho detto in principio, la nostra questione si potra 
ritenere risoluta quando si riuscisse a calcolare Vintensita della radiazione 
diffusa in base alla teoria classica “). 

Questo calcolo & stato eseguito da Woo %) nel caso particolare in cui 
Yelettrone diffondente si muova nella stessa direzione del fascio incidente. 

Io, seguendo un metodo sostanzialmente analogo, ma formalmente 
pil. semplice di quello del. Woo, ritrovo in questa Nota il suo risultato, 
estendendolo poi al caso in cui lelettrone diffondente si muova in una 
direzione qualunque. 


2. Prenderd le mosse da una relazione stabilita da Gordon © in base 
alla teoria di Schrédinger. Denotando con I e ve Vintensita e la frequenza 


(H)KOCC? Ri 97 2577797 (2928): 

(2) «Phys. Rev.», 33, 116 (1929). 

(3) «Annales de Phys. », 3, 22 (1925). 

(4) Per semplicita escludo dal mio studio il campo delle radiazioni a frequenza al- 
tissima (raggi y duri) per i quali entra in conto la correzione di Krer—Nisnina (« Zeit. 
f. Phys.», 52, 853, (1928)). Questa correzione € notoriamente trascurabile per lunghezza 
d’onde superiori a 0,1 A, cioe anche per i raggi X pil duri. 

(5) «Phys. Rev.», 25, 444 (1925). 

(6) «Zeit. £ Physik», 40, 117 (1927). Nel caso particolare dell’elettrone inizialmente 


. 


della radiazione diffusa, secondo la teoria classica, da un elettrone comunque 
mobile, e I*,v* i valori effettivi di queste stesse grandezze, la su detta 
relazione si puo scrivere: 


(1) Tee (*" i} ig 


Vel 


D’altro canto se vo denota la frequenza della radiazione incidente si 
ha notoriamente “): 


wes 1 —fcosd 
Ae) Pye 1—Bcosp + «(1 — cos 8) 
essendo: 
hyo 
9 haf = 
1c? 


h la costante di Planck; m la massa dell’elettrone; c la velocita della luce; 
Bc la velocita dell’elettrone diffondente; 9 l’angolo formato dalla velocita 
dell’elettrone con la direzione del fascio incidente; p Vangolo tra la dire- 
zione dell’elettrone e quella del fascio diffuso; 8 l’angolo compreso tra le 
direzioni del fascio incidente e del fascio diffuso. 

La frequenza vq irradiata dall’elettrone mobile secondo la teoria classica 
€ quella originaria vy, modificata per effetto Doppler e cioe: 


I— Bcos} 
(3) a PIR, SIE 


che si pud ottenere anche dalla (2) ponendovi « = 0. 

In particolare ¢ da notare che per Je grandi lunghezze d’onda (luce 
visibile e onde hertziane) il termine & é trascurabile di fronte all’unita ©, 
sicche si puo praticamente ritenere 


v* == Ve] 


e quindi per la (1), 


PRES 


in conformita al principio di corrispondenza. 

In ogni caso, in base alla (1) e alla (2), il problema della determi- 
nazione dell’intensita del fascio diffuso si potra considerare risoluto, una 
volta che si sappia calcolare Iu. 


fermo, questa formula era stata dedotta mediante considerazioni di corrispondenza da 
Breit. « Phys. Rev.», 27, 362 (1926), e successivamente da Dirac in base alla teoria di 
HEISENBERG. « Proc. Roy. Society», 111, 405 (1926). 

(1) DE BroGitig, loc. cit. 


hvo 


(2) Per la luce gialla si ha infatti os 10 & 


mC 


| "y an 


3. Conservando il significato dei simboli 9, , 6, sia inoltre I, Pinten- 
sita del fascio incidente in un sistema K solidale con Yosservatore; deno- 
teremo poi per semplicita con gli stessi simboli accentati, i valori delle 
varie grandezze giudicati perO da un sistema K’ solidale con Velettrone 
(nelle sue condizioni iniziali di moto). 

Nella teoria classica dell’effetto Doppler si trova © 


(4) Tne REE Pems Bee) 


Nel sistema K’, elettrone colpito dal fascio d’intensita I’ irradiera 
secondo la nota legge (di Thomson) 


1 + cos? 9’ e+ 
c+ m2 y’2 


() = is 


to 


in cui e denota la carica elettronica ed r’ la distanza (giudicata in K’) 
dell’osservatore dallelettrone. L’intensita Ix; del fascio diffuso, giudicata 
da K, sara al solito: 


: Lips 
(6) Ie — he (i a B cos vy 


ossia, tenendo conto della (5) e della (4), 


I es eS 


° c+ mr’? \ 1 — Bcosh 2 


G) Le — 
Nel caso particolare in cui il moto dell’elettrone fosse diretto secondo 


il fascio incidente si ha } = 6, P= 0 e quindi 


et 1— 6 yas. 


ctm?r? \t —BcosO 2 


(8) T<1 a I, 


E facile esprimere, con la formula dell’aberrazione, 6’ mediante 0: 


’ cos 0 — B 
(9) SBE os once RE 


Inoltre si ha evidentemente 


ysin§ = 7’ sin 0’ 
e quindi 
i SEs 1 — 6? 
(10) ry’? sin?’ (1 — B cos 8)? 


(1) V. per es. Lave, Relativititsprinzip. Braunschweig, 1911, p. 91. 


j \' "i 
mer bac asl 
Tenendo presenti le (9) e (10), con ovvie riduzioni, la (8) diviene 


infine: 


4 be 6 
LS alore tp ct a fe <a ead ne | \¢ Fe Recess a — 2B cos @ 


che ¢ appunto la formula dedotta dal ae 


4. Partendo dalla formula generale (7) ¢ facile estendere il calcolo al 
caso in cui la velocita dell’elettrone. mobile sia comunque diretta rispetto 
al fascio incidente. Nel sistema K’ si ha evidentemente 


(12) cos 0’ = cos’ cos 8 + sin yp’ sin ¥ cos 9 


essendo 9’ Pangolo formato dal piano fascio incidente—velocita dell elettrone 
con i! piano fascio diffuso—velocitd dell’elettrone. 
Intanto si ha al solito © 


rR ae cos } — B i fs Be cos) — B 

COs i Fema: Lain CE Meee pase 
PSU Co poeac’ A ee sin by )/ — =? 

By 1— 6 cos > é ss: Pi Beos b= 


Inoltre, evidentemente, 9’ = @ sicche Ja (12) diviene: 


post = Bleog eow) + (i — sin 9 sin pcos @) — 
C1 -- B cos 9) (1 — B cos ) 


Nel caso generale la (10) viene poi sostituita dalla relazione analoga 


y2 18) it oe 6? 
4) fie (1 =e cos v) 


(i )ran.cos/0 == 


Sostituendo infine nella (8) i yalori di cos 0’ e 7’? dati rispettivamente 
dalla (13) e dalla (14) si trova la formula cercata per V’intensita della luce 
diffusa. 

Questa formula viene molto a semplificarsi nel caso in cui B sia abba- 
stanza piccolo per pea trascurare il quadrato (di fronte all’unita). Si 
ottiene allora in base alla (13). 


Coe cose Gf LL ants? Oe G 00s Orla Nees moe 
(1 — (6 eos-0)? (Tacos 
e la (8) diviene: 


ie ca e+ . I 1 + cos? 6 
C5): hs chm? 7 (1 —Bcos v)§ | 2 


(1) V. Laug, loc. cit. 


B (cos § + cos) (1 + cos 6)! 


Saye Soar 


Volendo lespressione dell intensita effettiva I* di una radiazione diffusa 
comunque, bastera tener presente la (1) e la (2) ed osservare che Ici ¢ 
data dall’espressione precedente (15), mentre vi ¢ data dalla (3). Si trova 
cosi 

et (1 — Bcost)-3 I + cos? 6 


eva eile red aha, oe Ne | ee ee 
(16) c+ m? 72 [1 —Bcosp + «(1 — cos 6)]3 2 


— B (cos $ + cos ¥) (1 + cos 6). 


Nel caso dell’elettrone in quiete 8 = 0, e quindi 


e+ I i cos? §- 
(27) [es BUR ante th dine leh Soong ea EOS 
c+m?r? [tr + a(1 — cos 8)}3 2 
che é la nota formula data da Breit “. 
Ponendo invece «= 0 Si Ottiene: 


(= 6 cos p)-* je cos? 


e+ 


: s 
(CYT 


(18) I*=Ta=1 : 


— 6 (cos? + cosy) (1 + cos 6)| 


la quale esprime Vintensita della radiazione diffusa da un elettrone in moto, 
nel caso delle grandi lunghezze d’onda (luce visibile ed onde hertziane). 
E naturale che se la diffusione avviene su un gran numero di elet- 
troni mobili con velocita diverse, una radiazione originariamente monocro- 
matica dara luogo ad una riga espansa (e spostata rispetto alla riga ecci- 


tatrice). 
Il calcolo di questo spostamento, insieme al calcolo della larghezza 


della riga diffusa, formera oggetio di una prossima Nota. 


(1) «Phys. Rev.», 27, 366 (1926). 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI 


See 5 2) ofa 


Fisica. — Swi circuiti che hanno una capacita in parallelo 
su un diodo in saturazione. Nota di C. Det, presentata dal 
Socio A. Lo Surpo. 


1. In lavori precedenti *) ho avuto occasione di studiare i circuiti 
elettrici che si ottengono inserendo nei circuiti elettrici comuni un diodo 
in modo che esso rimanga nella fase di saturazione. A tale uopo si utiliz- 
zava una forza elettromotrice pulsante del tipo E = E + E, senwt ove la 
f. e. m. E era dovuta ad una batteria di piccoli accumulatori e la f. e. m. 
E,-senot era quella esistente agli estremi del secondario di un trasformatore. 

Come mostro il prof. Lo Surdo%) Ja intensita che attraversa il diodo 
nella fase di saturazione € rappresentata con molta approssimazione da una 
relazione lineare del potenziale V esistente fra placca e filamento: 


eV eo 


ove j e K sono costanti che dipendono dalla temperatura del filamento 
K el 4 
mentre il loro rapporto « = ae per una data valvola termoionica, ne é 


indipendente. Col variare della temperatura T la 7 = j (T) varia rapidamente 
seguendo la legge di Richardson. 

Tenendo conto di cid furono esaminati i due casi: 

I° circuito avente in serie, una self L, una resistenza R, il diodo 
threo. fem: 

2° circuito uguale al precedente ma avente in pit in parallelo sul 
diodo Ja capacita C. 

Mentre i risultati teorici del primo caso li sottoposi ad una verifica 
sperimentale, il secondo caso lo trattai solo teoricamente. Scopo di questa 
Nota & soprattutto di verificare sperimentalmente i risultati salienti relativi 
al secondo caso; ed inoltre é data anche una interpretazione sia ricorrendo 
alla nota rappresentazione geometrica delle grandezze sinusoidali, sia al 
calcolo simbolico. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 22 settembre 1932. 

(2) C. Det, La fase della corrente di saturazione termoionica in un circuito a tensione 
pulsante, «R. Acc. Naz. dei Lincei», 1928; Sui circuiti con valvola termoionica in satura- 
xione derivata su un condensatore, «R. Acc. Naz. dei Lincei», 1928. 

(3) A. Lo Surpo, La corrente di saturazione delle valvole termoioniche, («R. Acc. 
Naz. dei Lincei»; fase. 5, marzo 1927). 


Soar Ae 
2. La fig. 1 rappresenta schematicamente la disposizione adoperata. 
L’autoinduzione L era rappresentata dai secondari di due rocchetti di 
Rumkorff posti in serie ed il suo valore era circa 800 Henry. La resistenza 
ohmica totale R (somma della resistenza ohmica dei rocchetti e di altra 
resistenza R’ non induttiva e regolabile) era circa 50000 Ohm. L’ampiezza 
E, era circa 700 Volta ed E circa 2400 Volta. A era un milliamperometro 


che indicava Vintensita media attraversante il ramo principale; I era un 
interruttore che serviva al momento opportuno ad inserire la capacita 
C® in parallelo sul diodo K @). 

Studiando questo secondo caso ‘3) furono trovate le espressioni seguenti 
delle intensita 7,7, ,7, del circuito principale e dei rami derivati: 


I = 
ice pas | “easton p ERS 
(1) pe + AE A AT RES 
rit V(CR+1K)-@? + [o? LC — (1 + KR)P 
oa 
I = 
aim 5 
(2) i,= = + Dienene nes 22 ne eee ee eee 
Ral V(CR+LK)-o + [or LC — G+ KR)F 
K 
(3) Ly = > send SORA ESE Bice: See * COS (ot = a) 
V(CR + LK)?- w? + [w? LC — (1 + KR) 


(1) Furono adoperati e trovati ottimi allo scopo i condensatori fissi Manens della 
ditta Ducati di Bologna. 

(2) Il diodo adoperato ¢ MR 4 n. 623. 

(3) Cfr. pag. prec. (2), Nota II. 


>) 
ove: K*) 
Co + feo.( Co? 4s 
(4) OK oR Cae 
Pie is (CREAT BY Mae 
(s) ets Rhee Le 


a4 “i bag! : ; 
Come gia osservammo secondocht K= 2wL si deduce che esistono 


due valori C, e C, distinti o coincidenti della capacita che rendono l’in- 
tensita totale i in fase con la f. e. m. E, sen wt: 
1 yr (2 caky 1 +/1—(2LoKy 

2 Lw? 2 Lw? 


(6) — jtenkaaes 

E appunto il fatto singolare della esistenza dei due valori C; , C, della 
capacita che vogliamo mettere in evidenza col dispositivo della fig. r. 

Per studiare la differenza di fase fu adoperato un oscillografo della 
Western a catodo incandescente nel quale il sottile fascio elettronico col- 
Yausilio di un opportuno campo anodico era costretto a passare fra una 
coppia di placche parallele e poi fra un’altra coppia ad angolo retto rispetto 
alla prima. 

L’anodo dell’oscillografo (non rappresentato in figura) veniva collegato 
con una placca di ciascuna delle due coppie ed al tempo stesso con le 
estremita a comune delle resistenze R’, R’. Percio ponendo in comuni- 
cazione il contatto scorrevole N’ della resistenza R’ con la placca libera 
della coppia Py si otteneva fra queste due placche un campo elettrostatico 
proporzionale alla intensita 7 traversante il circuito. Ponendo invece il con- 
tatto scorrevole N’’ della resistenza R’’ (posta in derivazione sul secondario 
del trasformatore) in comunicazione con la placca libera della coppia Px 
si otteneva fra quest’altra coppia di placche un campo elettrostatico pro- 
porzionale al potenziale istantaneo esistente alle estremita del trasformatore. 

Cosi facendo, quando linterruttore I era aperto, si notava sullo schermo 
fluorescente dell’oscillografo una ellisse pit o meno schiacciata a seconda 
della minore 0 maggiore accensione del diodo K (e quindi a seconda del 


Laer 
ares 
. : - ene oe. a . 
valore minore o maggiore della intensitt media 7 = ———— che era mi- 
I 
Re 
K 


surata da A), 
Nella esecuzione pratica riusci utile inserire una piccola batteria B’ in 
guisa da eliminare fra le placche Py tutta od in parte la deviazione elet- 


I ne 
— +E 
3 an case 
trostatica dovuta alla parte costante di i | ossia ———— —7]- 


I 
R+ 


ane W dan as 
3. Tenendo costante la intensita media fornita da A, la piccola ellisse 
ottenuta sullo schermo dell’oscillografo subiva delle modificazioni col variare 
della capacita C. Tali cambiamenti furono trovati essere d’accordo con 
quanto € prevedibile dalle formule (1) e (4). Difatti ponendoci nelle con- 


dizioni che sia soddisfatta la diseguaglianza — >> 2 Le non solo si trovano 


K 
due valori della capacita C, e C, in corrispondenza ai quali la ellisse degenera 
in una retta, ma si trova anche che l’ampiezza Py aumenta coll’aumentare 
Eo+)K? + C? w? 
(CR + LK): w? + [o? LC — (¢ + KR)P 


nelle condizioni e dati di queste esperienze. 


sa feg. 3 fig 


Col crescere di C in principio (cioé per piccoli valori della capaciti) 
si trova che Iellisse si schiaccia sempre pit sino ad avere una retta, poi 
ritorna ellisse (con una Py maggiore), poi di nuovo retta (con una Py 
sempre maggiore) e finalmente ellisse che per grandi valori di C si avvi- 
cina alla forma del cerchio. 


ve : G 


(= Hoo, C= £0.00 pepe 


Le figg. 2, 3, 4, 5, 6 rappresentano queste successive condizioni nel 
caso che 7=17 m. a.; precisamente furono fatte delle fotografie delle 
diverse ellissi ottenute sullo schermo dell’oscillografo (i valori delle capacita 


di C come vuole lespressione 


ee a 


ane kaos 


sono indicati sotto ogni figura) e siccome le negative riuscirono assai 
deboli, con della carta trasparente furono fatti dei calchi fedeli il pit 
possibile. { 

Come si vede i valori C, e C, ottenuti sperimentalmente in quelle 
condizioni di intensita media, risultarono approssimativamente 


Ci 0.3 KOT Parad 


Creates » 


Siccome la frequenza della corrente alternata era di circa 46 periodi 
al secondo, il valore sperimentale di K che si ottiene (per 7= 17 m. a.) 
risulta : 


(7) K =oJC,-C, © 1.66- 10-* 


al quale corrisponde il valore ~ 10-4 del\a costante caratteristica « de 
diodo adoperato 

La sensibilita dell’oscillografo ¢ la seguente: 11 mm. di deviazione per 
10 volt di differenza di potenziale fra le placche. Ci siamo posti in condi- 
zioni che l’ellisse immagine sulla lastra fosse uguale all’ellisse oggetto. 
Inoltre le fotografie qui riprodotte sono state stampate in grandezza natu- 
rale. Si noti la leggera deformazione delle varie ellissi. 

Possiamo ora in base ai valori sperimentali di K e L calcolarci sia 
Yampiezza I, della parte variabile di i, sia i valori di tg® per vari valori 
della capacita C. Otteniamo cosi la tabella seguente (ove R’ = 4000 Q): 


y Diserenes di || Deviazione mas- 
: Ey Wiese potenziale mas-|| sima in mm., 
C() tg ® (7) lo - —— ~ Ee sima fra le due || nelladirezioney, 
V(CR+ LK)? m?+[@? LC—(1+KR}]? placche || misurata sulla 
Py (= R’ Io) lastra 
J 
| 
oO & 3.5+10-1 ‘~ 1073 4 volta || ©8.8/2=44 
= | 
3000 py. F | © 3.0- 10-2 & 1.35 + 10-3 Se ae & 12/2=6 
6000 py. F | © 2-10-1 & 2.02 + 10-3 Sle Ie | 17.5/2=87 
11000 py. F | © 9- 10-2 & 3.88 - 10-3 RhsGaeee> 2342 = 17 
50000 pu F | © 2.8 & 4.06 - 10-3 TG s2jee > © 37/2= 18.5 


(1) In tutte queste misure @ stata trascurata la capacita propria del diodo poiché in 
genere @ piccolissima. 

(2) I valori di tg @® calcolati colla (4) e corrispondenti a C; e C, non risultano nella 
tabella esattamente uguali a zero: ma questo non deve meravigliare affatto perché sia il valore 
sperimentale di L e sia i valori sperimentali di K,w,E.,R sono certamente affetti da 
errori e sarebbe assurdo pretendere in generale che tali errori si compensassero a vicenda 


a 
a 


iy eae ae 


Come si vede i valori dell’ultima colonna sono praticamente propor- 
zionali ai valori corrispondenti della penultima colonna ed in pit sono anche 
uguali ai valori che sono da prevedersi tenendo conto dei dati relativi alla 
sensibilita. In conclusione quindi nella tabella precedente i dati sperimentali 
concordano bene coi dati teorici. 


4. Facciamo ora vedere come per mezzo della nota rappresentazione 
geometrica delle grandezze sinusoidali si riesca a provare, in modo facile, 
che esistono due valori della capacita che rendono nulla la differenza di 
fase ®, 

Dato che il caso € analogo, esaminiamo la disposizione rappresentata 
nella fig. 7 (ove in luogo del diodo della fig. r vi & una resistenza r“)). 
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Dette 1,7, ,i, le intensita nel circuito principale e nei rami derivati 
si avra se la f. e. m. € E=E, senat: 


: Gee re a, eT 
8) Pe ape a ef ae 
fj areas er 
dt 


Derivando la prima relazione rispetto a t, si trova con facili operazioni 
(dopo aver tenuto conto che 7 = 7, -+ 12): 


24 ‘ di 
E, sen wt + E, Cra cos wt = CLr = + (L + CRr) =. +(R+ r)i. 


Affinché quindi i sia in fase con E cioé sia del tipo I,-sen wt (siccome 
deve essere soddisfatta anche la precedente relazione) devono essere soddi- 


sfatte le due relazioni seguentt: 
Ep = 1, [(R + 1) — LrCo?] 
(5) feet 


(1) Abbiamo gid osservato nelle precedenti Note che il diodo si comporta in satu- 


oT OAS oe 
Eguagliando i secondi membri si ottiene la relazione seguente (cui 
deve soddisfare la capacita) 


pe opiscapiet gees 
(10) —C+ L(co +4)- 


la quale @ analoga a quella che si ha eguagliando a zero il numeratore di 
te® in (4). 

Dalla (10) si vede quindi analiticamente che esistono due valori C, e 
C, che rendono nullo I’angolo di fase ® 

Vogliamo ora vedere la stessa cosa per via geometrica: a tale uopo 
facciamo Ja rappresentazione grafica nella ipotesi che 7 sia in fase con E. 
La seconda delle relazioni (8) puo scriversi 


dt 


(Eos IoRK).sen Ora Eb 7 


+47. 


— 
Se il 1° membro é rappresentato dal vettore OM di grandezza E, —I1,R 
pp of 


; mg : 
(cf. fig. 8), il vettore NM normale ad esso e di grandezza LwI, rappresentera 


Fig. 8. 
di Reale Se ee Pie 
L ap Percio il vettore ON di grandezza IJ,r rappresentera i, r = rouie dt . 


- . . . . =o = =. . 
Nella fatta ipotesi i vettori OI, OL, , OL, (di grandezze ordinatamente 
I, ,1,, Cr 1, @) rappresentino rispettivamente i , i, ,i,. Sia ¥ Pangolo MON. 


razione come una resistenza ohmica r= KR I risultati sono quindi analoghi a quelli 


che si Possono ottenere in un circuito come quello della fig. 1 quando in luogo della lam- 
pada si sostituisce una resistenza ohmica. Allora non occorre che la f. e. m. sia pulsante 
ma basta (fig. 7) che sia semplicemente alternata. 


aie a 


ie ROE ee 
Dall?esame dei triangoli OMN , OI, I abbiamo fra V’altro le relazioni 
seguenti : . 
Gri, oss ]y te 
Lol, =IIrsen¥ 
Toe rLacosaha 


Dalla prima si ha 


(11) te P= Ur a 


e moltiplicando membro a membro le ultime due: 


(12) —-=senWcos¥. 


ry 


Nella fatta ipotesi deve dunque essere soddisfatta la relazione (12). 


; : 3 Lew I , 
Ora si vede chiaramente (fissando L,w, 7) che quando —— =— sussistono 
r 


= 


certamente due valori V,,‘¥, dell’angolo Y complementari soddisfacenti 
alla (12); per la (11) esistono dunque corrispondentemente due valori C, , C, 


ay. Ne iat 
della capacita che rendono lai in fase con E. Siccome tg ¥, = si ha 
to, 
I 
Cire =. 

Cafe 
ossia 
(13) CC. = 

Ga 


la quale e analoga alla relazione (7) del diodo. 


5. Vogliamo infine terminare mostrando come il calcolo simbolico permetta 
di trovare la relazione cui deve soddisfare la capacita afhnché 7 ed E siano 
in fase. Per questo basta chiederci quali sono Je condizioni alle quali deve 
soddisfare il tratto di circuito MNP (fig. 7) perché si comporti come una 
resistenza senza reattanza. 

Ora le reattanze simboliche di piu sistemi di conduttori in serie si 
sommano; percio saremo sicuri che quelle condizioni saranno soddisfatte 
quando la reattanza simbolica jLw (ove j rappresenta qui l’unita immagi- 


(1) L’analoga di (11), nella fatta ipotesi, pel diodo é tg ¥ = a la quale si pud 


ottenere con calcolo diretto dalla espressione generale (5) di tg ‘W (tenendo conto che 
deve essere —C +L (C2? + K2) = 0). 


naria) della parte MN del circuito & uguale e contraria a quella del sistema 
NP formato dalle due parti in parallelo (condensatore e resistenza). Ma un 
sistema di conduttori in parallelo presenta una ammittanza simbolica uguale 
alla somma delle ammittanze dei diversi rami. Percid nel caso nostro se 


! I 

Voperatore [P] rappresenta l’impedenza simbolica del sistema NP, allora [P| 
ore : : ifs : 

rappresentera l’ammittanza simbolica del medesimo. E siccome lammittanza 


ec 
del ramo presentante resistenza € — e quella deli’altro ramo che contiene 
F 


il condensatore ¢ jC (poiche Pimpedenza é a si avra: 
“@ 


I I 5 


[P| 
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da cui 


i ; F : ee i 2 a oe , 
La reattanza simbolica del sistema NP ¢ quindi SBE eas percio 
t+ C2 @? 7? ” i 
per losservazione iniziale, afhnche @ sia zero, occorre che sia 
jCor 
Te Lo = ————_. 
G4) J I + C? @? 1? 


dalla quale uguagliando i coefhcienti dell’immaginario si arriva appunto alla 
telazione che si ottiene uguagliando a zero il numeratore di (4) dopo aver 


tee ae 
posto pe in luogo di K. 
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Chimica (Chimica-fisica), — Ricerche sul comportamento delle 
muscele di ossido di xinco e di cloruro di zinco anidro ad alta tem- 


peratura™, Nota di A, Ferrari e G, TrampeErti, presentata ” 
dal Socio G. Brunt. 


Abbiamo gia ricordato, in altro lavoro ©), la grande discordanza che pre- 
sentano i valori del punto di fusione del cloruro di zinco determinati dai 
diversi autori. Infatti dal valore di Griinauer“) (365°) a quello di Hampe 6) 
(259°) intercorrono ben 115 gradi, differenza enorme anche in relazione al 
fatto che si tratta di temperature relativamente basse, 

Il punto di fusione del cloruro di zinco é stato oggetto di molti lavori, 
anche recenti), tra i quali quello citato di Griinauer e di ben 85 pagine. 

Tutti coloro che ebbero occasione di lavorare col cloruro di zinco 
sono d’accordo nell’ammettere la grande difhcolta di ottenere cloruro di 
zinco perfettamente anidro. Tuttavia non riesce facilmente comprensibile 
come quantita estremamente piccole di cloruri basici, possano avere un’in- 
fluenza tanto grande sulla temperatura di fusione del cloruro, quanto appare 
dalle ricerche di diversi sperimentatori. Infatti, ammettendo come esatto il 
valore di Griinauer (365°), da quello di H. Bassett e L. Bedwell (315°) corri- 
spondente ad un cloruro di zinco leggermente impuro di sale basico (0,18 °/. 
di Zn(OH),), si dovrebbe concludere che basta questa quantita estremamente 
piccola di idrato nel cloruro per abbassare la temperatura di fusione di 
quest’ ultimo di ben 50 gradi. Questa quantita di idrato corrisponde ad un 
contenuto in acqua del 0,032°/, e ad un minor percento di cloro del 0,06 
valori dell’ordine di grandezza degli errori sperimentali, tenuto conto anche 
dell’estrema igroscopicita del cloruro di zinco. 

Per indagare quale influenza abbia l’ossido di zinco sul punto di fu- 
sione del cloruro abbiamo voluto esaminare dal punto di vista termico il 
comportamento delle miscele di ossido di zinco e di cloruro anidro di zinco. 

Il cloruro di zinco impiegato nelle nostre ricerche proveniva dalla di- 
sidratazione, in corrente di acido cloridrico, del cloruro di zinco puro, fuso 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Nella seduta de] 1° novembre 1931. 

(3) Questi «Rendiconti» (6) XII (1930), 673. 

(4) «Z. anorg. Ch.», 39 (1904), 402, 403, 441. 

(5) «Ch. Ztg.», rr (1887), 846. 

(6) H. Basser e W. L. Bepwett, « J. Ch. Soc. », 1931, 2479. 
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in cannelli, della ditta C. Erba. L’analisi di,esso, dopo questo trattamento 
ci ha dato il seguente risultato: 


trovato calcolato 
ZANCO 47595 47,96 
cloro 51,96 52,04 


Il punto di fusione di questo cloruro di zinco, determinato col solito 
dispositivo da noi usato nello studio di alcuni sistemi “) fra cloruri ed im- 
piegando una coppia termoelettrica, platino—platino-rodio tarata col benzo- 
fenone (punto di ebollizione 305,5°) & risultato 304°. 

Le fusioni delle miscele sono state fatte col dispositivo sopra ricordato 
sostituendo alla corrente di acido cloridrico quella di azoto depurato, prima 
facendolo gorgogliare attraverso colonne contenenti ammoniaca e trucioli di 
rame per trattenere l’ossigeno, poi attraverso acido solforico diluito che 
assorbe i vapori ammoniacali ed infine nell’acido solforico concentrato allo 
scopo di disidratarlo perfettamente. 

La temperatura di fusione dell’ossido di zinco recentemente determinata 
in 1975 = 25°) operando sotto pressione non pud naturalmente essere 
raggiunta nelle nostre esperienze perche il cloruro di zinco bolle a 720°. 

_ Le miscele lasciate fuse anche per un tempo abbastanza grande (piu 
di dieci ore) mostrano sempre |’ esistenza di uno strato fuso sovrastante e 
di un residuo solido verosimilmente di ossido di zinco. Dopo solidificazione 
le due parti si possono separare in modo netto. 

Abbiamo analizzato lo strato sovrastante che corrisponde ad una massa 
perfettamente omogenea proveniente dalla solidificazione della fase liquida. 

Anche nelle miscele rimaste fuse fino a 14-15 ore e contenenti forti 
percentuali di ossido di zinco Ja quantita di questo che si ritrova nello strato 
superiore e che quindi corrisponde alla parte di esso che sié disciolta, é 
sempre inolto piccola e non supera mai il 5 °/,. Le curve di raffreddamento 
di tutte le miscele presentano un arresto alla temperatura di circa 240° che 
sta ad indicare l’esistenza di un eutectico a questa temperatura. 

L’impossibilita di ottenere a pressione ordinaria miscele fuse con qua- 
lunque proporzione di ossido di zinco non permette di stabilire se questo 
eutectico abbia luogo tra l’ossido di zinco ed il cloruro, oppure tra il clo- 
turo ed un’eventuale ossicloruro. A questo proposito gli elementi che ab- 
biamo potuto raccogliere in queste ricerche starebbero a dimostrare la non 
esistenza di ossicloruri di zinco anidri. 

Infatti in appoggio a questa ammissione sta il fatto che Lossicloruro 
di zinco idrato (che si ottiene portando a secco una soluzione al Sor raid 


(1) Questi «Rendiconti» (6) VI, 849. 
(2) BunTING, « Jour. Amer. cer. Soc. », TB, (1930) ns. 
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cloruro di zinco saturata di ossido), portato ad alta temperatura (750°), dap- 
prima fonde dando un liquido perfettamente limpido, poi va segregando un 
residuo solido verosimilmente di ossido di zinco. Dopo 14 ore di riscal- 
damento a 750°, la massa fusa sovrastante il residuo presenta la composi- 
zione 96,18 °/, di ZnCl, — 3,82°/, di-ZnO. Si vede cosi che anche par- 
tendo dall’ossicloruro si giunge per fusione ad un prodotto di composizione 
all’incirca coincidente con quella della fase liquida che si ottiene riscaldando 
Vossido di zinco col cloruro di zinco fuso. Questo prodotto non corrisponde 
verosimilmente ad un ossicloruro, ma rappresenta soltanto il limite di so- 
lubilita dell’ossido di zinco nel cloruro all’atto della sua solidificazione. 

La non esistenza di ossicloruri di zinco anidri starebbe in accordo col 
fatto che finora, ad eccezione del composto 2 ZnCl,+ 11 ZnO © Gl cui rap- 
porto € gia cosi complicato da renderne dubbia l’esistenza) non si conoscono 
ossicloruri anidri. 


Riassumendo: L’ossido di zinco presenta una piccola solubilita nel clo- 
ruro di zinco fuso, questa solubilita non pare superare il 5 °/, molecolare. 

Si dimostra poco verosimile l’esistenza di ossicloruri di zinco anidri. 

Gli ossicloruri idrati si decompongono nella fusione in ossido e clo- 
ruro di zinco. 


Biologia (Embriologia sperimentale). — Primi risultati del 
metodo combinato: suscettibilita differenziale e colori vitali, nello svi- 
luppo degh Anfili®. Nota‘ di C, Guarescat, presentata dal Socio 
F. SILVESTRI. 


Esistono oggi vari metodi che si propongono di studiare i pit. complessi 
fenomeni biologici dello sviluppo degli esseri. 

Fra tali metodi uno ¢ quello della suscettibilita differenziale, col quale, 
agendo sugli embrioni in via di sviluppo con i pil svariati agenti (sali, 
tossici, caldo, freddo, corrente elettrica, ecc.) si studiano le deviazioni dallo 
sviluppo normale che gli embrioni, e le varie parti degli stessi presentano, 
e da tali deviazioni si tende a risalire alle cause che producono il normale 
sviluppo; un altro e quello degli organizzatori, con tanto successo applicato 
dallo Spemann e dai suoi allievi, specialmente dal Mangold; un terzo infine 
é quello, esteso specialmente per opera del Vogt, della colorazione di piccole 
zone del germe, onde meglio seguirne il divenire. 


(1) SorpELtt, « Anales. Soc. quim. Argentina», 2 (1914), 97, C. A. (1915), 3185. 

(2) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Anatomia ed Embriologia comparate della Regia 
Universita di Roma, con fondi concessi dal Consiglio Nazionale delle Ricerche. 

(3) Pervenuta all’Accademia il 21 settembre 1932. 
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E noto come i risultati scaturiti dagli ultimi due metodi siano qualche 
volta discordanti fra loro: non @ perd da dubitare che le ricerche che in 
ogni parte del mondo si vanno eseguendo, riusciranno a conciliare i dati 
discordanti e a valutare sempre meglio il valore dei due metodi di lavoro. 

Per consiglio del mio Maestro prof. Cotronei sono stato indotto a 
vedere quali risultati possono dare |’uso contemporaneo di due di questi 
metodi di studio: quello della suscettibilita differenziale e quello dei colori 
vitali. Ho in tal modo ripreso le ricerche ¢condotte parecchi anni or sono dal 
Cotronei sullo sviluppo degli Anfibi, studiato mediante l’azione dei sali di 
litio ®, 

Tale unione, avendo gia dato ognuno dei due metodi buoni frutti non 
poteva non riuscire ad ottimi risultati, e mentre permetteva un controllo e 
una verifica dei singoli metodi, per la natura stessa del procedimento adot- 
tato mi dava il modo di compiere un’analisi assai pitt minuziosa di molti 
problemi dello sviluppo embrionale. 


Il metodo che fu poi detto della suscettibilita differenziale, gia in opera 
da molti anni per lo studio dello sviluppo dei Vertebrati (Morgan, Jenkin- 
son, Stockard)  & stato adoperato (Cotronei, Bellamy) ‘) per la verifica della 
teoria del gradiente assiale di Child. 

Non € qui il caso di esporre le idee di questi vari Autori in proposito, 
née i concetti del Cotronei sulla valutazione da dare nello studio dei fattori 
morfogenetici dello sviluppo ai concetti di tempo e di ]uogo per lo sviluppo 
dei singoli abbozzi, anche se queste idee del Cotronei sono state dimenticate 
da alcuni Autori. 

Le teorie del Child anche sono state attaccate, ma nemmeno di questo 
pOsso Occuparmi in questa Nota, lo scopo della quale & di portare anche 
pel gradiente assiale nuovi elementi di studio con nuovi risultati sperimen- 
tali. Solo cosi, io penso, sari possibile introdurre nella valutazione delle 
questioni elementi obbiettivi, ed ¢ questo che é necessario, in luogo di inu- 
tili discussioni puramente verbali, per far progredire l’argomento. 


I primi risultati ottenuti gid permettono di vedere quale possa essere 
il valore del metodo: alcuni fatti, che possono presentarsi non privi d’in- 
teresse sono gia stati messi in evidenza. 

Mentre lo Stockard ed il Cotronei operavano sulle zone pid suscettibili 
un’azione tale che, se le inibiva e le deviava dal loro normale sviluppo, 


(1) Corronel, « Arch. It. de Biol. », 1921, t. LXXI; «Rend. R. Acc. Lincei», 1922, 
vol, XXX], 


(2) Per tutte le indicazioni bibliografiche dei lavori antecedenti al 1922 e qui non 


riportate, vedi: Corronel, Ric. di Morf., 1921, vol. Il e «Rend. R. Acc. Lincei », 1922, 
vol. XXXI. 


(3) Bettamy, « Am. Journ. of Anat. », 1922, vol. 30. 
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peraltro non produceva una se pure parziale citolisi, per cui le anomalie 
non si dovevano interpretare, secondo il Cotronei, come distruzioni ma 
come fenomeni di inibizione, il Bellamy, con azioni pit forti provocava la 
morte cellulare e quindi la necrosi delle zone pit: sensibili. 

Io ho cominciato agendo con quest’ ultimo metodo sulle gastrule in 
cui il tappo vitellino & gid ben delimitato e un po’ impiccolito, cid che 
indica che il processo di gastrulazione é in atto, ed ho cosi riconosciuto 
le zone pil suscettibili; come controprova le ho colorate col metodo di 
Vogt, prima del trattamento con la soluzione m/1o di LiCl (che é il 
solo sale che ho finora adoperato); infine, dopo la colorazione come nel 
caso precedente, ho agito pit blandamente col metodo usato da Stockard 
e da Cotronei, ottenendo la sola inibizione delle zone che pil risentivano 
delazione del LiCl. Ho potuto cosi provare che queste zone sono quelle 
che effettivamente danno gli occhi e le parti encefaliche precordali, delimi- 
tate dal Cotronei. 

In questa Nota tratto solo di alcuni fra i risultati pit caratteristici 
ottenuti. 


In varie esperienze, riportabili a quella riprodotta nella fig. 1, embrioni 
trattati per lungo tempo con una soluzione m/1o di LiCl] (24% a 25°) pre- 
sentano punti di necrotizzazione in una zona compresa fra i 20° e gli 85° 
dal centro del blastoporo. Da questa zona, o almeno da parte di essa, come 
vedremo nella seconda esperienza descritta, si sviluppera l’encefalo precor- 
dale e in essa, in questo momento, non é in atto alcun processo di diffe- 
renziazione. Solo con un trattamento piu prolungato, seppur di poco, com- 
pare una seconda zona necrotica in corrispondenza del labbro dorsale del 
blastoporo. Cid dimostra che nello stadio gastrulare esiste una zona di alta 
suscettibilita che corrisponde, come confermeranno le esperienze successive, 
alla regione di formazione dell’encefalo precordale e degli occhi. 

La coordinazione del metodo della suscettibilita differenziale con quello 
dei colori vitali doveva servire, come ho accennato in principio, a dimo- 
strare se la zona che l’esperienza precedente indica come la pili suscettibile, 
fosse effettivamente quella di cui si sviluppano le parti (encefalo precordale, 
occhi) che nelle esperienze di Cotronei si dimostrano pit inibite. Naturalmente 
esso valeva ancora per una valutazione obbiettiva dei risultati di Vogt e 
della sua scuola. 

A questi scopi serve il secondo gruppo di esperienze che descrivo, il 
quale inoltre, se ce ne fosse ancora bisogno, dimostra anche la duplicita 
dell’abbozzo oculare. 

In questo secondo gruppo di esperienze ho ottenuto un caso somma- 
mente dimostrativo, in cui un embrione di Rana esculenta in fase gastrulare 


(1) Vocr, « Arch. f. Entw. mech. », 1929, Bd. 120. 
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& stato colorato col metodo di Vogt, in modo che la parte destinata a dare 
gli occhi e la zona del chiasma (compresa fra i 60° e gli 80° dal centro 
del blastoporo) fosse bleu ai due lati (Bleu Nilo solfato) e rossa al centro 
(Rosso neutro). Dopo trattamento per 7° a 26°-27° con soluzione m/10 
di LiCl, il risultato é quello mostrato dalla fig. 2. L’embrione si € svilup- 
pato ciclope, ad alto grado di inibizione; l’occhio ¢ bleu, il pavimento del 
diencefalo, ridotto, ¢ rosso. 


es. Feu 
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Fig. I. Fig. 2. 


La zona diencefalica intermedia agli abbozzi oculari, per quanto possa 
essere magari ridotta, non é quindi sparita né ha cambiato destino. Essa 
& solo pit piccola per l’inibizione delle sue cellule prodotta dal LiCl; nella 
sua inibizione risiede la causa del mancato allontanamento degli abbozzi 
oculari, che hanno potuto percio, crescendo, venire a contatto e fondersi 
ventralmente ad essa. La mancanza di spazio, dovuta alla formazione del 
« Cervello massiccio » (Cotronei) “) ¢ la causa che ha prodotto la mal- 
formazione in esame. : 

Il tutto € quindi da ricondursi a processi d’inibizione della zona destinata 
a dare lencefalo precordale. 

Queste due esperienze sono gia sufficienti a dimostrare come oltre 
alla zona del blastoporo esista nella gastrula in formazione un’altra zona 
ad alta suscettibilita formata dall’ectoderma che si trova ad una certa di- 
stanza dal blastoporo e pit rivolto verso il polo animale. 

Da questa zona si svilupperanno Vencefalo precordale con gli occhi; 
questa zona quindi gid precocemente delinea la regione nervosa pit cefalica. 

Ammettendo, come é logico che le zone pit suscettibili siano quelle 
a pil elevato metabolismo, siamo portati a concludere che esiste, gia nella 
giovane gastrula, una zona ad alto metabolismo, distinta da quella inerente 


(1) Va ricordato che nelle interessanti ricerche sulla ciclopia degli embrioni al litio 
degli Anfibi il Leplat aveva gia notato la formazione di Cervelli « massifs». 
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al blastoporo e che pud essere omologata con la parte cefalica del gradiente 
di Child. 

Ricordo anche che le mie esperienze concordano perfettamente quanto 
a localizzazione del sistema nervoso e degli abbozzi oculari con quelle di 
Vogt, della Manchot “:) e di Woerdermann @), e, quanto alla duplicita degli 
abbozzi oculari stessi con quelle di Spemann), di Cotronei e di Woer- 
dermann. 

Riassumendo: Le ricerche sopra esposte dimostrano che il metodo com- 
binato suscettibilita differenziale-colori vitali da me usato si manifesta uti- 
lissimo per lo studio di molti problemi embriologici. Dalle prime esperienze 
eseguite sorgono gia prove atte a illuminare alcune questioni quali quella 
riguardante la suscettibilita e la localizzazione della zona neurale cefalica, 
della origine pari degli abbozzi oculari, della ciclopia come fusione di due 
abbozzi ottici distinti, dell’influenza causale dell’inibizione encefalica e del 
destino del terzo mediano anteriore della piastra neurale. 

Con queste ricerche si sono anche potute distinguere due zone di su- 
scettibilita: una, che si potrebbe chiamare di 1° grado, pili cefalica ed una 
di 2° grado, in rapporto col blastoporo e ben distinta dall’altra. 


Biologia (Embriologia sperimentale). — Sul comportamento 
dell abbozxzo0 oculare espiantato di Anfibi. Esperienze di fusione e re- 
golazione“, Nota) di T. Perri, presentata dal Socio F. Sit- 


VESTRI. 


Studiando col metodo dei trapianti |’ autodifferenziamento di un abbozzo, 
rimane sempre il dubbio se i fattori che lo determinano siano tutti insiti 
nell’abbozzo stesso, ovvero se siano da attribuirsi, almeno in parte, all’em- 
brione ospite. I metodi usati, per evitare siffatto dubbio nell’interpreta- 
zione dei risultati, sono diversi: tra questi quello dei trapianti xenoplastici, 
che puo servire solo per alcuni problemi. Un altro metodo, usato negli 
Anfibi da molti Autori, ¢ quello di espiantare in mezzo adatto, sopratutto 
in soluzione salina e particolarmente in quella di Ringer, l’abbozzo in esame 
(Ekman, 1920-1924; Stohr, 1924-1926; Filatow, 1926; v. Ubisch, 1927; 
Gorttler, 1928; Bautzmann, 1929; Holtfreter, 1931; Erdmann, 1931;...). 


(1) Mancsor, «Arch. f. Entw. mech.», 1929, Bd. 116. 

(2) WOERDERMANN, « Arch. f. Entw. mech.», 1929, Bd. 116. 

(3) SpEMANN, «Zool. Jahrb. (Abt. All. Zool. u. Physiol.) », 1912, Bd. 32; Ib., 1912 
(Supp. 15). ie 

(4) Ricerche eseguite nell’ Istituto di Anatomia ed Embriologia comparate della Regia 
Universita di Roma, coi fondi concessi dal Consiglio Nazionale delle Ricerche. 

(5) Pervenuta all’Accademia il 21 settembre 1932. 


RENDICONTI, 1932, Vol. XVI. 24 


Una condizione, che consideravasi indispensabile per la sopravvivenza 
del pezzo, ¢ che esso sia interamente rivestito da presunta epidermide ; 
tuttavia questa condizione, dopo le recentissime ricerche dell’ Holtfreter, non 
avrebbe pil un valore assoluto. 

Per l’argomento della presente Nota, debbo ricordare in particolar modo 
le ricerche sull’espianto dell’abbozzo oculare. Il Filatow (1926) “) espianto- 
in soluzione di Ringer la vescicola ottica primaria di vari Anfibi, fra cui 
la Rana esculenta: noto che sia l’abbozzo retinico che quello lentogeno 
proseguono nello sviluppo, e che intervengono processi regolativi se si 
espianta la porzione distale della vescicola. Nel 1927 il v. Ubisch @ espianto 
pezzi di ectoderma cefalico di Bombinator pachypus, e, quando nell’espiantato 
vevivano a trovarsi cellule lentogene insieme con materiale oculare, vide 
svilupparsi un piccolo occhio con cristallino. Holtfreter (1931) ottenne: 
isolando singole cellule di una morula di Triton alpestris, un complesso di 
tessuti tra cui & riconoscibile un cristallino con fibre; isolando un pezzo di 
blastula di Amblystoma, un occhio con cristallino ; e sperimentando su neurula 
di Amblystoma, ebbe risultati ancora migliori, giungendo alla pigmentazione 
dell’occhio. Debbo tuttavia notare che |’Holtfreter non espianto mai il solo 
abbozzo oculare, ma sempre un complesso di abbozzi interi o meno, tra cul 
Yabbozzo oculare nei casi ora detti. 

I processi di fusione e regolazione degli abbozzi oculari sono ormai 
noti da vari decenni (Born, 1896“; Anastasi, 1913; Pasquini, dal 1927 in 
poi; Truniger, 1927; Detwiler, 1929;...), in innesti e in trapianti omo- 
plastici “), Nei trapianti xenoplastici furono ottenuti, per la prima volta, da 
Cotronei e Spirito (1929-1931) . 


Le ricerche di cui mi occupo nella presente Nota studiano bensi i pro- 
cessi di fusione e regolazione degli abbozzi oculari, ma li studiano in con- 


(1) Firarow D., Ueber die Entwicklung des Augenkeimes etniger Amphibien in vitro. 
«Roux’ Arch. f. Entw.-Mech.», Bd. 107 (1926). 

(2) von Usiscu L., Beitrdge zur Erforschung des Linsenproblems. « Zeitsch. f. wisse 
Zool.», Bd. 129 (1927). 

(3) HourrretTer J., Ueber die Aufzucht isolierler Teile des Amphibienkeimes. Il. Ziich- 
tung von Keimen und Keimteilen in Salzlosung. « Roux’ Arch. f. Entw.-Mech. », Bd. 124 
(1931). 

(4) Born G., Ueber Verwachsungsversuche mit Amphibienlarven. « Arch. {. Entw.- 
Mech. », Bd. 4 (1897). 

(5) E forse opportuno ricordare che Cotronei in una sua pubblicazione del 1922 con- 
cludeva: «Le ricerche di Anastasi [sulla fusione degli abbozzi oculari e degli abbozzi 
lentogeni] sono quindi una verifica della legge di Born dell’ affinita, con fusione ad opera 
del tessuto specifico, tra gli organi simili ». (« Archivio Zoologico », vol. 10, p. 88). 

(6) CorroneI G. e Spiriro A., Costituzione zoologica e trapianti. Esperienze tra Anurt 
e Urodeli, Nota 1, in questi « Rendiconti», vol. X (1929), pp. 212-214. Costituzione zoolo- 
gica e trapianti, Nuove esperienze tra Anuri e Urodeli. Nota VII, in questi « Rendiconti », 
vol. XIV (1931), pp. 149-153. 


dizioni sperimentali del tutto nuove, con metodo non prima usato in questo 
campo di ricerche: perché nel nostro caso gli abbozzi, essendo isolati ed 
espiantati, sono precocemente sottratti all’influenza degli organi vicini, specie 
del neurasse, 

Ho sperimentato su embrioni di Rana esculenta, allo stadio di vescicola 
ottica primaria (bottone codale). 


Sezione di un occhio proveniente da fusione e regolazione di due abbozzi 
oculari espiantati da 5 giorni. Si noti la perfetta regolazione ed il perfetto 
differenziamento; i cristallini perd non si sono fusi. (Microfotografia: obb. 6; 
ocul. 4; Koristka). 


Per porre a contatto le due vescicole ottiche, ciascuna da quasi intera 
fino a poco piu di meta, e per renderle del tutto rivestite da presunta epi- 
dermide, ho operato come segue: le due vescicole ottiche le trapiantavo ven- 
tralmente ad un embrione di Rana esculenta: avvenuta la cicatrizzazione — che 
per l’alta temperatura ambiente (esperienze eseguite in luglio) avveniva in 
brevissimo tempo, di solito in 30-40 minuti primi - toglievo le due vesci- 
cole ottiche con ampio ]Jembo di ectoderma, cui rimanevano aderenti me- 
senchima e vitello: indi ponevo l’escisso in una capsula di vetro piena di 
liquido Ringer diluito. 

Nel pezzo espiantato ho visto anch’io, al pari di precedenti Autori, 
quanto gid aveva notato il Born isolando da embrioni di Rana arvalis ed 
esculenta strisce di tegumento: l’ectoderma si accartoccia ed i margini si 
saldano: il tutto prende la forma di uno sferoide costituito da ectoderma 
e sottostante mesenchima, che racchiude una massa di vitello: si stabilisce 
costantemente un turgore: per movimento di ciglia, gli sferoidi si spostano 
ruotando. Sulla superficie di ciascun d’essi, stanno a contatto i due abbozzi 


oculari. 


Al microscopio binoculare ho seguito la pigmentazione del risultante 
abbozzo, che dopo qualche giorno appare nerissimo ma non lucente. 

Allesame seriale delle sezioni notasi in molti casi la fusione e rego- 
lazione ad unico occhio; la quale talvolta é cosi perfetta, che non sempre 
si riesce a rintracciare la zona di fusione (v. l’annessa figura). 

In un caso di fusione c’é il cristallino che mostra - in modo chia- 
rissimo — essere le fibre orientate rispetto a due centri: € questo un caso 
di fusione dei due abbozzi lentogeni; ne ho avuto altri, ma meno inte- 
ressanti. Fusione di abbozzi lentogeni, in casi di fusioni oculari, fu gia 
vista dal Born e successivamente da altri Autori in trapianti o innesti omo- 
plastici. Ho pure osservato occhi fusi con due cristallini. 

Nei casi in cui non ho avuto fusione, i due occhi si sono tra loro 
allontanati, forse in rapporto al turgore, almeno in parte; i due abbozzi 
si sono perfettamente regolati, e questo punto riconferma i relativi risultati 
del Filatow. : : 

Sia gli occhi risultanti da due abbozzi fusi, sia quelli sviluppatisi da 
unico abbozzo nei casi di non fusione, si sono differenziati talvolta in modo 
perfetto (vedi l’annessa figura). Nei casi finora esaminati non ho mai riscon- 
trato il nervo ottico. 

Per l’interpretazione dei risultati raggiunti debbo meglio richiamare 
attenzione sul turgore che sempre si stabilisce nel pezzo isolato. Per esso 
ne aumenta la pressione interna, e si distende la parete degli sferoidi; questo 
fatto, essendo gli abbozzi in superficie, spiega parte dei casi di non fusione. 

Riassumendo: queste ricerche mi permettono di concludere che le due 
vescicole ottiche possono - talora in modo perfetto — fondersi e regolarsi 
ad occhio unico del tutto differenziato, anche nelle condizioni di espianto, 
cio’, ripeto, al di fuori delle influenze dell’intero organismo specie del neu- 
rasse; e tali fusioni si verificano non solo per l’abbozzo retinico ma 
anche per quello lentogeno, onde un cristallino con le fibre orientate rispetto 
a due centri. 


Sate Soyer 


Fisiologia (Chimica fisiologica). — Ancora sulla possibilita 
di ottenere fenomeni beri-berici durevoli da privazione del jaliore BY 
Nota” di G. Amantga e V. Famiant, presentata dal Corrisp. 
S. BAGLIONI. 


In una nostra Nota precedente 6) abbiamo messo in evidenza, che é 
possibile ottenere nel colombo fenomeni beri—berici durevoli e resistenti 
anche a energici trattamenti curativi, i quali poi guariscono spontaneamente, 
di regola dopo 2-4 mesi successivi: tale risultato si raggiunge in maniera 
costante ricorrendo a un espediente assai semplice, cioé lasciando l’animale 
per 2 0 pit giorni a digiuno completo (con sola acqua a volonta), non 
appena comparsa in esso la sindrome beri—berica netta da alimentazione 
orizanica. Durante il digiuno i disturbi subiscono - pei motivi discussi 
altrove “ — un’ulteriore accentuazione. Col ritorno all’alimentazione normale, 
integrata dalla somministrazione quotidiana di dosi generose di lievito di 
birra, anche prolungando per molti giorni tale trattamento curativo, una 
parte di essi, e precisamente quelli insorti per primi, resistono alla cura, 
mentre regrediscono e scompaiono i pit recenti. 

L’espediente del digiuno serve secondo noi a prolungare, nonché ad 
aumentare lo squilibrio interno vitaminico, garantendo d’altra parte contro 
la grave complicazione, rappresentata dai fenomeni tossici (da turbe dige- 
stive), che in tutti i casi minacciano la vita dell’animale, quando si insista 
incongruamente nella somministrazione di riso brillato ancora a sindrome 
beri—berica conclamata. La minaccia di questa complicazione, quasi costante, 
non permetterebbe il pit delle volte di prolungare la durata delle condizioni 
interne disadatte e lesive quanto ¢ necessario per la cronicizzazione dei 
disturbi, dando la sicurezza di salvare e di far sopravvivere poi l’animale; 
mentre appunto una sufhciente durata di dette condizioni sembra essere 
essenziale, perche i medesimi divengano resistenti al trattamento curativo. 

Si puo pensare, che, al loro primo insorgere, i fenomeni del beri-beri 
sperimentale, per quanto imponenti, siano ancora sostenuti da lesioni, come 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre 1932. 

(3) Amantsa G. e V. FamiAni, Sulla possibilita di ottenere fenomeni bert—berici dure- 
voli da privazione del fattore B nel colombo. « Rendic. delle R. Accad. dei Lincei», vol. XIV, 
serie 6, 2° semestre, fasc. 5-6, 1931. 

(4) AMantgea G. Sull’azione del fatlore B nei suoi rapporti coll’inantzione. « Boll. d. 
Soc. ital. di Biol. sper.», vol. I, 1927; Ip., Avitaminosi e inanizione,« ibidem », vol. I, 1926. 
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suol dirsi, reversibili; ma che qualora si riesca a prolungare l’azione della 
causa lesiva (deficienza del fattore B al disotto di un determinato limite) 
senza danno per la vita dell’animale, come precisamente si puod ottenere 
ricorrendo all’espediente del tempestivo e ben proporzionato digiuno, le 
suaccennate lesioni procedano oltre la fase di reversibilita, fino ad altra di 
grado pil avanzato, che si pud presumere corrispondente, per le fibre nervee, 
a un vero e completo stato degenerativo, tale da resistere anche al piu 
energico trattamento curativo. Con cio concorda il fatto, che le lesioni spinte a 
questo stadio, e che devono stare a base dei disturbi durevoli descritti, ci 
sono risultate guaribili poi spontaneamente entro limiti di tempo, che pos- 
sono bene armonizzare coll’ipotesi di processi rigenerativi di fibre nervee 
degenerate, (di regola 2-4 mesi). 

Su tali fatti e considerazioni ci &@ sembrato anche utile richiamare 
Vattenzione particolare degli anatomo-patologi. 

Dal canto nostro per l’interesse che attribuiamo all’argomento, ne 
abbiamo continuato lo studio, col proposito di approfondirne la conoscenza 
sulla base di nuove esperienze. E qui appunto vogliamo sommariamente 
informare circa i principali rilievi potuti fare a integrazione dei precedenti. 

In termini generali possiamo senz’altro affermare, che i fatti gid rife- 
riti hanno sostanzialmente trovato costante conferma in tutti i risultati delle 
nuove prove istituite (dodici complessive). 

Ma con queste ultime non ci siamo proposti soltanto la semplice revi- 
sione di quello, che avevamo prima osservato; cosicché le abbiamo impostate 
e condotte in maniera, da servire anche a estendere ulteriormente la cono- 
scenza dei dati acquisiti, e a chiarirne qualche punto. 

Ci € sembrato opportuno controllare le osservazioni fatte sul colombo 
anche su animali di altra specie; e tre esperienze sono state percio eseguite 
su galli adulti. In questi animali, e in genere in tutti gli uccelli, che non 
sono costretti ad allevare i loro piccoli imbeccandoli, com’é stato accertato 
nell’Istituto di Fisiologia di Assuncion sotto la direzione del Prof. G. Martino, 
manca il fenomeno del vomito o rigurgito dell’alimento durante l’alimen- 
tazione orizanica; pertanto, qualora ricevano sufficienti quantita giornaliere 
di riso, essi arrivano ai disturbi beri—berici con una perdita percentuale 
del peso corporeo relativamente bassa. Questo comportamento poteva rap- 
presentare una condizione favorevole pel nostro tipo di esperienze, perché 
avrebbe permesso di prolungare pit liberamente il digiuno, dopo la comparsa 
dei primi sintomi beri-berici netti. I risultati hanno confermato le previ- 
sioni. In ciascuno dei tre galli é stato possibile ottenere disturbi resistenti 
ai mezzi curativi; le differenze fra d singoli casi sono state solo di grado, 
e precisamente spiegabili colla diversa durata del digiuno, sostenuto da 
ciascun animale. 

Tenendo presente quanto sopra € stato detto, appare ovvio infatti, che 
nei casi, in cui le condizioni di nutrizione dell’animale permettono di spin- 
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gere piu oltre il digiuno, e per conseguenza di mantenere cosi pit a lungo 
la condizione interna di squilibrio vitaminico, una parte maggiore delle lesioni 
deve evolvere verso lo stadio di irreversibilita, e pit grave deve risultare 
il quadro definitivo dei corrispondenti disturbi, divenuti resistenti alle cure. 
In proporzioni pit limitate questi invece residuano nei casi di digiuni pit: brevi. 

Tutte le nostre recenti .esperienze si sono svolte secondo questa 
regola generale. 

Cosi pure tanto quelle eseguite sui colombi che quelle eseguite sui galli 
hanno concordemente tutte permesso di confermare il rilievo gia fatto, che 
solo una parte dei fenomeni beri—berici presentati dall’animale si riesce a 
fissare 0 a rendere resistente al trattamento curativo, mentre eli altri cedono 
gia alle prime cure. Precisamente guariscono i pili recenti, e persistono gli 
altri, cioé tutti quelli giustificati da lesioni, le quali, per essere state le pil 
precoci, hanno potuto meglio evolvere fino allo stadio di irreversibilita. 

Per cid che concerne la sede e il tipo dei disturbi, di cui si ¢ potuta 
ottenere la cronicizzazione, possiamo dire, che il pit delle volte si ¢ trattato 
di paresi o paralisi a carico degli arti inferiori, associate o non a paresi 
delle ali. Neppure in queste nuove esperienze ci ¢ stato possibile di ottenere 
la persistenza del quadro a tipo cerebellare o labirintico. Comunque per la 
cronicizzazione non crediamo che abbia valore tanto la sede, quanto invece 
piuttosto la data di comparsa dei disturbi: quando si sono visti residuare 
quelli a carico degli arti inferiori o delle ali, si é trattato pur sempre, in 
ogni caso, dei primi manifestatisi; e, se finora abbiamo visto sempre scom- 
parire colle prime cure quelli a tipo cerebellare o labirintico, € anche vero, 
che mai finora abbiamo avuto la fortuna di vedere insorgere proprio questi 
per primi negli animali esplorati. 

La fig. I rappresenta una colomba adulta, che gia per un mese, dopo 
Vesperienza, ha ricevuto alimento misto (grano, granturco, ecc.) a volonta, 
pit 2 gr. al giorno di lievito di birra (della Casa « C. Erba»). La fig. 2 
rappresenta un gallo adulto dopo circa due settimane di rialimentazione 
curativa (alimento misto a volonta, pil. 5 gr. giornalieri di lievito di birra). 
Tanto il primo che il secondo animale forniscono esempi evidenti di para- 
lisi residuate a carico degli arti inferiori (con associazione di lieve paresi 
delle ali nel caso della colomba); mentre Ja fig. 3 rappresenta il caso 
eccezionale di un colombo adulto, ricordato anche nella citata nostra Nota 
precedente, il quale dopo 6 mesi dall’esperienza, trascorsi a vita ed ali- 
mentazione libera, messo a giacere sul dorso é ancora incapace di rimettersi 
in posizione normale, per la paralisi completa dei muscoli elevatori delle 
ali. Abbiamo definito questo caso eccezionale, perché, oltre ad essere 
Vunico finora con fenomeni beri—berici durevoli esclusivamente localizzati 
alle ali, € anche il solo, in cui la guarigione spontanea ha subito un note- 
vole ritardo rispetto al tempo medio, risultato necessario per gli altri 
animali studiati. 


A questo particolare problema del decorso della guarigione spontanea 
dei disturbi, rivelatisi resistenti al trattamento curativo, abbiamo creduto 
utile rivolgere speciale attenzione. In generale sono cosi procedute le cose 
negli ultimi animali studiati: interrotto il periodo - pi o meno protratto — 
di digiuno, e iniziata la rialimentazione curativa, si € sempre verificato, 
entro le 24-72 ore successive un netto miglioramento, per la scomparsa 
di una parte pit o meno rilevante dei sintomi paralitici o paretici; € seguita 
quindi una fase, della durata di 2-4 settimane circa, in cui quelli residuati 
‘si sono mantenuti stazionari; in seguito pure questi si sono visti lentamente 
e gradatamente regredire, in modo da aversi la guarigione completa 
dopo 2-4 mesi in media dall’esperienza. Un tempo pil lungo occorse nei 
casi, in cui pil oltre si era potuto spingere il digiuno, e viceversa. Il descritto 
comportamento generale corrisponde a quanto ci era risultato gia dalle 
prime osservazioni, e induce ovviamente a pensare 0 a immaginare quasi 
tutta una scala di lesioni di grado diverso e guaribili di conseguenza anche 
in tempi diversi. Come unica eccezione alla regola generale resta finora il 
caso menzionato del colombo della fig. 3 con paralisi degli elevatori delle 
ali: questa si € mantenuta completa e invariabile per oltre un semestre, e 
solo pil tardi € migliorata alquanto; attualmente - dopo circa 15 mesi — 
Yanimale, che seguiamo ancora, é capace di compiere limitati movimenti 
di volo. 

Un’ultima questione infine, che abbiamo creduto opportuno riprendere 
in esame, sopratutto ad eliminare eventuali incertezze o dubbi, é quella 
riguardante Veffettivo valore, che spetta al digiuno nel determinismo dei 
fatti descritti. Insistiamo ancora nel fare rilevare, che esso per noi ha sempre - 
rappresentato un semplice quanto comodo espediente, destinato a permettere 
alla vera causa prossima ed essenziale nociva (squilibrio interno vitaminico, 
deficienza del fattore B) di agire pel tempo necessario all’evoluzione delle 
lesioni verso lo stadio, che coincide coll’irreversibilita delle medesime, e 
cio con garanzia contro la morte dell’animale per complicazioni tossiche. 
Si sarebbe potuto comunque dubitare della giustezza di tale nostra convin- 
zione, attribuendo al digiuno una piu diretta e specifica azione. Ad eliminare 
appunto tale dubbio, abbiamo tentato di accertare sperimentalmente, se fosse 
possibile ottenere disturbi beri-berici durevoli ritardando l’intervento cura- 
tivo, ma evitando il digiuno completo e sostituendolo con una alimentazione 
(orizanica) opportunamente ridotta. A tale scopo in tre colombi e in un 
gallo, a sindrome beri-berica conclamata, anziché sospendere, abbiamo 
continuato la, somministrazione quotidiana di. riso brillato, regolandone 
cautamente la quantita e preferendo le piccole razioni frazionate durante la 
giornata; si sperava cosi di riuscire a prolungare le condizioni di squilibrio 
interno vitaminico, escludendo l’espediente del completo digiuno, ma alimen- 
tando gli animali in maniera, da rimanere molta probabilita di salvarli alla 
prima minaccia di complicazioni tossiche. Abbiamo potuto infatti in tal 
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guisa ritardare impunemente la cura per 2-5 giorni, e accertare quindi negli 
animali sopravvissuti la prevista cronicizzazione di una parte dei disturbi 
beri—berici. E chiaro, che questi risultati depongono decisamente a favore 
della nostra tesi. 

Ci proponiamo di non abbandonare lo studio dell’argomento, e di 
tiferire a suo tempo le ulteriori osservazioni, che ci sara dato di fare. 


Fisiologia (Chimica fisiologica). — Sulla capacita di consumo 
alimentare nella rialimentazione dopo digiuno“?. Nota® di V. Fa- 
MIANI, presentata dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


I fenomeni ricostruttivi, quei fenomeni cioe che accompagnano la ripresa 
del peso corporeo dopo un periodo di digiuno, non erano stati presi, fino 
a pochi anni or sono, nella considerazione, che senza dubbio meritano. Sul- 
Pimportanza, che avrebbe avuto lo studio metodico, sistematico di tali feno- 
meni ha richiamato |’ attenzione G. Amantea %), facendo giustamente rilevare 
come un tale studio, « oltre ad integrare utilmente gli stessi fatti, raccolti 
per linanizione, avrebbe avuto anche una indiscutibile e pil generale im- 
portanza scientifica, nonché un evidente interesse pratico per le applicazioni 
sopratutto alla terapia ». 

Le osservazioni che gia esistevano nella letteratura erano scarse e fram- 
mentarie; ed isolate erano anche rimaste le ricerche iniziate sull’argomento 
dal Pugliese ‘#. 

Per tali considerazioni appunto, nel laboratorio del prof. G. Amantea, 
G. Martino inizio ricerche tendenti ad una indagine metodica di detti feno- 
meni ricostruttivi; ed in un interessante lavoro ‘) egli riferi 1 primi rilievi 
personali circa alcuni « dati elementari, ma tuttavia indispensabili per poter 
procedere in maniera sistematica nello studio del problema ». 

Un gruppo delle osservazioni di G. Martino riguarda precisamente le 
variazioni della capacita di consumo alimentare nei colombi rialimentati dopo 
un pregresso digiuno di durata e grado variabile. Dopo avere stabilito pre- 
ventivamente la quantita massima di alimento, che lanimale era capace di 
elaborare nelle 24 ore, egli determinava la quantita massima di alimento 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Fisiologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1932. 

(3) Amantrea G., Sulla rialimentazione dopo il digiuno. « Boll. Soc. It. Biol. Sper. », 
n. 2, p. 39 (1927). ; 

(4) Pucuise A., Etudes sur la réalimentation. Les matiéres organiques et inorganiques 
du foie et des muscles dans les premiers jours de la réalimentation. « Journ. de Physiol. et 


de Path. gen.», n. 2 (1904). 
(5) Martino G., Sulla rialimentazione dopo il digiuno nel colombo. « Arch. Sc. Biol. », 


D. 13, p» 421 (1929). 


che lo stesso animale era capace di elaborare nel periodo di rialimentazione 
dopo il digiuno. 

La capacita di consumo alimentare risultd diminuita notevolmente al 
1° giorno di rialimentazione, ma a cominciare dal 2° giorno essa si andd 
a mano a mano elevando, fino a ritornare normale dopo un numero 
di giorni variabile a seconda del digiuno pregresso; risulto inoltre che 
spesso negli ultimi giorni di rialimentazione essa ¢ maggiore che prima del 
digiuno. 

Questa osservazione ci ¢ sembrata interessante, e meritevole anche di 
una ulteriore analisi. 

Come naturale conseguenza di essa, infatti, vari quesiti sorgevano: 
quali rapporti ha aumento della capacita di elaborazione dell’alimento, 
notato da G. Martino nella rialimentazione, con la ripresa del peso corporeo, 
e quale grado puo esso raggiungere? Subisce esso qualche variazione per 
effetto del ripetersi, per uno stesso animale, del digiuno e della rialimen- 
tazione? La capacita di elaborazione dell’alimento ritorna al normale preci- 
samente in coincidenza col completo ricupero del peso corporeo ovvero 
persiste a un livello pil alto anche dopo la ripresa del peso? 

Questi ed altri quesiti ci siamo proposti di tenere presenti in una serie 
di ricerche, eseguite con la collaborazione dell’allievo interno E. Biocca. 

Le esperienze sono state tutte condotte su colombi, maschi e femmine, 
adulti, ma non vecchi, ed in ottime condizioni di nutrizione. 

Per ogni animale si aveva cura di accertare, imbeccandolo quotidiana- 
mente con quantita opportunamente variate dell’alimento a volta a volta 
scelto per l’esperienza, la normale capacita di elaborazione; dopo di che 
esso veniva tenuto a digiuno, con sola acqua a disposizione, fino a perdita 
di circa il 20 °/, del peso corporeo iniziale. A questo punto si incominciava 
a rialimentarlo, somministrando sempre lV alimento di 24 ore in 24 ore, 
per imbeccamento, tutto in una sola volta, partendo da una quantita eguale 
o lievemente inferiore a quella che si era rivelata capace di essere comple- 
tamente elaborata nelle 24 ore, e aumentandola o diminuendola a seconda 
che Vingluvie si presentava vuota o con residuo pit o meno sensibile del- 
l’alimento somministrato il giorno precedente. 

Cosi fino a che l’animale non avesse totalmente riguadagnato il peso 
perduto durante il periodo di digiuno, e fino a che il livello del peso non 
fosse divenuto costante. 

Gli animali erano quotidianamente pesati, sia durante il digiuno che 
nel periodo di rialimentazione. Si teneva conto anche del quantitativo di 
acqua da essi spontaneamente assunto nelle 24 ore. 

Su alcuni animali vennero eseguite 2 0 3 prove, su altri finoa 7 0 8. 
Alimenti usati nelle varie prove e pei diversi animali furono: il grano, il 
granturco, V’orzo, le lenticchie e le fave; queste ultime si somministravano 
spezzettate, dopo essere state tenute a bagno in acqua condotta per 24 ore. 
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Abbiamo in tal modo esplorato 5 animali, eseguendo in tutto 24 prove. 

I risultati complessivi da noi ottenuti si possono cos} riassumere: i 
nostri colombi, in condizioni normali, fornendo loro l’alimento quotidiana- 
mente per imbeccamento ed in una sola volta, si mostrarono capaci di 
elaborarne in media da 30 a 35 grammi al giorno. Ma al 1° giorno di 
rialimentazione dopo un digiuno, che aveva comportato una perdita di circa 
il 20 °/, del loro peso corporeo, i nostri animali, conformemente a quanto 
aveva gia potuto notare G. Martino pei suoi, non si rivelarono pit. capaci 
di elaborare una quantita di alimento eguale a quella normale, in quanto, 
dei gr. 30 di alimento da noi somministrati, grande parte residuava ancora 
Pindomani nell’ ingluvie. Tuttavia a cominciare dal 2° giorno di riali- 
mentazione, la capacita di elaborazione dell’alimento mostro di elevarsi a 
mano a mano, fino a divenire pari a quella normale (gr. 30-35) al 3°, 
4° giorno; continuo ad elevarsi ancora, parallelamente all’aumentare del 
peso corporeo dell’animale, e in grado notevole, fino quasi a raddoppiarsi 
(gr. 55-60), tispetto alla normale. Cid avveniva mentre il peso corporeo 
si avviava a toccare il suo livello iniziale, e talvolta anche quando questo risultd 
superato. Allora gradatamente essa tornd ad abbassarsi fino ad assumere il 
suo valore normale, quando le condizioni di equilibrio del peso dell’animale 
si furono ristabilite e stabilizzate. 
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Riportiamo in grafico due delle nostre esperienze, dalle quali risulta che 

la capacita di elaborazione dell’alimento presenta una curva caratteristica e 
pressoché costante, la quale segue dapprima quella del peso corporeo in 
ascesa, per poi abbassarsi quando quella del peso si avvicina alla orizzontale, 
e per decorrere infine — a equilibrio ristabilito — di nuovo parallela allaltra, 
come normalmente di regola prima del digiuno. 

Tale caratteristico comportamento é risultato costante (a parte lievis- 
sime variazioni di grado), sperimentando con i vari alimenti da noi studiati, 
e non ha mostrato di subire sostanziali modificazioni in pit. prove succes- 
sive ripetute su uno stesso animale. I grafici si riferiscono infatti ad uno 
stesso colombo (Col. I), e riproducono |’uno Vesperimento n. 2 (Fig. 1, 
alimento: grano), e l’altro lesperimento n. 7 (Fig. 2, alimento: fave). 
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Il quantitativo infine di acqua spontaneamente assunto dagli animali, 
che é risultato minimo o quasi nullo negli ultimi giorni di digiuno, nella 
rialimentazione ha presentato un comprensibile brusco aumento, seguendo 
quindi, ma con oscillazioni piuttosto ampie, la curva dell’ alimento ela- 
borato. 

Abbiamo voluto fissare nella presente Nota queste nostre recenti osser- 
vazioni, perché mentre ci sembra che valgano ad integrare quelle analoghe 
precedenti di G. Martino, insieme con queste ultime potranno costituire un 
utile nucleo di partenza o di riferimento per indagini successive e pit fini 
relative al vasto problema dei fenomeni ricostruttivi. 


Fisiologia (Chimica fisiologica). — Contributo alla cono- 
scenza del valore alimentare ricostruttivo degl embrioni di varii 
semi di cereali e leguminose“’. Nota“ di V. Famiani, presentata 
dal Corrisp. S. BaGLionl. 


In una precedente Nota 4) abbiamo riferito circa i primi risultati da 
noi oOttenuti, in uma serie di ricerche dirette ad indagare il valore nutritivo 
dei semi di piccola dimensione di alcuni cereali, in confronto con i cor- 
rispondenti grossi. Abbiamo potuto allora mettere in rilievo, che i chicchi 
di piccola dimensione presentavano — nei riguardi dell’accrescimento dei 
ratti albini in via di sviluppo, ai quali venivano somministrati come ali- 
mento esclusivo - un valore nitritivo maggiore di quello dei corrispon- 
denti chicchi grossi. 

Vantaggio questo, che i risultati di successive recenti ricerche “ ci 
hanno permesso precisamente di attribuire (come peraltro si era autorizzati 
gia a prevedere) al maggior quantitativo di costituenti embrionali contenuti 
— a parita di peso — nei semi di dimensione piccola, rispetto agli altri. 

Allo scopo di integrare convenientemente queste due serie di nostre os- 
servazioni, ci € sembrato utile controllare, se vantaggi analoghi a quelli 
daterminati dai semi di piccole dimensioni, o dai costituenti embrionali, © 
sui fenomeni di accrescimento o costruttivi, fosse possibile osservare anche 
nei riguardi dei fenomeni ricostruttivi, di quei processi cioé che accompa- 
gnano la ripresa del peso corporeo dopo un periodo di digiuno. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Fisiologica della R. Univers. di Roma. 
All’esecuzione delle presenti ricerche ha collaborato l’allievo interno E. Biocca. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre 1932. 

(3) Famtant V., Contributo alla conoscenza del valore nutritivo di alcuni cereali. 
«Rendic. R. Accad. dei Lincei», vol. XIV, p. 306 (1931). 

(4) Famianr V., Contributo alla conoscenga del valore nutritivo degli embrioni di grano. 
In corso di stampa sui «Rendic. R. Accad. dei Lincei». 
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Vogliamo in questa Nota riferire i risultati ottenuti con. ricerche, 
dirette appunto a rispondere a tale quesito. 

Come animali di esperimento abbiamo scelto i colombi, perché pre- 
standosi all’imbeccamento, ci permettevano di poter somministrare le quan- 
tita volute di alimento, e inoltre di sorvegliarne bene il progresso nell’ap- 
parato digerente, col controllo diretto del contenuto dell’ ingluvie (merce 
la palpazione). Abbiamo sperimentato su tre colombi maschi, adulti, mai 
precedentemente sottoposti ad altri esperimenti, ed in buone condizioni di 
nutrizione ed abbiamo eseguito sui medesimi 16 prove complessive, cosi 
divise per ciascun animale: Col. I, prove 8; Col. II, prove 4;—Col. III, 
prove 4. Gli animali si lasciavano a digiuno completo, in gabbia, con 
sola acqua a volonta, fino a perdere un dato. peso, che fu differente nelle 
varie prove, in quanto si sono -seguite al riguardo norme diverse. E pre- 
cisamente, nelle prime 4 prove sul colombo I, e in quelle eseguite sul 
colombo II, gli animali furono tenuti a digiuno fino alla  perdita globale 
rispettivamente di gr. 80-85, e 77-80 del peso corporeo; in seguito invece, 
€ cioe in tutte le altre prove successive (da 5 a 8 pel Col. I, e in quelle 
sul Col. IID), essendoci sembrato pit logico adottare il criterio della valu- 
tazione percentuale della diminuzione del peso, allo scopo di garantire una 
maggiore uniformita di tecnica, il digiuno fu prolungato fino a raggiun- 
gere sempre una perdita di circa il 20°/, del peso iniziale dell’animale. 
Chiuso il periodo di digiuno si iniziava la rialimentazione, somministrando 
lalimento per imbeccamento di 24 ore in 24 ore, e sempre in una sola 
volta. Si cominciava col somiministrare una. dose eguale o leggermente 
inferiore (di regola 30 gr.) a quella, che l’animale si era dimostrato ca- 
pace di elaborare in condizioni normali; la quantita’ yveniva poi aumentata 
6 diminuita, a seconda che dopo 24 ore si trovava |’ingluvie vuota o con 
residuo. Quando quest’ultimo si valutava piuttosto rilevante, la nuova 
razione era opportunamente graduata in proporzione; e di cid si teneva 
conto. Gli animali venivano giornalmente pesati; si determinava la loro 
temperatura cloacale, e si tenevano presenti pure le variazioni della tempe- 
ratura ambiente. Alimenti usati nelle varie prove furono grano, fave e 
grano integrato coll’aggiunta di embrioni ottenuti dalla molitura dello stesso 
grano. Questultimo materiale ci € stato gentilmente ‘fornito dalla Ditta 
Gio. e F.lli Buitoni di Sansepolcro. Per maggiore chiarezza aggiungiamo 
che nelle prime 4 prove sul Col. I, ed in quelle sul Col. II, abbiamo adoperato 
lo stesso grano, che gia avevamo utilizzato per le citate nostre esperienze pre- 
cedenti “*), e di cui era stata fatta meccanicamente la separazione in due distinte 
frazioni, a semi grossi, ed a semi piccoli — che indichiamo nella tabella come 
« grano piccolo I» —. Tanto per Puna che per l’altra porzione fu allora 
calcolata, in base ai dati forniti da 4-5 campioni, la media del numero di 


(1) Famiant V., loc. cit 
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chicchi contenuti in 10 ccm. (e in 1 ccm.), del numero di chicchi in 1 gr., 
ed infine del peso di n. 100 chicchi; e qui vogliamo ricordare le medie 
ottenute: 


porzione a porzione a esd 
chicchi grossi chicchi piccoli differenza 


Numero di chicchi in 10 ccm: 188 236 48 
» » » Shoe es 18.8 23.6 4.8 
» » » Daal See. 25 31 6 
peso di numero 100 chicchi gr.: 3-99 Eee: 0.78 


Entrambe queste porzioni di grano sono state successivamente stu- 
diate (nell’ordine che risulta dalla tabella) sui due colombi (Col. I e Col. II). 
Oltre ad esse, si provo anche un altro tipo di grano a chicchi eminente- 
mente piccoli (che indichiamo come « piccolo II »), e che diede le seguenti 
medie: 


Numero dei chicchi in 10 ccm.: 270 
» » » » I » 27 
» » » » Ji feb ue 34 
peso di numero 100 chicchi gr.: 2.75 


Nelle prove 5 e 6 sul Col. I e nelle prime due sul Col. II, si sperimento 
invece con fave. Queste, pesate allo stato secco, si tenevano per 24 ore 
in acqua; quindi si sbucciavano e si dividevano, con un taglio mediano in 
senso longitudinale, in due parti, di cui una portante l’embrione e |’altra non. 
La parte embrionata veniva somministrata ad uno dei due colombi, il 
quale nella prova successiva era rialimentato invece con la porzione non 
embrionata; l’inverso si faceva per l’altro animale. Infine nelle prove 7 e 8 
per il Col. I, 3 € 4 per il Col. III, usammo solo grano, 0 lo stesso ad- 
dizionato ad embrioni. Gli embrioni si impastavano con poca acqua, e si 
somministravano in pillole. Come nel caso precedente, di una coppia di 
colombi, uno riceveva solo grano, l’altro grano pit embrioni; nella prova 
successiva il secondo riceveva solo grano e l’altro grano pit embrioni. 

Riassumiamo i risultati ottenuti nell’unita tabella, nella quale sono 
anche calcolati la quantita media di alimento giornalmente consumato, ed 
il peso medio riguadagnato giornalmente dagli animali. Abbiamo anche 
calcolato i] guadagno in peso corporeo, corrispondente ad una data 
P X 100 
eer eT: 
cui P @ il peso ricuperato dall’animale, ed A la quantita di alimento con- 
sumato. 


quantita - 100 gr. — di alimento, ricavandolo dal rapporto in 


Zlcq 9 Sails eens 
x Ss n i) ies Ses 
ea = v fs) epte 2 
«| o | &] s i $3 z s P 
foe wa ac Pag ce Py rz o§ |e ais 
StS vey | Behe 3 a) o cial asa eae 
eee eeu a iere Wer tc Alimento usato fe] 2 17% 8/8 Slo 
een sest | atest |e v 2 5 ao} wace sy ‘SoZ ] 2 
SFG | Rhea Ro be es ales aee S| se [os] 3" le 
rps D> fits ae ° 29 nella rialimentazione |= %®| .- | |& S|0 3x 
viz gcse @) Ww Lei iets keh Bae ie 
MA spa ay a SR oe oe Bre 
Pea tl ae baer ae) SS |e sie 
Z| Gx lis | 5 s 3 3 Belo 
E| 2 = Se) Baer 
A a ae tees arora 
or gr. er gr gr Br. 
I} 1} 490] 7 | 405 | 85 | 17.3 Grano: piccolo I 9 360 | 40 | 9.44 | 23.6 
2°| 527] 6-} 442 | 85 |-16.1 » gTOsso 16 588 36 | 5.31] 14.5 
3 | 460] 8 | 375| 85 | 18.4 » piccolo TI G1 9335 sy boat ase 
4 1440] 8 | 360] 80 | 18.1 » grosso 9 290 32 | 8.99 | 27 
5 | 430] 8 | 365] 89 | 20.7] Fave con l’embrione 9 345 38 | 9.89 | 26 
6 | 480 j11 | 387 | 93 | 19.3] Fave senza ’embrione | 11 390 35 | 8.45 | 23.2 
7 | 485'| 7 | 385 | 100 | 20.6} Grano pit embrioni 6 266 | 44 |16.66| 37.4 
(133-+133) 
8 | 450] 8 | 360] 90 | 20 Grano 8 325 40 |11.25] 27.6 
TD) 2748541 $F 408 | 97 15.6 Grano: grosso II 380 34 17 20.2 
De |PA6S83| <6" 3027/76 P16 » piccolo I 13 445 34 | 5.76] 17 
35435 1.9 |350 1 79 [13:1 » piccolo II 10 335 SW | ORS 
4 | 420] 8 | 340} 80 | 19 » piccolo I 9 245 26 | 8.99 | 32.6 
III | 1 | 540] 9 | 432 | 108 | 20 Fave senza l’embrione | 14 600 Moy | 18 
2 | §20 |12 | 415 | 105 | 20.1 » con l’embrione 10 390 39 | 10.5 | 26.9 
3 | 525 ]10 | 421 | 104 | 19.8 Grano 8 340 A Dealers valle OS 
4 | 510} 9 | 405 |] 105 | 20.5] Grano pit embrioni 5 192 38 |21 | 54.6 
(96 +96) 
| 


Da un esame della tabella risulta, che nelle prove eseguite con grano 
grosso, i colombi I e II, per riguadagnare gr. 85 e 80 il primo, e gr. 77 
il secondo, hanno impiegato giorni 16 e 9 il primo e giorni 11 il secondo, 
consumando di alimento rispettivamente gr. 588 e 290 e gr. 380. Il valore 

TL SG TOOS avers : : 
del rapporto SEM Rio ay Os il guadagno in peso corporeo corrispondente 
ad un consumo di 100 gr. di alimento, ¢ stato pari a 14.5 e a 27 per il 
Col. I, ed a 20,2 per il Col. IJ. Gli stessi animali nella prova eseguita 


con grano «piccolo I», per riguadagnare gr. 85 il primo, e gr. 76 e 80 
il secondo, hanno impiegato rispettivamente giorni 9 e giorni 13 e 9, con- 
sumando gr. 360 di alimento il Col. I, e gr. 445 e 245 il Col. IL Il 
| ) 
| ePdAar00 |, ie 
valore di oe é-stato eguale a 23.6 per; il primo, ¢d:a 1174e32.6 
per il secondo. . 

Quando nella rialimentazione é stato adoperato il grano « piccolo II», 
gli stessi due animali hanno riguadagnato er. 85 i} primo. ej er--79 alsse= 
condo, rispettivamente in giorni 9 e 10, consumando tanto |’uno che 

Pick Paxit 007 ; 
Paltro gr. 335 di alimento. Il valore del rapporto —X & stato pari a 
2574 (peril. Colon. ed) 462375 + per il, Col. Ii 

Nella prova eseguita con le fave non embrionate, il Col. I, per ri- 
guadagnare gr. 93, ha impiegato I1 giorni, e consumato gr. 390 di ali- 
mento. La quantita media dr alimento giornalmente consumata ed il ricu- 
pero medio giornaliero del peso perduto, sono stati rispettivamente di 


E P00 a 
gr. 35 e gr. 8.45; il valore del rapporto eo att PaBEALO eguale da J3202. 
Nella prova invece eseguita con le stesse fave, embrionate, l’animale ha 
riguadagnato in 9 giorni gr. 89 e consumato er. 345 di alimento; consumo 
in media gr. 38 di fave per giorno, con un ricupero medio di gr. 9.89; 


il valore di 20" € stato pari a 26. 

Analogamente il Col. II nella prova con le fave non embrionate ha 
impiegato giorni 14 per riguadagnare gr. 108, consumando gr. 600 di 
alimento. La quantita media di alimento giornalmente consumata ed il 
ricupero medio giornaliero del peso, sono stati rispettivamente di gr. 42 
P X I00 

A 
eseguita con le stesse fave, embrionate, lo stesso animale riguadagnava 
gr. 105 in 10 giorni, consumando in tutto 390 er. di alimento: consumo 
in media gr. 39 di fave per giorno, con un ricupero medio di gr. 10.5; 
P & 100 

A 

Risultati ancora pili netti e marcati si sono ottenuti nell’ultima serie 
di osservazioni. Il Col. I, nella prova eseguita con grano solo ha impiegato 
giorni 8 per riguadagnare gr. 90 di peso, consumando in totale gr. 325, 
e giornalmente in media gr. 40 di grano, con un ricupero medio di 


: , PExeT00 
Of, VL.25: ils valorerds oe 
eseguita con lo stesso grano, con aggiunta perd di embrioni a parti eguali, 
lo stesso animale impiego giorni 6 per riguadagnare 100 gr.-di peso per- 
duti, consumando in tutto gr. 266 di alimento, con un consumo medio 


e gr. 7, ed il valore del rapporto eguale a 18. Nella prova invece 


il valore di fu eguale a 26.9. 


é stato eguale a 27.6. Nella prova invece 


giornaliero di gr. 44 ed un ricupero medio di gr. 16.66; il rapporto 
P x I00 
A 
Corrispondentemente il Col. III nella prova eseguita con solo erano 
riguadagnd in 8 giorni gr. 104 e consumd in totale gr. 340 di erano; il 
consumo medio giornaliero fu di gr. 42, con un ricupero medio di gr. 13; 


Pex. 100 


il valore di ea fu eguale a 30.5. Nella prova invece eseguita con 


ha dato un valore di 37.4. 


grano pil embrioni, a parti eguali, riguadagnd in 5 giorni gr. 105, con- 
sumando solo gr. 190 di alimento: consumd in media gr. 38 al giorno 
: : oP OR 
ricuperando giornalmente gr. 21 del peso perduto; il valore di —— 


fu eguale a 54.61. - 


Volendo prescindere dalla eccezione costituita dai risultati dell’esp. 4 
sul Col. I, e dell’esp. 2 sul Col. II, che per cause non bene identificabili 
(probabilmente connesse con variazioni abnormi di condizioni interne), si 
presentano diversi dagli altri, e fondandosi precisamente su questi ultimi, 
possiamo riassumendo affermare, che i fatti pricipali trovati sono i seguenti: 

1) Di regola i nostri animali hanno mostrato di riguadagnare una 
determinata, eguale perdita di peso, da digiuno, pil prontamente e consu- 
mando una quantita minore di alimento, allorquando nella rialimentazione 
€ stato adoperato grano a chicchi di piccole dimensioni, che non quando ¢ 
stato adoperato grano a chicchi di dimensione maggiore. 

2) La ripresa del peso corporeo & stata pid pronta e la quantita di 
alimento consumato minore, allorché gli animali sono stati rialimentati 
con frammenti di fave portanti la parte embrionale, che non quando si 
sono adoperati i frammenti non embrionati degli stessi semi. 

3) Quando infine gli animali sono stati rialimentati con grano addi- 
zionato a parti eguali ad embrioni ricavati colla molitura del medesimo, 
la ripresa del peso corporeo perduto nel precedente periodo di digiuno, 
avvenuta assai rapidamente, e con un consumo di alimento molto minore, 
che non quando nella rialimentazione ¢ stato adoperato lo stesso grano, 
ma senza alcuna aggiunta dei corrispondenti embrioni. 

In base pertanto ai risultati suesposti, noi ci crediamo autorizzati a 
ritenere, che, analogamente a quanto in precedenza abbiamo potuto  stabi- 
lire pei fenomeni costruttivi di accrescimento, anche per cio che concerne 
i fenomeni ricostruttivi, cio¢ quei processi che accompagnano la ripresa 
del peso corporeo dopo un periodo di digiuno, i costituenti embrionali, si 
sono rivelati capaci di apportare netti vantaggi. 

In altre parole, dal complesso delle nostre ricerche abbiamo tratto 
la convinzione, che essi hanno, non solo un notevole valore alimentare 
costruttivo, ma anche un evidente valore alimentare ricostruttivo. 
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Fisiologia (Chimica fisiologica). — Azione di alcuni alcaloidi 
sullo sviluppo dell’ Aspergillus Niger“. Nota di G. MezzapDRoLt 
e A. Amati, presentata dal Socio B. Lonco. 


In una Nota precedente) fu dato conto dell’azione di alcuni alcaloidi 
sullo sviluppo dei saccaromiceti; nel presente lavoro ¢ studiata particolar- 
mente l’azione degli stessi alcaloidi (stricnina, caffeina, chinina) sullo svi- 
luppo dell’ Aspergillus Niger. : 

Il liquido adoperato per queste esperienze aveva la seguente composi- 


zione: 


INEGUA, Sided Mh say hae er eee eTOnLOO 
LRVECHORODS S305 Gt) oP ed SE BS 6.5 
Nitrato d’ammonio. . . 2...» I 
Postato. MOnOpomesicG eh. te 0.5 
Solfato di magnesio (crist.). . . . » 0.52 
Clopu ro, Ferric Os: oats usks ion oi as iar 0.001 
SOL Agent clavate EME ener Swen Paap by ey Ps) 0.02 
Acidd fostoricor(als45i%/e)ib. 7 ela. key SOMES 


Acidita: 5.5 cc. di NaOHN/ro per 10 cc. 


Mopo OPERATORIO. 


In 14 palloni della capacita di 500 cc. abbiamo posto cc. 250 di li- 
guido nutritizio, a 12 di essi furono aggiunti alcaloidi in forma  solubile 
nella quantita di 0.5-1-2-3 °/,., mentre due furono adoperati per le prove 
in bianco. Tutti i palloni dopo sterilizzazione e raffreddamento vennero 
seminati con la stessa quantita di spore di Aspergillus Niger e posti in 
termostato alla temperatura costante di 30° C. per otto giorni consecutivi. 
Durante l’accrescimento delle muffe esse furono periodicamente tenute in 
osservazione. Ecco riunite in forma di tabella le annotazioni fatte durante 
le fasi dello sviluppo: 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Tecnologia dello zucchero e delle fermentazioni 
industriali della R. Scuola Superiore di Chimica Industriale. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 19 settembre 1932. 

(3) G. Mezzaprott e A. Amati, Azione di alcuni alcaloidi sull’incremento e moltipli- 
caxione det saccaromiceti e in particolare dell’aerolievito di melasso. Lavoro in corso di pub- 
blicazione presentato al XIV Congresso Internazionale di Fisiologia in Roma, 29 agosto- 
3 settembre 1932. 
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Il nono giorno i palloni furono tolti dal termostato e ogni tappeto 
della cultura di Aspergillus venne raccolto su filtro tarato e dopo lavaggio 
con acqua distillata, essicato in stufa a vuoto e pesato. 

I risultati ottenuti sono riportati nella tabella seguente: 


or. <a e 
oS Alcaloide di alcaloide Peso del micelio secco 
SEDO in 1000 cc. 
I (controllo) = ge ES pe 
4.278 
2 id. — » 4.320 J 
3 Stricnina nitrato 0.5 » 4.423 
4 id. I » 4.830 
5 id 2 » 4.486 
6 id. 3 » 4.433 
7 Caffeina 0.5 » 3.628 
id. I » 3.690 
9 id. 2 » 2.430 
10 id. 3 » 1.060 
II Chinina solfato 0.5 » 4650 
12 id. I » 4.736 
13 id. 2 » §.C40 
14 id. 3 » 5.046 
CoNCLUSIONI. 


In questo lavoro & stata provata l’azione degli alcaloidi (stricnina, 
caffeina, chinina) sullo sviluppo dell’Aspergillus Niger coltivato in liquido 
tipo di Wehmer; dai dati delle presenti esperienze si possono trarre le 
seguenti conclusioni : 

1) La chinina sotto forma di solfato in concentrazioni crescenti 
da 0.5 a 3 per 1000 cc. favorisce lo sviluppo dell’Aspergillus Niger. 

2) La caffeina pura, esercita un’azione inibente sullo sviluppo dello 
Aspergillus Niger anche alla concentrazione del 0.5 °/oo- 

3) La stricnina (nitrato) favorisce laccrescimento e lo sviluppo del- 


Aspergillus Niger perO meno della chinina; la dose ottima risulta quella 
dellir/o,% 


Come € stato riscontrato delle esperienze compiute sui saccaromiceti, 
anche per l’Aspergillus Niger gli alcaloidi sperimentati, determinano azioni 
stimolanti o ritardanti, secondo l’alcaloide e la dose impiegata. 

Precedenti ricercatori, G. Ciamician e C. Ravenna (1918), M. Padoa 
e A. Spada (luglio 1929), B. Longo e C. Paderi (settembre 192 9) in lunghe 
€ numerose esperienze sulla germinazione dei semi in presenza di alcaloidi, 
avevano oOttenuto azioni analoghe. 

Nelle fermentazioni furono osservate azioni eccitanti: C. Neuberg 
trovo che la caffeina e la xantina agiscono favorevolmente sulla fermen- 
tazione alcoolica e U. Haehn impiegd la chinina come eccitante nella fer- 
mentazione citrica “™, 


Fisiologia (Chimica fisiologica). — Contributo alla conoscenza 
della natura e del valore della Reazione di Bezssonoff per fattore C . 
Nota di A. SatvatTort, presentata dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


E noto che lesistenza del fattore C, come pure degli altri, antiberibe- 
rico, antirachitico, ecc., ¢ stata ammessa in base ad osservazioni biologiche, 
e che soltanto particolari e determinate reazioni biologiche hanno guidato, 
e guidano tuttora, lo sperimentatore nello studio dei fattori medesimi. 

Tuttavia Pindole degli esperimenti che si richiedono, la loro durata 
talvolta anche molto lunga, il loro svolgimento non sempre scevro da com- 
plicazioni, e altre difficolta, hanno fatto sentire il bisogno di pervenire alla 
conoscenza di adatte e specifiche reazioni chimiche, capaci di sostituire, tutte 
le volte che fosse possibile, le prove sugli animali. 

Si comprende bene, pertanto, tutto l’interesse che destd la proposta del 
Bezssonoff circa la sua reazione chimica pel fattore C, e conseguentemente 
il nostro desiderio di volerci formare al riguardo una personale e fondata 
convinzione. 

Nel 1922 il Bezssonoff‘#, studiando la possibilita di applicare il reat- 
tivo di Folin per lacido urico e per i fenoli, alla ricerca del fattore C, 
riusci a preparare un acido molibdo-fosfotungstico, che dava una colorazione 
grigio-ardesia virante al bleu con vari materiali di sperimentata azione 
antiscorbutica, mentre non dava tale colorazione con materiali non antiscor- 


(1) Per economia di spazio si omette la bibliografia la quale ¢ riportata nella pre- 
cedente Nota: Sul!’ Azione di alcuni alcaloidi sull’incremento e moltiplicazione dei saccaro- 
miceti, inviata al Congresso Internazionale di Fisiologia di Roma, 1932-x. 

(2) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica Fisiologia della R. Universita di Roma. 

(3) Pervenuta all’Accademia il 3 ottobre 1932. 

(4) M. N. Bezssonorr, Sur les reactions colorées des extraits antiscorbutiques et des 
polyphenols avec un acide Te ae « Bulletin Soc. Chim. Biol. », 1922, 
tomo IV, n, 2. 


butici e con vari composti a tipo fenolico e polifenolico, eccettuato I’idro- 
chinone. 

Nella preparazione del reattivo, noi seguimmo scrupolosamente le pre- 
scrizioni date dal Bezssonoff nel 1926, per ottenerlo cristallizzato in un 
tempo relativamente breve e usammo la tecnica descritta dall’ autore “: 

Grammi 74 di tungstato di sodio e gr. 8 di acido fosfomolibdico 
vennero sciolti in 250 cc. di acqua bidistillata su permanganato. A questa 
soluzione vennero aggiunti 10 cc. di acido ortofosforico conc. (d. 1.75), e 
portato il tutto in bagnomaria a 45°; goccia a goccia si addizionarono 85 cc. 
di acido solforico al 50 °/,, ottenendosi cosi un precipitato cristallino. Si 
lascid raffreddare e dopo tre ore la cristallizzazione fu completa. La preci- 
pitazione venne ripetuta tre volte allo scopo di ottenere cristalli di grande 
purezza. I cristalli stessi vennero seccati su carta da filtro svedese e pol 
sciolti in tanto acido solforico al 5 °/,, da formare una soluzione al 15 °/,. 

Come materiale di sicura azione antiscorbutica noi usammo succo di 
limone, di arancio e di mandarino, ottenuto per semplice spremitura. Fin 
dalle prime esperienze, non sfuggi alla nostra osservazione che i succhi usati 
possedevano una notevole azione riducente, che si esercitava sul perman- 
ganato, sul bicromato e anche, sebbene in maniera non completamente di- 
mostrativa, sullo iodio. D’altra parte € noto, che gli elementi, che entrano 
nella composizione del reattivo, possiedono vari stadi di ossidazione aventi, 
ciascuno, una colorazione caratteristica, con preponderanza dei colori bleu 
e violetto. Logica dunque l’ipotesi che la particolare colorazione bleu— 
violetta data dal reattivo di Bezssonoff in soluzione solforica al 5 °/o, 
potesse essere un prodotto di riduzione o del molibdeno, o del tungsteno, 
o di tutti e due contemporaneamente. In questa ipotesi ci confermava il 
fatto che l’idrochinone, noto per le sue proprieta riducenti, dava una netta 
reazione. 

Quest’ultima circostanza ci indusse anzi a verificare, se il metolo, 
anch’esso fenolo con spiccate proprieta riducenti, desse la reazione. Un rapido 
saggio dette risultato positivo. E allora sperimentammo vari riducenti come 
solfato ferroso, cloruro stannoso, iposolfito, metalli, come ferro e zinco, con 
acido solforico. In ogni,caso ottenemmo costantemente la caratteristica colo- 
razione bleu-violetta. Vari altri riducenti si dimostrarono inefhicaci e tra questi 
citiamo l’anidride arseniosa, il glucosio, lidrogeno molecolare. Non ab- 
biamo, di proposito, voluto approfondire questa differenza di comporta- 
mento, ma con tutta probabilita essa ¢ dovuta all’ambiente in cui avviene 
la reazione ed alla temperatura. Noi sperimentammo sempre a freddo ed 
in ambiente acido. Comunque le riduzioni sopra citate, sono pit che sufhi- 
cienti per farci affermare che la colorazione bleu—violetta ¢ dovuta ad una 


(1) Preparation rapide de Pacide mono-molybdo-phosphotungstique, reactiv des polyphe- 
nols et des vitamines, «Compt. Rend.», tom. 186, p. 1223, anno 1926, 


reazione di riduzione del reattivo. Se questo ¢ vero, non é necessario ricor- 
rere alla laboriosa preparazione dell’acido mono-molibdofosfotunstico di 
Bezssonoff, ma é sufficiente usare un opportuno composto del solo molibdeno 
0 del solo tungsteno. Seguendo questa idea abbiamo voluto sperimentare 
Pacido fosfomolibdico in soluzione acquosa. Con questo composto la ridu- 
zione decorre fino all’ossido azzurro di molibdeno con i pid noti materiali 
antiscorbutici, con lidrochinone, con metolo: si ottiene, invece, Vossido 
rosso di molibdeno, con pirogallolo e con l’acido tannico. Nessuna ridu- 
zione, nelle stesse condizioni di ambiente e di temperatura, si ha con l’acido 
urico, con fenolo, con resorcina ecc. L’ acido fosfo-molibdico si comporta 
in una parola, in maniera perfettamente analoga al reattivo di Bezssonoff, 
Vunica differenza consistendo nel fatto, che col primo la colorazione carat- 
teristica € un bell’azzurro, mentre col secondo si ha Ja nota colorazione 
bleu-violetta. Si potrebbe indirizzare la ricerca verso un composto ancora 
pit semplice dell’ acido fosfo-molibdico e verso tutti quei coloranti organici 
che per riduzione danno il leucoderivato od altro colore, ma non vogliamo 
insistere su cid, sembrandoci che |’uso di un reattivo piuttosto di un altro, 
basato perd sullo stesso principio, non abbia una seria importanza. 

Pit importante, invece, ci sembra il fatto che tutti i materiali antiscor- 
butici pil noti e pil efficaci, possiedono proprieti riduttive. Se ora si tiene 
presente che l’ossidazione, in qualunque maniera avvenga, distrugge o at- 
tenua fortemente le proprieta antiscorbutiche di un dato materiale, questa 
circostanza acquista un rilievo degno, senza dubbio, della massima consi- 
derazione. 

Quale relazione esiste tra questo fattore riducente e il fattore antiscor- 
butico? E un fattore accessorio o é esso stesso il fattore C? 

Ci proponiamo di rispondere a queste due domande con esperimenti che 
abbiamo in corso. Intanto come conclusione del presente lavoro, crediamo 
di poter affermare: 

I. Che il reattivo di Bezssonoff non € specifico pel fattore C. Esso 
mette soltanto in evidenza in tutti i materiali antiscorbutici un fattore ridu- 
cente, che puo 0 non coincidere con la vitamina C; 

II. Che a tale scopo si pud ricorrere come reattivo ad un composto 


pit’ semplice, in cui entri un elemento che abbia almeno due stadi di ossi- 


dazione colorati differentemente. 
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MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Geofisica. — Materiali per la ricostruzione delle carte magne- 
tiche d'Italia (IV Contributo : Piemonte). Nota“ del Socio L. Pa- 
LAZZO. 


1. Nel 1928 ho potuto tiprendere il lavoro di raccolta di nuove 
osservazioni per la ricostruzione delle carte magnetiche d’ Italia, lavoro che, 
iniziato nel 1921 e proseguito fino al 1924, m’era capitato poi di lasciare 
interrotto per alcune estati, a motivo di altri lavori sopragegiunti e di altre 
missioni dovute successivamente compiere, tra cui il viaggio in Africa per 
le osservazioni dell’ eclisse solare del 1926 e per il rilievo magnetico della 
Somalia. Intanto, per cid che riguarda i rilievi italiani, io avevo ‘comuni- 
cato a suo tempo, alla R. Accademia, i rapporti concernenti I’ intero bacino 
Adriatico, il versante medio Tirrenico con le minori isole, e poi le isole 
maggiori di Corsica, Sardegna e Sicilia ©, cosicché la presente Nota, rela- 
tiva alle misure fatte nel 1928 e 1929 in Piemonte, puo considerarsi come 
il IV contributo del genere ), 


(1) Presentata nella seduta del 6 novembre 1932. 

(2) V. rispettivamente in « Rendiconti», serie 5°, vol. XXXI, XXXII e XXXL 
sedute 2 aprile 1922, 4 marzo 1923, 7 dicembre 1924. 

(3) Mi ero proposto di rilevare nel 1928 la regione ovest della Valle Padana, ma 
malauguratamente cominciarono allora a manifestarsi seri disturbi nella mia vista, per cui 
il lavoro subi nuovi indugi ed intralci. Nel 1928 non riuscii a finire le misure ‘del 
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2. Le stazioni scelte per le misure nel Piemonte sono’ qui appresso 
-elencate, per ordine di data della loro occupazione, e con I’ indicazione della 
natura del suolo circostante. Esse, ad eccezione di Gressoney “, sono tutte 
stazioni di ripetizione nelle quali, ciot, erano gia stati eterna in altri 
tempi gli elementi magnetici, dal prof. Chistoni o dal P. Denza. 


Nel 1928: 

1" Domodossola, nel recinto adibito a campo calcistico del Collegio 
Rosmini (settembre 13, 14, Is): terreno alluvionale con numerosi ciottoli 
di gneiss e scarsi ciottoli serpentinosi. 

2* Alagna, in un prato dietro l’Albergo Guglielmina (settembre 19, 20): 
morena con detriti vari; in vicinanza rocce serpentinose. 

3* Gressoney Saint Jean, in un prato a destra del viale d’ accesso 
all’Albergo Delapierre (settembre 23, 24): alluvione terrazzata del Lys, 
eneiss minuti. 

4* Aosta, in un prato dell’ Ospizio di Carita, gid podere della Scuola 
pratica d’agricoltura (settembre 27, 28, 29, aa terreno agrario, alluvione 
terrazzata della Dora Baltea. 

5* Piccolo San Bernardo, al margine sinistro della strada poco prima 
di arrivare all’Ospizio (ottobre 2, 3): dolomia breccioide; in vicinanza mi- 
cascisti, privi d’azione sul magnete. 

6* Courmayeur, frazione Larzey, nella prateria retrostante alla Pen- 
sione del Viale (ottobre 5, 6): alluviale, detriti di gneiss e granito porfiroide. 

7* Bardonecchia, frazione Borgonuovo, in un prato che e dipendenza 
dell’ Albergo Savoia, al di 14 del torrentello Merdovine (ottobre 9, 10, 11): 
alluviale, cono di deiezione. 

8? Torrepellice, in un prato ad est della Pensione Gelli (ottobre 13, 14): 
alluvione terrazzata del Pellice, con detriti di gneiss e micascisti. 

9? Lanzo, in un prato all’estremo sud-orientale del colle detto Monte 
Buriasco su cui sorge il Collegio Salesiano (ottobre 23, 24, 25): serpentina 
del pre—triasico. 


Nel 1929: 
@ Alessandria, in regione « Orti», nell’orto annesso all’Ospizio della 
Divina Provvidenza (settembre 4, 5): terreno agrario argilloso, su alluvione 
ciottolosa. 


Piemonte, ed il programma, limitatamente a quest’ultimo, pote essere completato, per le 
poche stazioni rimaste, soltanto nel settembre dell’anno appresso 1929. All’elaborazione 
poi, ed al calcolo delle osservazioni raccolte, coll’ageravarsi dell’infermita, io non fui pid 
in grado di accudire se non in questi ultimi mesi dopo il parziale recupero della vista. 
Questo ho voluto dire per spiegare il ritardo nella presentazione della Nota, ed a chiari- 
mento dell’opera mia. 

(1) Parve indicato comprendere, fra i punti da determinarsi, anche uno nuovo: 
Gressoney, nella cui valle abbiamo la stazione di base degli osservatorii geofisici del 
Monte Rosa. 
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2* Cuneo, in un prato di proprietd Marchisio Battista tra jl viale degli 


Angeli e la ripa verso il torrente Gesso (settembre ro, 11, 12): terreno” 


agrario, alluvione ghiaiosa del piano terrazzato dal Gesso. 
3* Novara, nel centro del nuovo campo sportivo, sotto il vecchio 
baluardo di S. Lucia (settembre 14, 15, 16): sabbie giallastre di alluvione. 
4* Domodossola, nello stesso punto dell’ anno precedente (settem- 
bre727,£ 28). 

3- Al finire della breve campagna del 1929, ho voluto ripetere la sta- 
zione di Domodossola, gia compresa nella serie del 1928, e ciO per avere 
modo di operare la saldatura fra le due serie benche distanziate di quasi 
un anno; vale a dire, ebbi l’intendimento di procurarmi (almeno per una 
stazione presa come caposaldo) la conoscenza delle variazioni nell’ intervallo, 
allo scopo di ricondurre poi tutte le misure ad un’epoca comune, intermedia, 
quale il principio d@’anno 1929. 

Nel fatto, le misure ripetute hanno dato: 


Domodossola 
D I H 
In settembre 1928: 7° 50'.5 W 61° 59.-5-N o> OF 21147 
In settembre 1929: 7 39.6 SES O-20124 
Variazioni in I anno: =— 10'.9 - —1'.8 — 23 


I valori di variazione per D e per H appaiono buoni; la diminuzione 
della declinazione (occidentale) di ro—r1’ per anno € precisamente quella 
ammessa attualmente nelle nostre regioni; e sappiamo pure che I’ intensita 
orizzontale diminuisce ora annualmente di qualche decina di vy. Invece la va- 
riazione ottenuta a Domodossola per l’inclinazione ci lascia incerti anche in 
riguardo al segno, perché essa sta entro il limite dell’errore tollerabile nelle 
determinazioni di I fatte coll’ordinario inclinometro a cerchio, che & + 2’ @), 


4. CiO premesso, possiamo presentare in tabella i nostri risultati. 
Ai valori di D e H, osservati e raccolti in semplici medie G) per le 
singole stazioni, abbiamo apportato i necessari ritocchi (piccole frazioni 


(1) Invero le variazioni a me risultate per Domodossola in D e H, a distanza di un 
anno, collimano molto bene con le quasi contemporanee variazioni determinate all’osser- 
vatorio magnetico di Seddin (Prussia), e che il collega Direttore Nippoldt mi ha gentil- 
mente comunicate. Le diflerenze fra i valori normali (medi di 12 mesi) a Seddin per le 
epoche 1928.5 e 1929.5 sono state: 10’.45 di diminuzione nella declinazione occidentale, 
24.3 di diminuzione nell’ intensita orizzontale; l’inclinazione é invece aumentata di fH Os 

(2) Il dubbio sul risultato di Domodossola per I & motivato pure dal fatto che ale 
l’Italia Centrale oggidi l’inclinazione mostra invece tendenza a lieve aumento, forse di 
1’ all’anno. 

(3) Gia*ho detto altre volte che per lo speciale modo con cui io sono solito a con- 
durre le determinazioni magnetiche in campagna, in due o pit giorni e con opportuna 
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delle variazioni annue test? trovate, rispettivamente — 10’.9 e — 23 y @) 


per la riduzione all’epoca 1929.0; invece, quanto all’ inclinazione, piuttosto 
che introdurre correzioni incerte, preferiamo lasciare cosi come sono, le 
medie ricavate immediatamente dalle misure, ritenendo che esse rappresen- 
tino git ad ogni modo, assai da vicino, i valori di I quali si sarebbero 
osservati intorno al 1929.0. ' 

I dati portati nella tabella appresso, sono divisi in due gruppi. A sinistra 
figurano ordinate le stazioni secondo la longitudine da est ad ovest, cona 
fianco i valori della declinazione magnetica, perche & sopratutto con la lon- 
gitudine che varia la declinazione. Nella sezione di destra sono offerti i 
valori dell’inclinazione e dell’ intensita orizzontale delle stazioni disposte in 
ordine di latitudine decrescente, con la quale I ed H essenzialmente variano. 


Elementi magnetici determinati in Piemonte per epoca 1929.0. 


Peneiaee Dea ak Inclina- hi 
Be ee dine est | zione occi- nape Teh Latitudine | jigne bo- gee: 
da Green.| dentale nord reale jorizzontale 
Xr D © I H 
Mlessand riage. tmOr Qu rok 7°38'.3. || Domodossola_. | 46°06'.7 61°58'.6 oF 21142 
Novara: 2. 2 | 8°36-9" 1) 7 35.3 | Alagna | ot AS Stl2 | e2elect Oseaooae 
Domodossola .| 8 17.3 7 48.0 ||Courmayeur .| 45 47.8] 61 47.4] O .21194 
Alagna Ont 7 32.9 ||Gressoney . .| 45 46.6] 61 16.4] O .21498 
Gressoney 7 49-7 BmBis.8: WeNostae =r Ttk! || Sse een Or 3525s Ono msert. 
Cuneo. . Ft Paste 8 05.4 ||Piccolo S. Ber- 
he re ewe NATO, cs ey aia AS -AOk25|) OF 3ocen tome t2or 
te chee Wee WiNovata .6222 Deel) Aigk26%6)| <6182s7 On Momao sito 
Marrerenices “arya Maree hanzone ns eas Ob Tel, Gr Sy eu mom ana 
Poneniapeane sec teallo ator Bardonecchia .| 45 04.6| 61 03 6] O .21578 
Picdola SBS | Alessandria. .| 44 55.3 | 60 50.1] 0 .21814 
natdon ". /eje% 1 6152,.6 20 8 27 a7) Lortéepellice.. cyl A4tAG I 601 Suez Ones 
Bardonecchia Pa OmA2 A. 8 29 be al\Cunéon <5) |) 44223).0)| SOOM ero WNOR 200%, 


scelta delle ore, i valori genwini da me dati come medie immediate delle osservazioni, 
devono in genere corrispondere con grande approssimazione ai valori medi diurni degli 
elementi. — Noi non avevamo fino a poco fa un osservatorio magnetico in Italia su cui 
appoggiarci per sceverare dai risultati di campagna le variazioni di tempo. Solo recente- 
mente ¢ entrato in funzione, per cura dell’ Istituto Idrografico di Genova, un osservatorio 
magnetico sull’altura del Castellaccio. 

(1) Questi valori di variazione propri di Domodossola possono pure ‘applicarsi alle 
altre stazioni del Piemonte, trattandosi di regione limitata. 
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y- Se i valori di declinazione s’inscrivono sulla carta geografica (non 
€ possibile qui riprodurla), il tracciamento delle isogone mostra che esse 
corrono in Piemonte poco regolari, cioé subiscono inflessioni, e tuttavia 
mantengono ad un dipresso la direzione lungo i meridiani, con diminuzione 
di D (occid.) da ovest ad est in ragione di 24’ per 1° di longitudine, a 
somiglianza di quanto avviene in altre regioni d’Italia “). Valori di D nella 
tabella non conformi a questa regola si notano specialmente per Alagna e 
piu. ancora per Gressoney. Lanzo poi si isola dalla rappresentazione gene- 
rale delle isogone per un’anomalia notevole, quasi 1° in pit. La causa di 
queste anomalie si arguisce facilmente. Il ripiano morenico di Alagna su 
cui ho lavorato, pud nascondere in profonditd detriti provenienti dalle vi- 
cine formazioni serpentinose. A Gressoney io avevo cercato di allontanarmi 
abbastanza dalle serpentine della valle superiore del Lys, discendendo da 
La Trinité fin oltre Saint Jean, e ponendomi su terreno d’alluvione, in cui 
non riscontrai elementi serpentinosi; ma non sappiamo poi quali rocce si 
célino sotto la coltre alluvionale. Quanto a Lanzo, gid sapevo che il colle 
Buriasco era costituito da massi serpentinosi, e tuttavia io volli fare quel 
punto, in cui aveva posto la sua stazione il Chistoni nel 1887, perché mi 
interessava di vedere quali valori di variazioni magnetiche (secolari) sareb- 
bero venuti fuori dal confronto fra le nuove e le vecchie misure, su terreno 
magneticamente anomalo. 

Se poi mettiamo sulla carta geografica i valori di inclinazione, ve- 
diamo che le isocline in Piemonte corrono pressoché nella direzione dei 
paralleli, scalandosi abbastanza regolarmente da sud a nord, con aumento 
di quasi un grado d’inclinazione per ogni grado di ascesa in latitudine. Ma 
fanno spiccata eccezione a tale legge i tre punti, gid riconosciuti anomali 
per D: Alagna, Gressoney e Lanzo. Quest’ultimo scarta per un’ inclinazione 
di 45-50’ sopra il valore normale; il polo nord dell’ago subisce dunque 
particolare attrazione da parte del terreno. 

Passando infine a considerare pel Piemonte le isodinamiche della com- 
ponente orizzontale, l’insieme delle linee costituisce una rappresentazione 
poco dissimile da quella delle isocline; l’intensita H cresce con discreta 
regolarita scendendo dal nord al sud, di 530-540 y per ogni intervallo di. 
1° di latitudine, come abbiamo trovato altrove in Italia, dal basso Tirreno in 
su. Anche senza il sussidio della carta, ognuno vede dalla tabella che si 
presentano qui nuovamente le anomalie di Alagna, Gressoney.e Lanzo. II 
divario di Lanzo dal valore normale ¢ di 380 y circa in meno; all’ inclina- 
zione aumentata corrisponde la forza orizzontale diminuita, ma, a calcoli 
fatti, risulta un sensibile accrescimento della forza totale. Anche questo é 
conforme alle idee che abbiamo intorno al magnetismo di monte. 


(1) Precisamente: sul versante medio del Tirreno, sull’Adriatico ed in Sardegna noi 
abbiamo trovato il rapporto medio di AD a AA = — 25’; in Sicilia AD/AA = — 21’. 
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6. Adesso vogliamo sottoporre a confronto le recenti mie misure ¢ quelle 
eseguite dal Chistoni in Piemonte negli anni 1886 e 1887; in questo modo 
ricaveremo qualche utile conoscenza relativa alle variazioni secolari. Siccome 
le operazioni del Chistoni furono comprese fra il luglio 1886 ed il giugno 1887, 
cosi torna conto — prima di iniziare il -confronto coi nostri valori — ripor- 
tare uniformemente i dati del Chistoni al principio d’anno 1887; cio che 
ottengo con lievi ritocchi, in base alle variazioni per anno a noi note per il 
periodo 1881-1892 per |’Italia continentale: AD = —5’.5; AI = —1'.55 
AH = + 227. Avverto inoltre che, per la ragione gia da me esposta in 
precedenti pubblicazioni, i numeri di H lasciatici da Chistoni devono essere 
corretti con un termine comune addittivo: + I12y. 

Nel quadro che segue, per 10 stazioni ripetule in Piemonte, stanno 
inscritti prima i valori del Chistoni, corretti e ridotti all’epoca 1887.0, e 
poi le differenze tra questi ed i dati miei valevoli pel 1929.0, cioé le va- 

-riazioni secolari in D, I e H avvenute nell’ intervallo 1887-1929. 


Variazioni magnetiche in Piemonte dal 1887.0 al 1929.0. 


Misure Chistoni  Differenze 1887-1929 (*) 
riferite al 1887.0 (Chistoni-Palazzo) 
ASST UNVAM GIN A SUUSY SL OEWR UT a Fe 
D I H AD Al AH 
ovest nord 
Alessandria. = =| ., will. ¥2°46.0°161°31 5) O.2tdaT |) —5°o7''7 | —ocAmeA aaa 
Guneos oy 5 2 se Pil 13 TONGH | OL TInt) 021662") —= hoe) | ons meee os 
Torrepellice 7). F518. I 13008 7h Gn 46.25)" O21461 5 1206s —o S570 268 
| 
Bardonecchia . . . || 13 30-7 | 61 54.3 | 0.21211 || —5 09.6 | —o 50.7] + 367 
Lanzo. . . . . «| 13 11.0 | 6217.6] 0.21311 |\(—4 23 .0)|(—Oo 20.3)| (— 137) 


INOS VA eae 1 lle 3 lcOn MODI 7 (iL lm O2RO7 Omi t\ al 2ir7/al ——OeAn re Odeon 
Courmayeur. . . «|| 13 32.8 | 62 25.0 | 0.20985 || —5 16.7 | —o 37.6| + 209 
Noyatas: 5 156. 2). sell, 2214429) | 6200.6: 140.212.451.509 u64)' = 0 45..61) sae 
Alagna . . . « «|| 13 03.4 | 62 53.8] 0.20600 ||(—5 30.5)| —o 41.7] + 237 
Domodossola . . . |) 13 04.7 | 62 36.4 | 0.20899 || —5 16.7 | —o 37.8| + 243 


Medie delle variazioni 
1887-1929" .. . js « <l|. =5°Rs'.48)—0°43".3 et 290% 
ato a70) a at 1 Sta 16 


Media variazione per anno 
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(*) Il segno — delle differenze A significa diminuzione del valore dell’elemento col progredire del tempo; il + 
corrisponde ad aumento col tempo. 
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Le variazioni secolari cosi desunte dalle singole coppie di yalori com- 
parati fra Chistoni e Palazzo, sono in genere assai concordi fra loro, per 
tutti e tre gli elementi e specialmente per la declinazione. Fa soltanto ecce- 
zione Lanzo, i cui A si allontanano da ogrii altro, e per AH si ha perfino 
opposizione di segno. Cio non sorprende, dopo quanto ¢ stato detto avanti 
circa Panomalia di Lanzo. Io, tornato a Lanzo per le misure, non ho pit 
potuto identificare con sicurezza il punto in cui il Chistoni aveva posto la 
sua stazione, e allora basta un piccolo spostamento dall’uno all’altro centro 
dosservazione, sulla roccia perturbante, per darci ragione delle irregolarita 
nelle differenze A testé rilevate “. 

Pertanto nel calcolare i valori medi delle variazioni secolari, abbiamo 
escluso i numeri relativi a Lanzo (chiusi in parentesi), come pure abbiamo 


~escluso il valore di AD risultante da Alagna, ove pure si é notata un’ano- 


malia dovuta al terreno. I rimanenti otto valori di AD si stringono compatti 
intorno al valore medio, con scostamenti massimi di + 5-6’; l’errore pro- 


‘babile del medio risultato poi é piccolissimo. Abbiamo dunque motivo di 


ritenere ben attendibili i valori medi delle variazioni secolari ricavate pel 
Piemonte e pel periodo 1887-1929, da noi scritti nella penultima orizzon- 
tale della tabella. Sotto, abbiamo aggiunti i quozienti delle variazioni globali 
per i 42 anni dell’intervallo. Ma |’ operazione aritmetica assume significato 
fisico soltanto per Ja declinazione, che sappiamo essere sempre diminuita con 
continuita, e per la quale possiamo dunque dare 7’.4 come decremento medio 
per anno, nel 42.nnio considerato. Per |’inclinazione e per |’ intensita il caso 
é diverso, perche I e H hanno variato in Italia passando rispettivamente per 
un minimo e per un massimo, invertendo dippoi il segno della variazione, 
nel tempo fra le vecchie e le nuove osservazioni. 


7. Come accennammo in principio, fra le stazioni da me ripetute, ve 
ne sono alcune ove fece misure il P. Denza, piu di mezzo secolo addietro. 
Esse sono: Piccolo S. Bernardo, Bardonecchia, Alessandria e Cuneo; queste 
tre ultime dippoi comprese anche nei rilievi del prof. Chistoni. E giusto 
qui ricordare lopera magnetica del P. Denza, il quale tra gli anni 1875 
e 1879 giro VItalia facendo stazione in 77 punti, coll’intendimento di 
costruire la prima carta magnetica generale italiana. I] Denza pero poté 
dare alle stampe soltanto una Memoria con le parti prima e seconda con- 


(1) Ne riferisco una prova raccolta intorno al punto da me occupato. Avendo spo- 
stato l’inclinometro dal centro di stazione ad un punto distante metri 38 contati nella dire- 
zione N { 24°18’} W, mi risultd quivi l’inclinazione 61°25’.8, diversa di 31’.5 da quella 
misurata nel centro: 61° 57’.3. — D’altronde, anche il prof. P. Dionigi Boddaert, che studio 
la distribuzione del magnetismo nei dintorni di Torino con una trentina di stazioni (« Mem. 
R. Accademia delle Scienze di Torino», serie II, tom. LVIII, LIX, 1907-1908), ebbe a 
riscontrare la speciale anomalia di Lanzo, con manifestazioni di forti divergenze fra due 
punti vicinissimi entro lo stesso podere del Collegio dei Salesiani. 
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cernenti 1 preliminari e le misure d’ inclinazione (Torino, tipografia Collegio 
degli Artigianelli, 1888); purtroppo, il meglio del lavoro ossia le determi- 
nazioni di declinazione e d’intensiti - con la morte del Denza avvenuta 
nel 1894 — rimasero non calcolate ed inedite. In tempi recenti il P. Boddaert, 
direttore dell’osservatorio meteorologico di Moncalieri, intraprese il paziente 
calcolo delle osservazioni magnetiche del Denza, estraendole dai registri 
originali; e cosi speriamo che fra breve possa il vecchio lavoro essere 
tratto dall’oblio. Frattanto, dalla cortesia di P. Boddaert, io ho potuto otte- 
nere quei valori degli elementi magnetici che adesso mi interessavano, per 
le quattro stazioni del Denza su nominate. Noi siamo quindi in grado di 
stabilire ora i confronti fra i risultati del Denza, quelli successivi del Chistoni 
e gli ultimi miei, sempre allo scopo di contribuire allo studio delle varia- 
zioni secolari. Per presentare pit. chiara la comparazione, ho apportato ai 
valori del Denza, nel solito modo, piccoli ritocchi per la riduzione ad una 
epoca comune, espressa in numero tondo, e prossima ai tempi delle misure 
fatte: ho scelto epoca 1877.0. Diamo a p. 380 lo specchietto dei con- 
fronti. 

Non occorrono, a proposito di quest’ultima tabella, commenti da parte 
mia; noto soltanto che l’aumento di H limitato a 78 y (valore medio delle 
tre differenze Denza-Chistoni) durante il decennio 1877-1887 mi pare poco 
attendibile, forse per difetto nei valori Denza. 


Meccanica. — Spostamenti rigidi finili. Nota‘ del Corrisp. 
U. Cisorti. 


Mi propongo di dedurre, nel modo che mi sembra il piu diretto ed 
elementare, un’espressione vettoriale abbastanza semplice degli spostamenti 
rigidi finiti. Essa é la seguente [n. 2]: 


4 I 
AP = AO +7 tio A(P—0 +eAP—O), 


essendo: P e O due punti qualsivogliano del sistema. rigido, AP e AO i 
rispettivi spostamenti finiti e # un vettore arbitrario. Se AO e @ sono 
prefissati ad arbitrio, entrambi, tale formula definisce gli spostamenti di tutti 
i punti P e quindi uno spostamento finito di tutto il sistema. Il vettore , 
per un medesimo spostamento, é indipendente da O [n. 3]. Se AO e » sono 
infinitesimi, di primo ordine, la precedente formula va a coincidere con 
quella classica relativd agli spostamenti rigidi infinitesimi. Infine, passando 


(1) Pervenuta all’Accademia il 13 ottobre 1932. 
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alle componenti cartesiane [n. 7], stabilisco il confronto colle classiche for- 
mule euleriane “) e precisamente colle formule di Rodriguez ©. 


r. — Previminari. - Lemma. — Se we v designano due vettori noti, 
Vequazione vettoriale 


(1) C= Uy\ (es ve) 


individua un unico vettore a che é definito dalla seguente relazione %): 


(2) e=——uA(vtufr). ; 


Me a 
Corollario. - Ponendo in (1) e (2) # =o si constata la equivalenza 
della condizione 
wu /\ (vw+u / v)=0 


" /\ DIO: 


colla condizione 


2. — SPOSTAMENTI RIGIDI FINITI. — Sieno O e P due punti qualunque, 
appartenenti a uno stesso sistema rigido. Assumiamo come caralteristica 
della rigidita del sistema la conservazione della distanza di ogni coppia di punt 
del sistema stesso, il che si puo esprimere scrivendo 


G3) (P — O)? = costante. 


Sia AO uno spostamento arbitrariamente attribuito al punto O, per 
cui questo punto passa da O in O + AQ; in virtu della suaccennata ca- 
ratteristica di rigidita il punto P dovra portarsi in una delle infinite posi- 
zioni P + AP tali che il corrispondente spostamento AP deve soddisfare 
alla seguente relazione: 


(Pi ARO == AO a Pe aye 


(1) Cfr. ad es. WuirraKker, Analytical Dynamics, Third Edition, Cambridge, Univer- 
sity Press, 1927, Ch. I. 

(2) Cfr. Macci, Geometria del movimento, Bologna (1926), Zanichelli, § 32. 

(3) La giustificazione @ pressoche immediata. Mediante moltiplicazione vettoriale 
per w, dalla (1) si ricava 


ue\v=(UX wvH)U—wWae+tuUuA\U/ rv), 
ma, per l’ortogonalita di aw e w, implicita nella (1), € & X @ nullo, per cui risulta 
Uf eC=—WeH+U/A\(U/AD). 
Sostituendo in (1) si ottiene ‘ 
e=—we+uA\(uAvytuAjv=—wvaetuAwtuAr), 


che risoluta rispetto a w da la (2), Gs is Gh 


dalla quale si deduce : 


FAP AO |ScTAP SAGs fa (P= O)] = 05 


Questa relazione esprime l’ortogonalita tra i due vettori entro le ale 
ortogonalita che si puo esprimere in modo altrettanto generale, scrivendo 


(4) AP — AO = — w A [AP —AO + 2(P—O)], 


designando » un vettore arbitrario. 

Questa relazione ¢ caratteristica per il AP quando sono assegnati AO 
e w. E facile dedurre da essa la espressione esplicita del AP. Basta con- 
frontare la (4) colla (1) e notare che esse coincidono quando si pone: 


U=—o , v=2(P—O) , w=AP—AO. 


Sostituendo nella (2) e risolvendo rispetto a AP si ottiene: 


G)? 


/ z 
(5) AP eNO SER Oia [Pew Cea Aap ea er) Hi 
4+ 2 
formula che caratterizza gli spostamenti di tutti i punti P del sistema rigido 
quando sieno assegnati lo spostamento AO di un suo punto O e il vettore w. 


3. - INDIPENDENZA DI » DA O. — Scelto un altro punto O, del si- 
stema rigido, distinto da O, chiamiamo @, il vettore tale che 


(6y  AP=AO, + 


al », \(P—0, ++ AP—O,) 


u 


/ 


definisca la stessa distribuzione di spostamenti AP, definita da (5), quando 
ci si riferisce al polo O. Per la (5) stessa dovra essere: 


Ga hOe = AG) 2 4 0 \(0,-0 + eA0,—0). 


4 


Scrivendo nella (5) al posto di P— O, la somma equivalente (P — O,) + 
+ (O, —O), tenendo presente la (7), si ottiene: 


4 ze BEG"). 
ap = 40, +715» A(P—0. +5 wo AP 0.) 


Ma i primi membri di questa e della (6) sono identici, qualunque sia P, 


lo stesso dovri aver luogo per i secondi membri, il che porta alla seguente 
identita im. P: 


(8) cues! W, /\ (P —— (6 st _ @, \\ PP ae 0,] — 


4 +0 


Se (67) /\ (P ss OO; ai 2 @ /\ P ioe 0,] 


e quindi “) w, =; dunque » ¢ indipendente da O. 


4. — SPOSTAMENTI INFINITESIMI. — Se AO e @ sono infinitesimi, di 
primo ordine, sono da trascurarsi gli infinitesimi di 2° ordine, w* e 
w /\ (o A P—O), la (5) va a coincidere colla formula classica degli spo- 
stamenti rigidi infinitesimi 


SPS SO ae ere Oe 


5: - TRASLAZIONI, SPOSTAMENTI ROTATORI POLARI E ROTAZIONI. — Po- 
nendo nella (5) w» = 0, scende AP = AO; é il caso tipico dello sposta- 
mento rigido traslatorio.. 

Se, riferendoci nuovamente alla (5), ora si assume AO = 0, cio si- 
gnifica che, nello spostamento rigido, il punto O rimane fisso; la (5) stessa 
diviene: 


vice ce ST ale 
(9) ap = 4 A(P O+ +t oAP 0) 


Com’era da prevedersi, scende da questa relazione che lo spostamento rigido 
é uno spostamento finito rotatorio polare o, in particolare, una rotazione 
attorno a un asse contenente il punto O e parallelo a w ©). 


(1) Infatti, assumendo in particolare un punto P tale che P —O risulti parallelo 
a a il secondo membro é nullo e quindi dev’essere nullo anche il primo, cioé: 


My A(P= 01+ > o: \P—01)=0; 


ma questa relazione, per il corollario del n. 1, ¢ equivalente a P—O; A @:=0, cioe 
P —O, ¢ pure parallelo a a; dunque w e a; sono paralleli e si pud scrivere wr = ha. 
Sostituendo in (8) e prendendo la div, di entrambi i membri si ottiene /2= 1, cioe 
h = +1; facilmente si vede poi che dev’essere h =1, G) Vou. 

(2) Infatti, se ci si pone il quesito: quali sono gli eventuali punti P che, come O, 
rimangono fissi durante lo spostamento, cio per i quali ¢ AP = 0, dalla (9) scende che 
sono i soli punti P per cui risulta 


wh (P—O+5 @AP=0)=0, 


che, in virth del corollario del n. 1, equivale a P—O A @m=0, ovvero P—O= ka, 
qualungue sia lo scalare k. Se k= 0 & P=0, cioé lunico punto che riman fisso é O 


6. — SIGNIFICATO DI w. — Riferiamoci a quest’ultimo caso e introdu- 
ciamo, in ogni punto P- fuori dell’asse di rotazione, tre vettori unitari 
trirettangoli @,b,¢: il primo orientato come l’asse di rotazione, il secondo 
normale al piano determinato da P e dall’asse e il terzo 


c=a/f\b 


radiale, cioé normale all’asse e contenuto nel piano di questo e di P. Sia 


5’ = modP—O fa 


la distanza di P dall’asse; allora avendosi 
o/\P—O=8d , o /\(@  P—O)=ode /\ b=w' sa /\ b=w'de, 


la (9) pud scriversi: 


(10) AP i= aa (0 + zo): 
Scende da questa 
mod AP = gschtlas : 
14 + o 


D*altra parte lo spostamento finito di P avviene lungo un arco finito 
di circonferenza di raggio 8 e col centro sull’asse, ne segue che — chiamando 
d la distanza della corda AP dell’asse stesso — 


(AP 3 
d= ye! ea rear 


Se infine, indichiamo con @ l’angolo al centro corrispondente all’arco s di 
circonferenza descritto dal punto nel passaggio da P a P+ AP, é 


JAF 2 arc't 
Tey arc tg 
Ow 7 


N= 2arcig 


per cui risulta l’arco 


0) 
Se OU = 9) ATC fo) Se 
wie: 


dalla quale si ricava 


e si ha uno spostamento rotatorio polare; se k==0 i punti che rimangon fissi sono 
tutti quelli di una retta contenente O e parallela a a cioé si ha una rotazione attorno 


alla retta. 


appare da questa relazione il significato di w nello spostamento rigido 
rotatorio finito. Se s é infinitesimo, di 1° ordine, a meno di infinitesimi 
di 3° ordine si ottiene 


che é la nota relazione relativa agli spostamenti rotatori infinitesimi. 


7. - COMPONENTI CARTESIANE. — Sieno y; (i = 1, 2,3) le coordinate 
cartesiane del punto P, con riferimento a una terna trirettangola antioraria 
coll’origine in O, dimodoché y; sono anche le componenti cartesiane del 
yettore P —QO. Indichiamo con s; le componenti di AP, con s) quelle 
di AO e con p; quelle di w. Cid posto, le componenti cattesiane di 
_@ /\ P—O sono: 


(11) [w A P—O)i= pits Vi42 — Pit: Veta 


colla intesa di considerare eguali gli indici che differiscono di 3, 0 multipli 
di 3; inoltre, essendo 
wo /\\ (@ A P —O) = (w X P— O) » — a? (P — O), 


si hanno le seguenti espressioni per le componenti cartesiane di questo 
vettore : 


[oA@AP—Ok=HS,dew—oy 5 @ = Dy fhe 


Per queste e per le (11), si ottengono dalla (5) le componenti carte- 
siane di AP espresse nel seguente modo “): 


In particolare, per spostamenti infinitesimi, si ritrovano le formule 
classiche 


eraert(0) 
i= S; TouPE toy Ns ee = Pee Ne eerie 


(1) Le (12) vanno a coincidere colle formule note (WuiTTAKER, loc. cit., p. 7 e 8), 
ponendo 


SV —=dcosa , SY —dceosB , Sai tase, 
2& y 


2 MG 
prFS— 2 =.= 5 = — 5 2= 
% p z P3 x x 


= 387 oe 


‘ 


Chimica (Chimica biologica). — La presenza nella bile di un 
enzima deidrogenante l'acido stearico“. Nota®) del Corrisp. G. Qua- 
GLIARIELLO. 


La teoria della ossidazione per deidrogenazione, negli organismi ani- 
mali, degli acidi grassi superiori é oggi generalmente accettata, sebbene 
non esista alcuna prova sperimentale di deidrogenazione enzimatica degli 
acidi grassi_ stessi). Thunberg “4, facendo agire poltiglia di fegato e di 
muscolo su acidi grassi inferiori, sino all’isovalerianico, ottenne risultati 
costantemente negativi. 

Per tale motivo mi sono sembrate interessanti alcune ricerche eseguite 
recentemente da T’angl e Berend ‘), dalle quali risulterebbe che, mettendo 
a dializzare in un tubo di collodio una emulsione di tristearina e trioleina 
alla quale si sia aggiunto un po’ di succo pancreatico e di bile, nel dializzato 
si trovano, dopo 24 ore, acidi grassi precipitabili col bromo, cioé contenenti 
quattro legami etilenici. 

Risultati analoghi avrebbero ottenuti, sin dal 1917, Long e Fenger, 
secondo quanto trovo riferito in una recente rivista sintetica di Bloor “, 
Questi risultati indicherebbero che nel succo pancreatico o nella bile é con- 
tenuta una deidrogenasi attiva sugli acidi grassi superiori. 

Sembrandomi pil probabile che essa fosse contenuta nella bile, & in 
questo liquido che io ho cercato di dimostrarne la presenza. 

Le esperienze sono state eseguite nel seguente modo: 30 cc. di bile 
addizionata con 20 cc. di miscela di fosfati 1/15 mol. a pH ='7,5, il tutto 
saturo di toluolo, vengono agitati in un grosso apparecchio di Barcroft e 
in ambiente di ossigeno a 37°C per circa 24 ore. L’assorbimento dell’os- 
sigeno, piuttosto cospicuo all’ inizio, viene in tal modo notevolmente ridotto. 

Si preparano ora, in altrettanti apparecchi di Barcroft, le seguenti 
miscele: 


(1) Presentata nella seduta del 6 novembre 1932. 

(2) Ricerche eseguite nel Laboratorio di Chimica Biologica della R. Universita di 
Napoli. * 

(3) OppENHEIMER, Die Fermente und ihre Wirkungen. V Ed. Vol. 2, 1926. Thieme, 
Leipzig, p. 1343. 

(4) Tuunserc, Zur Kenntniss des intermedidren Stoffwechsels und der dabei wirksamen 


Enzyme. «Skand. Arch. f. Physiol. », 1920, 40, t. 
(5) TANGL u. Berend, Weitere Versuche itber die Fettresorption durch die Desaturation 


der Fettsduren. « Bioch. Zeitschr.», 1931, 232, 181. 
(6) BLoor, Fat Metabolism in « Annual Rewiew of Biochemistry », p. 272. Stanford 


University Press, 1932. 


1° soluzione satura di stearato sodico 1 cm + bile diluita 4 cc.; 
3° Ja stessa miscela di cui sopra, tenuta per 30’ a bagnomaria 
bollente ; 
3° bile diluita 4 cc. + acqua I cc. 
Un apparecchio serve come termobarometro. 
Gli apparecchi, contenenti aria, vengono introdotti e agitati nel termo- 
stato a 37° e, ad equilibrio termico raggiunto, si cominciano a registrare 
le variazioni di volume. 
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sodico. 


I] volume diminuisce in tutti e tre gli apparecchi, indicando un con- 
sumo di ossigeno: tale consumo é piccolo e dello stesso ordine di grandezza 
negli apparecchi n. 2 e 3, contenenti l’uno bile bollita + stearato sodico, 
Paltro bile non bollita; € notevole, invece, nell’apparecchio n. 1. La dif 
ferenza nel consumo d’ossigeno tra l’apparecchio 1 e 3 indica, come ¢ ovvio, 


la quantita di ossigeno consumata dallo stearato sodico, ossigeno che non 
ha potuto avere altra funzione che quella di accettore di idrogeno. 

E importante anche che il consumo di ossigeno si abbassa’ notevol- 
mente in presenza di cianuro potassico alla concentrazione 0,0002 mol., e 
viene quasi del tutto inibito alla concentrazione di 0,0005 mol. Questo com- 
portamento fa supporre che nel processo considerato, oltre alla mobilitazione 
dell’idrogeno, intervenga anche una attivazione dellPossigeno. L’ossido di 
carbonio non mostra alcuna azione apprezzabile (Ved. figura), 

E possibile che l’ossigeno consumato nelle nostre esperienze non sia 
Servito tutto come accettore di idrogeno, ma in parte sia stato utilizzato 
per l’ossidazione dei doppi legami formatisi per la deidrogenazione, ma cio 
non ha importanza per il problema che ci interessa. 

Le ricerche vengono proseguite nell’ intento di ottenere preparati pil 
puri di deidrogenasi dalla bile stessa o dal fegato. Ricordo a questo propo- 
sito che deidrogenasi nel fegato sono state gia messe in evidenza: l’alcool- 
deidrogenasi e la succinodeidrogenasi da Battelli e Stern e la citrodei- 
drogenasi da Bernheim), ma data la stretta Specificita di questo tipo di 
enzimi, esse non hanno nulla a che fare con l’enzima di cui noi intendiamo 
occuparci, 

Le stesse ricerche fatte con la bile si stanno facendo anche con succo 
pancreatico, nell’intento di vedere se anche in questo secreto & contenuto 
una deidrogenasi attiva sugli acidi grassi superiori, oppure se la sua pre- 
senza nelle ricerche di Long e Fenger e di Tangl e Berend, & richiesta 
soltanto per l’idrolisi del grasso. 


(1) Barrertr e Stern, Die Alkoholoxydase in den Tiergewebden. « Bioch. Zeit. », 910, 
28, 145. Die Oxydation der Bernsteinsdure durch Tiergewehe, Ibidem, 30, 172, 
(2) BerNHEIM, The specificity of the dehydrases. « Bioch. Journ. », 1928, 22, 1178. 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica (Analisi). — Un principio di inversione per le 
corrispondenze funzionali e sue applicazioni alle equaziom a dertvate 
parziali. Nota 1 di R. Cacctoppott, presentata dal Corrisp. 
G. Scorza. 


Numerose questioni esistenziali di Analisi conducono allo studio di 
corrispondenze funzionali, in vista sopra tutto della loro inversione, locale 
o completa; p. es la risoluzione del problema di Dirichlet per Pequazione 
a derivate parziali (di tipo ellittico) 


L[=f, 


ciot la determinazione della funzione che, assumendo al contorno certi 
valori prescritti, riduca l’espressione L [w] alla data funzione f, consiste 
essenzialmente nell’inversione della corrispondenza che ad ogni assegnata 
funzione 1 ne associa due altre, L [wu] e la funzione cui si riduce w al 
contorno; cosi pure il problema dell’esistenza di integrali prossimi ad un 
integrale dato, deducibili da questo per piccole variazioni dei valori al con- 
torno, ¢ un problema di inversione locale. 

L’inversione locale delle corrispondenze funzionali ¢ argornento della 
teoria delle funzioni implicite di linee ©). Condizioni supplementari che per- 
mettano di risalire all’invertibilita in grande si lasciano poi facilmente asse- 
gnare, e tradurre in criteri pronti alle applicazioni “). Mi propongo qui, 
premessa un’analisi dei criteri pratici di invertibilita nella loro forma piu 
generale, di indicare alcune di queste applicazioni, per mostrare lo strumento 
all’opera sopra casi tipici. Si vedra cosi come parecchi procedimenti e risul- 
tati di ricerche precedenti (fra le quali ricordiamo quelle di Bernstein e di 
Lichtenstein), sulle equazioni non lineari integrali e a derivate parziali, si 
inquadrino in un metodo unico, partecipe della semplicita e generalita delle 
vedute dell’Analisi funzionale. : 


1. Consideriamo (cid che basta gid certamente per un buon numero 
di applicazioni) due spazi funzionali (0 astratti) lineari, metrici, completi, 
Xe LY’, di punti generici g e @’. Senza insistere sugli assiomi che presiedono 


(1) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre 1932. 

(2) Vorrerra, Lecons sur les fonctions de lignes, Chap. 1V; HILDEBRANDT e GRAVES, 
«Trans. Am. Math. Soc.», vol. 29 (1927). 

(3) V. un mio lavoro nei «Rend. del Sem. dell’Univ. di Padova», III (1932). 


=o 


alla definizione di simili spazi, ricordiamo solo che essi hanno proprieta 
analoghe a quelle degli ordinari spazi vettoriali a un numero finito di 
dimensioni, che la distanza tra due punti 9, e @ si definisce mediante una 
norma (distanza dallo zero) || 9, — 9, || della loro differenza, e che si sup- 
pone valido il criterio di convergenza di Cauchy. 

Sia data una corrispondenza 


¢ = T [9] 
tra & e &: la supponiamo continua e differenziabile, cio tale che posto 
oe eee elt lols 
sussista per Sg’ la formola di decomposizione 
do’ = Die, 39] + Rie, 89], 


dove D & un’operazione lineare (cioé continua e distributiva) in 89, e ||R|| 
sia infinitesima di ordine superiore tispetto a || dp||, sicché, per dire pit 
concisamente, si abbia 

dp’ = D[¢, 89] 


a meno di infinitesimi di ordine superiore. 
Se la corrispondenza tra w e o’ (variabili in XZ e 2") 


wo = Dio, a] 
é invertibile (completamente) ne indicheremo V’inversa con 
o = Aflo,o’}. 


Ci occorrono ancora ipotesi di continuitd sul differenziale analoghe a 
quelle su cui si fonda la dimostrazione del classico teorema dello jacobiano, 
che ci proponiamo di estendere. Sostanzialmente, il funzionale D [p, a] 
andra supposto continuo in @ (uniformemente al variare di w in un campo 
limitato); dall’invertibilita di D per un particolare punto @ seguira linver- 
tibilita stessa in un intorno di 9, e A [g,’] sara anch’esso continuo 
rispetto a 9. 

Cio premesso, il teorema generale di inversione locale é il seguente: 

Se per un particolare punto 9 Vl operazione lineare D [9 , @] ammeite 
inversa, la corrispondenza T ¢ invertibile fra due intorni convenientemente ristretti 
det punti o e o, = T [oo]. 

Ci si puo ricondurre al metodo delle approssimazioni successive tra- 
sformando come segue l’equazione della corrispondenza: da 


¢—T[e]=0 


Alp. ,¢'] —Alo., T[e]] = 0 


Si ricava 


— 392 — 
donde, posto 
Ale,¢J=b » 9 —Algo,T [e]] = Sle], 


si ottiene l’equazione equivalente 
e=¥ + S[9]- 


Il secondo membro di quest’ultima ha evidentemente, per ~ = 90, 
differenziale nullo rispetto a g. A questo punto si¢ ricondotti all’inversione 
di una trasformazione fra spazi sovrapposti, in condizioni analoghe a quelle 
che nel caso ordinario permettono l’applicazione delle approssimazioni suc- 
cessive; e la dimostrazione si sviluppa parallelamente a quella di Goursat. 


2. Ove occorra, come spesso, assicurare Vinvertibilita in grande, rico- 
noscere cioe nella T una corrispondenza biunivoca e completa fra Xe Dy 
il precedente teorema non fornisce ancora una condizione sufficiente. Si 
giunge facilmente ad una forma grezza di questa, ma gia utile nelle appli- 
cazioni, ragionando cosi: Dall’ipotesi dell’invertibilita locale segue subito 
che immagine di Z in X’ € un insieme aperto, cioe composto esclusiva- 
mente di punti interni; questo insieme esaurir’a & sempre che risulti 
contemporaneamente chiuso, che contenga cio¢ tutti i suoi punti d’accu- 
mulazione. Quest’ultiima condizione é verificata se ogni successione di & 
trasformata da T in wna successione convergente ¢ compatta ©), 0 semplicemente 
contiene una successione convergente, poiché al limite di questa corrispondera 
il limite della successione in &’, e apparterra quindi all’immagine di &; 
stabilito poi che ogni punto di &’ ammette un corrispondente nella T—', 
Punicit’ di questo € conseguenza del fatto che in Y’ non possono darsi 
punti di diramazione, attesa Vinvertibilita locale“. 

Talvolta occorre provare l’invertibilita in grande di T’, non in tutto 
lo spazio X’, ma soltanto nell’intorno di una varieti lineare V’ di questo, 
in modo da stabilire l’esistenza di una ben determinata varieta V di &, 
trasformata da T in V’. Cosi p. es. la trasformazione piana 


2 


, ’ Xi 
Deets ie REAM ce Ree fe yh 


2 


non ¢ completamente invertibile, ma pone in corrispondenza biunivoca le 
due linee 


r2 


ets Ramm ene es honey noe nat 
di cui la prima ¢ lunica immagine inversa della seconda. 
(1) Ricordiamo che si dice compatto un insieme di cui ogni porzione (costituita da 


infiniti punti) contiene una successione convergente. 
(2) V. il mio lavoro citato. 


Pee e 


I criter? precedenti restano ancora applicabili in questo caso: soltanto 
basterd verificare che l’inversione locale é possibile nelVintorno dei punti 
di V’ e considerare poi tra le successioni convergenti di &’ quelle conte- 
nute in V’; inoltre occorrera perd stabilire che almeno un punto di V’ e 
corrispondente nella T di un punto di Z, e di uno solo. La varieth V si 
costruira allora a partire da quest’ultimo punto, mediante successivi prolun- 
gamenti per inversioni locali. 

Vedremo ora degli esempi concreti di questi tre procedimenti: inver- 
sione locale, inversione completa, inversione nell’intorno di una varieta. 


3. Consideriamo il problema di Dirichlet per l’equazione 


(1) AL% =f(%,95%5PD; 
BAKO a0 3e ox ox 
(a. he Oy? dy? > p ar ox > q = dy 


il campo C assegnato nel piano xy sia limitato da una curva a curvatura 
continua (o da pil curve siffatte), e i valori al contorno siano quelli di 
una funzione g(s) dotata delle prime due derivate continue rispetto all’arco 
sec D: 

Per semplicita intenderemo dapprima il A, definito conformemente alla 
generalizzazione di Petrini: 


A, x = Him = [0G thy +a(%.y+4)—p (9-9); 


quanto alla funzione f, bastera supporla dotata di derivate parziali prime 
continue rispetto a 7,p,q. 

Come spazio 2 assumeremo quello delle funzioni z(x,y) continue in 
C (contorno incluso) con le loro prime derivate e con il A,, e dotate 
inoltre su P di derivata seconda continua rispetto ad s: la distanza tra due 
punti di & potra definirsi mediante l’espressione 


1? Cm SAO Ce 
max | A, 7; — A, x, | + max |¢; —@.| + max : s _ 


ds? ds? 


») 


€(s) essendo la funzione cui si riduce x (x,y) su I. 
Lo spazio &’ sara quello delle funzioni p(x, y) continue in C associate 
alle funzioni  (s) continue su I con due derivate; come distanza tra due 


punti di X’ assumeremo 
Po, do, 


ds? ds? 


() 


max | Ys — w2| + max |@, — ,| + max 


(1) Si noti che alla stregua delle definizioni di distanza adottate, al tendere dei punti 
(z) € (u,@) agli zeri di &, X’ rispettivamente, convergono uniformemente verso zero le 
ox ox dw 


funzioni io 5, By e ae 
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Infine la trasformazione T di Zin XY’ sara quella definita dalle formole 
w(x ,y) =A, R— I (KG ee 3G) 
weya > Ge 


Differenziando la prima, con Ja caratteristica 5, si ottiene 


of ad7 of a6 of 
as oq of 28¢_ 3 2 
AiR 


op ox og oy 


e si é cosi condotti, per decidere dell invertibilita locale in corrispondenza 
di un punto x di &, allo studio del problema di Dirichlet per Pequazione 


lineare 
of ou of Ou Of 
(2) A. u Bi Oa en By at ee), 


con secondo membro continuo e valori al contorno due volte derivabili. 
L’equazione omogenea associata alla (2) ¢ la cosiddetta equazione a varia- 
xioni della (1). 

Ora @ chiaro che, con le nostre definizioni degli spazi XZ e XY’ e le 
conseguenti definizioni di distanza, Ja risolubilild del detlo problenta di Dirichlet 
é perfetlamente equivalente alla condizione per Pinvertibilita della trasformazione T 
intorno ai punt (x) e (wu, ). 

E stabilito ¢osi il seguente risultato : 

Se la funxione %o(x ,y) soddisfa la (1) e si riduce su T ad una funzione 
(due volte derivabile) €(s), @ se corrispondentemente V'equaxione a variaziont 
non ammeite soluzioni proprie nulle al contorno (autosoluzioni), Pequazione 


We GE yee eh), ai e(x,y) 
é univocamente risolubile coi valori al contorno 
Gol S) ate (); 


mediante funxiont di un intorno di xo“, purché e(x,y) e o(s) siano abba- 
stanza piccole, la prima di ordine 0 e la seconda di ordine 2. 


4. La risolubilita del problema di Dirichlet per Pequazione (2) é assi- 
curata quando p. es. 


(1) La nozione di intorno ¢ beninteso relativa alla definizione di distanza adottata in D. 


6) ore 


Supponiamo tale condizione sempre verificata, e chiediamoci sotto quali 
ulteriori ipotesi possa affermarsi la risolubilitt in grande, cioe con dati al 
contorno arbitrari, del problema di Dirichlet per la (1). 

Si tratta ora dell’inversione di T intorno alla varietd i =="0 dello 
spazio &’. Innanzi tutto dovra esistere almeno un integrale della (1) (Vunicita 
essendo assicurata dall’ipotesi precedente f, = 0); poi ogni successione di 
punti di & che la T converta in una successione convergente di punti della 
variett 4 = 0 dovra contenere una successione convergente. Quest’ultima 
circostanza sara certamente verificata se gli integrali della (1) st lasciano 
limiltare a priori, con le loro prime derivate, in funzione esclusivamente dei dati 
al contorno, e propriamente della distanza max | + max|o’’| del punto 
(0 ,@) dallPorigine di X'; infatti in tal caso le dette successioni di ¥ risultano, 
compatte, per essere le funzioni x equicontinue con le derivate prime nonché 
Gn virtu del?equazion® con i A,. 

Se pot per ogni punto (x) di X si possono limitare x|,/P|,1¢| im fun- 
xtone della distanza di (2, @) dall’origine di X', cioé della quantité 


max 


p| + max|@| + max | «9! | ©), 


sara sempre risolubile il problema di Dirichlet per Pequaxione pit generale 
della (1) 


(1’) BZ PO5 PFD) Ae sy): 


La T risulta allora una corrispondenza biunivoca e completa fra Ze L’. 
Come caso particolare semplicissimo consideriamo l’equazione 


A.z=FQ)+G(,y,p,9) 


con F’=0 e G limitata. Dimostreremo che con |u| e |@| si conserva 
limitato anche |A,z|, sicche la condizione precedente si trovera verificata. 

Infatti, escluso naturalmente che la funzione F sia limitata, supponiamola 
non limitata superiormente; in tal caso, noti due limiti per |] e per jal, 
Si potra assegnare un limite superiore per z, poiché altrimenti esisterebbero 
funzioni z con massimi in punti ove A,z>>0. Analogamente si prova 
Pesistenza di un limite inferiore per 7, supposta F inferiormente non limi- 
tata; e ne consegue che in ogni caso | A, x| soggiace alla limitazione prevista. 

Abbiamo operato sin qui col A, generalizzato; possiamo ora soggiungere 
che per un integrale della (1) il A, esiste anche secondo la definizione 
ordinaria, quando f abbia rispetto a tutti i suoi argomenti derivate prime 
continue. Infatti la funzione 


Fix. 9526.) PEN2¢C l= 9,9) 


verifica una condizione di Hélder implicante lesistenza e la continuita delle 
derivate seconde di x, come segue da noti risultati della teoria del potenziale. 


(1) Una limitazione per | A,z| sarebbe equivalente. 


Matematica. — Sur les points («), au sens de M. Georges 
Durand. Nota™ di L. Cuamarp, presentata dal Socio T. Levi- 
CIVITA. 


La presente Note, qui emprunte les definitions, les notations et la biblio- 
eraphie données par M. Georges Bouligand dans un récent ouvrage ®, a pour 
but de résumer les resultats de nos recherches sur Je probleme suivant: Soit 
donné un ensemble ponctuel fermé E, avec M. Georges Durand, auteur de cette 
notion, appelons point («) tout point extérieur 4 E dont les projetantes sur 
cet ensemble sont incluses dans un c6ne strictement convexe. Il s’agit 
dobtenir des criteres permettant de particulariser soit l'ensemble E, soit 
la position du point M relativement 4 E, de manitre que M soit un 
point («). Diverses questions se rattachant naturellement a cet ordre didées 
seront signalées a cette occasion. 


En prenant pour E une figure convexe, nous avons montré ailleurs G) 
que tout point extérieur a cet ensemble est ordinaire, c’est-a-dire n’a 
qu’une projetante. Plus généralement: 

THeoREME I. - Si Penveloppante convexe K (E) de E a des points inté- 
rieurs, tout point extérieur d K (E) est, relativement 4 E, un point (a). 

A coté du résultat de M. G. Bouligand suivant lequel, vu Ja semi— 
continuité inclusion des projetantes , l'ensemble des points («) relatifs 
a E est ouvert, j’ai établi cette proposition: 

TuHtoreMe II. - M étant un point («), situé a la distance p de E, il 
appartient a la frontiere d'un domaine exlusivement composé de points (a), 
domaine qui sobtient ainsi: Autour de Paxe MH du plus petit cone circulaire 
droit de sommet M et enfermant les projetantes de M, on fait tourner un arc 


de cercle de rayon et dont les extrémités sont M et H. 


En particulier, si M est ordinaire, lintérieur de la sphére décrite sur 


la projetante de ce point comme diamétre est exclusivement formé de 
points (a). 


(1) Pervenuta all’Accademia iJ 3 ottobre 1932. 

(2) Introduction @ la Géométrie Infinitésimale directe, Paris, Vuibert, 1932. 

(3) L. Cuamarp, Sur la construction de Cantor-Minkowski (« Bull. Acad. Polonaise 
Sc. et L.», Séance du 9 nov. 1931). 


(4) G. Bouticann, Sur quelques points de la Théorie des Ensembles, «C. R. Sy ts WOME 
n, 12, mars 1932. 


Ue 


Sans particulariser ensemble E, cherchons la plus petite valeur de k 
telle que tout point dont la distance 4 E dépasse le produit k diam. E soit 
un point (@). A cet effet, il convient de classer les points suivant la 
distribution de leurs projections en appellant: (a) tout point ayant au plus 
deux projections, (/) tout point ayant plus de deux projections toutes copla- 
naires, (c) tout autre point. 

Tutoreme III. - Etant donné un ensemble de diamétre d, si l'on pose 


d : ny ate hs ' : eee 
p>» boul point (a) situé da la distance e de E est un point ordinaire, et 


ad ce titre, un point (a). 

Lemme IV (ou Triancre). — Le diamétre de Vensemble des sommets 
dun triangle inscrit dans une circonférence de rayon r, et dont les sommets 
ne sont pas localisables sur une méme moitié de cette circonférence est aw moins 
égal d rV3 . 

TuroreMe V. — Etant donné un ensemble E de diaméetre d et wne longueur 

d 


cya tout point (b) situé a la distance p de E est un point (a). 

Lemme VI. (pu Trrraépre). — Le diametre de l'ensemble des sommets 
dun tétraedre inscrit dans une sphere et contenant le centre de cette sphere est 
au moins égal au cété du tétraédre régulier inscrit dans la méme sphere. 

TueoreME VII. — Etant donné un ensemble E de diamétre d, si Von 
choisit une longueur e telle que le cole du tétraedre régulier inscrit dans une 
sphére de rayon e dépasse le diamétre d de ensemble, tout point (c) situé a la 
distance ep de E est un point (a). 

Les propositions précedentes entrainent Ja suivante: 

TutorrmMe VIII. — Pour qu’a la distance e d’un ensemble E de diamétre 
d il mexiste que des points de la classe w, il suffit que soit satisfaite la relation 
dy 3 
2V2 


o> 
Il. 


Voici maintenant un cas ot deux hypotheses de nature différente, du 
moins en apparence, assurent encore l’existence exclusive de points («) a 
la distance e de E. 

M. Georges Durand a montré que tout point («) est un point fron- 
ti¢re extérieur ©), La réciproque n’est pas vraie. Mais: 


(1) G. Durann, Sur une généralisation des surfaces convexes. These. Paris, 1931. 
(Journal de Villat), n. 59, p. 45. 
(2) G. Duranb, loc. cit., n. 36, p. 27. 


Tutorime IX. — Etant donné un ensemble E de diamétre d, si Von 


d ; 
choisit une longueur 2 ae tout point de la frontitre extéricure de Ep est un 


point (a). 

Notons d’ailleurs que, dans les cas envisagés préctdemment, les fron- 
titres Fo peuvent jouir d’autres propriétes que celles d'etre exclusivement 
compostes de points (a). 

Jai en effet, montré, dans mon travail deja cite, que la Construction 
de Cantor-Minkowski conserve la convexité (en d’autres termes: Toute 
surface C. M. déduite d’une figure convexe est elle-méme convexe). D’autre 
part, M. Georges Bouligand a signalé que, pour ep = toute siritee, CaM 
e- distante d’un ensemble de diamétre d est de m¢me nature topologique 
que la surface d’une sphtre ., On peut dire plus: 

Tukorime X. — Toute surface isodistante d’un ensemble et qui ne pénttre 
pas dans Venveloppante convexe de cet ensemble est homéomorphe a la surface 
d'une sphére. (Si V’enveloppante convexe précédente a des points iniérieurs). 


IV. 


Pour obtenir d’autres résultats, j’étudierai, a titre auxiliaire, la distance 
dun, point intérieur d’une figure convexe E 4 l’ensemble complementaire 
C(E), ce qui fournira des propositions intéressantes en elle-mémes. 

Tutorime XI. - Le front p de C(E) est exclusivement formé de points 
de la frontiére f(E) de E munis au plus dun plan @appm de E. 

Avant de compléter ce résultat, il est nécessaire d’établir une propo- 
sition trés simple. Voici d’abord une remarque: 

E étant un ensemble quelconque et e une longueur donnée, toute sphere 
S® centrée en un point de C(E,) est intérieure a C(E). (On peut ici 
intervertir E et C(E)). 

Cette remarque facilite la demonstration du Theoreme suivant: 

Tutorime XII. — E élant une figure convexe, si Von effectue la cons- 
truction C. M. avec le rayon p sur C(E) {e étant tel que E ne soit pas en- 
tigrement recouvert par [C(E)|o}, par tout point M situé a la distance e de 
C(E), passe un plan d’appu de C{[C(E)]o} autrement dit C{[C(E)]o} 
est convexe. 

La fronti¢re (Fi)p de [C(E)], apparait comme une surface convexe 
quasi—parallele a f (E). Cette surface n’a pas nécéssairement un plan tangent 
partout @). Rappelons que la Construction C. M. effectuée sur E fournit 


(1) G. Bouttcanp, loc. cit., n. 97. Voir aussi: «C. R.», 30 mai 1932, la structure 
Mune surface isodistante ne pénétrant pas dans la sphere minima contenant E. 

(2) L’expression quast—parallele est préférable a paralléle: elle rappelle qu’en  effec- 
tuant, avec le rayon e la construction C. M. sur le complémentaire de [C(E)] 9, la fron- 
ti¢re de l’ensemble ouvert obtenu ne coincide pas nécessairement avec f (E). 


gaat A cars 


aussi une surface convexe 4 plan tangent partout. Le résultat de la Cons- 
truction C. M. sur f(E) est done la somme d’une surface convexe exté- 
rieure 4 plan tangent partout, et d’une surface convexe intérieure, sons 
plus. 

Dans le cas particulier de deux dimensions et d’une courbe de départ 
ayant une tangente partout, la construction C. M. précédente a été appelée 
par Sophus Lie « Dilatation». Cette dilatation a été étudiée par M. M. Charles 
Jordan et Raymond Fiedler ©, 

Nous allons maintenant déterminer une valeur remarquable de e pour 
laquelle la théorie précédente précise des propositions déjA connues des 
regions convexes. A partir d’une certaine valeur de e,C {[C (E)],} est vide 
(par exemple pour ep >d). Or, cet ensemble est fermé. Il existe done un 
tel ensemble irreductible, c’ést-a-dire dépourvu de points intérieurs (on sait, 
en effet, que tout accroissement donné a ¢ fera disparaitre cet ensemble). Soit 
r la valeur de eg correspondante. Les points de C {[C (E) ],} étant des points 
fronti¢res intérieurs, ils ne sauraient appartenir 4 la classe « relativement 
a C(E). On dit qwils sont centres de spheres inscrites dans E. (C’est-a- 
dire des sphéres de rayon maximum dont tous les points appartiennent 4 E). 

I] résulte de ce qui précéde: 

TuetoreMe XIII. — L’ensemble des centres des spheres inscrites dans une 
figure convexe est sans points intérieurs (C'est donc un polygone convexe, un 
segment ou un point unique) ©), 

THEOREME XIV. - Tout point intérieur d une figure convexe qui n’est 
pas centre dune sphere inscrite est un point (a). 


ie 


Considérons une surface fermée convexe &. Nous avons montré plus 
haut qu’un point pris a lintérieur peut avoir des projections arbitrairement 
réparties sur la surface de la sphere. Le centre de toute sphére inscrite ne 
peut avoir des projections localisables sur une calotte. En particulier, si la 


(1) Contribution a Vélude des courbes convexes et de certaines courbes qui s’y ratlachent, 
Paris, Hermann, 1912, n. 16. 

(2) M. G. BouLicanp a bien voulu me faire remarquer qu'il est intéressant de re- 
chercher directement l’ensemble des centres des spheres inscrites dans la figure convexe E. 
Soit S& une sphére contenue dans E. L’enveloppante convexe d’un nombre quelconque 
de sphéres telles que S® est, elle aussi, contenue dans E et peut étre considérée comme 
coincidant avec la réunion des spheres qu’elle enveloppe. On en déduit que les centres de 
ces sphéres forment eux-mémes une figure convexe X°. L’inégalité p<’ entraine L° > X°. 
Le plus petit 2 des ensembles XS , qui est dépourvu de points intérieurs, est Vensemble 
de centres des sphéres inscrites dans E. C’est un polygone convexe, un segment, ou un 
point unique. Désignons le par N. La réunion Nr des spheres inscrites dans E a pour 
fronti¢re une surface convexe a4 plan tangent continu, en vertu des résultats exposés dans 
notre Note a Académie de Cracovie, surface qui est, en général, distincte de f (E). 
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sphere inscrite est unique, son centre est un point (vy) isolé de l’ensemble 
des points situés 4 la distance ep de &. 

Effectuons la représentation sphérique “) de & sur la sphere d’appui Shr 
“de centre M, intérieure 4 B et de rayon p. Les projections de M sont des 
points doubles de la transformation. Ces remarques nous conduisent 4 
Pénonceé suivant: 

TntoriMe XV. — Pour qu'un sous-ensemble E d’une surface convexe 
fermée ne donne lieu, & son intérieur, qu’d des points (x), il suffit qual soit 
formé par une rondelle de X dont image sphérique soit locahsable sur wne 
calotte moindre qu'un hémisphere. 

Nous aurons maintenant recours 4 certaines notions dues 4 M. Denjoy ™. 
L’enveloppante convexe K (E) d’un domaine E est la borne convexe d’ordre 
zero de la frontitre f(E) de E, et les points de E situés sur la frontiére 
de K (E), (cest-a—dire les points du front — oo selon la terminologie de 
M. G. Bouligand), sont les points péripheriques d’ordre zero de f(E). 
Considérons un constituant de l’ensemble des points de f (E) qui ne sont 
pas périphériques d’ordre zéro. L’enveloppante convexe de ce constituant 
est une borne convexe d’ordre un de f(E). Les points du front — oo du 
composant envisagé sont des points péripheriques d’ordre un de f(E) cor 
respondant 4 ce composant. 

Du Théoréme XV et du Théoréme IJ, on déduit le suivant: 

THEOREME XVI. — Si la frontitre d'un ensemble E est une surface fermée 
nayant que des bornes convexe d’ordre au plus égal a un et si chaque const- 
tuant de Vensemble des points périphériques dordre un a une image sphérique 
localisable sur une calotte moindre qwun hémisphére, tout point extérieur appar- 
tient a la classe a. 


(1) G. Bouticann, Introd. a la Géométrie Infinit. Dir., n. 125. 
(2) Sur les Courbes de M. Jordan, «C. R.», t. 166, n. 5, 4 fevrier 1918, p. 207 
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Matematica (Geometria). — Ancora sulla classificazione delle 
superficie iperellittiche dal punto di vista reale. Nota’ di S. Cue- 
RUBINO, presentata dal Corrisp. G. Scorza. 


42), Quando han luogo le alternative b) 0 c’’) si ha p =3 e la ma- 
frice, es senz altro, impura,. petche s,, ==72, = 0 Oppure..t,, = 0 (i... ON 
I restanti 2 casi in cui pe = 3, cioe quelli dell’alternativa a’), che é ancora 
a matrice sempre impura (t,, = T., = 0) e quello dell’alternativa d’), pos- 
sono ridursi l uno all’altro mediante isomorfismi. Invero, dal secondo 
caso si passa al primo operando una trasformazione di cicli primitivi di 

s (23) peers Pam cS) 
matrice |——], ove ) = e u,v sono intieri arbitrari, non 

o|h Us, — pr 


nulli. Con tal trasformazione si lascia invariato il divisore nm e si ottiene 


ai 
== 7) 4 
ae Le 
Se ne deduce, col Lefschetz %), che il valore ep =3 si ha soltanto per 
matrici impure, cio€ quando la superficie ammette integrali ellittici, che qui 
sono necessariamente in numero infinito, nessuno o ciascuno a moltiplica- 


zione complessa (tipi VIII e IX dello Scorza “). 


una matrice del primo caso, con 


5. Detto k lindice di singolarita (complesso) della matrice Q, ossia 
della superficie, ¢ manifestamente k<k. 

Ebbene, vogliamo dimostrare che: 

Per una superficie iperellittica V, ¢ semprek<k +1 = eesihak=k= 
=p—I oppure k =k +1 =e, secondo che il determinante |7|, della ma- 
trice wo) appartenente a V2, non ¢ od é un numero razionale. 

Ed infatti, se A ¢ una forma riemanniana alternata di Q, lo & anche 
A* =], Al,, quindi sono tali anche 


- I * O | b petal AS a | 0 
ae (Coe gare a ae ate =(F) 


e risulta A= A+ A’. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre @932. 
(2) La numerazione degli articoli e delle formule ¢ fatta in continuazione di quella 


della Nota: Sulla classificazione delle superficie iperellittiche, ecc.... (Questi « Rendiconti », 
vol. XVI, fasc. 7-8, pp. 285-290). 

(3) Real hypersurfaces.....+. [« Proc. of Nat. Acad. of Sciences», vol. 5 (1919)], 
n. 2 


(4) Scorza G., Intorno alla teoria...... [«Rend. Pal.», XII (1916)], p. Il, § 3. 
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; tee Ow a Ovd 
Se A’ non © nulla, le matrici intiere « i Lo =| 


—a Oo —d oO 
devono soddisfare, causa la prima delle (4), alla relazione «a=et-3d-7Te, 
page Oe : a 
Uindi es jc)? = ossia |v | = + —- 
1 | wae” nd 
7 of his : 
Viceversa, posto n|7t| = 7 con r,s intieri fra loro primi, per avere 


una forma come A’, occorre e basta prenderé @ = p7,¢d == us, ove U 
é un intiero arbitrario. 

Dunque, se |t| € razionale, A’ non e nulla e dipende da un sol pa- 
rametro, onde, osservando che A é trasformata in sé dalla simmetria di 
matrice I, mentre ogni A € somma di una A e di una A’, si ha che il 
numero delle forme A linearmente indipendenti supera di um unita quello 
delle forme A. 

Se invece |t| non € razionale, A’ ¢ necessariamente nulla e Je forme A 
coincidono con le A. 

Nel caso @ = 3, la superficie appartiene dunque al tipo VIII od al 
tipo IX dello Scorza, secondo che |t| non é€ od € razionale. 


6. Quando p = 2 e |t| é razionale, tenendo presente la discussione 
del caso d’’’) ed il numero precedente, si ha subito che le forme rieman- 
niane alternate di Q sono tutte e sole quelle date dalla formola 


O vr bis — pr’ 
—vr O e nb,,;— pr’ 
(15) eae | U Ir eo 
ash. —- pr re) a N%5 
pre = nbi, + pr’ |. = vs ) 


ove by,,™,¥ Sono tre parametri intieri arbitrari. 

Lo pfathano di A é dato da $= 4175+ v?—(nb? — 7" by wt rrp?) 
che & una forma quadratica nelle tre variabili b,,,,v, la quale, ad es., 
ogni qual volta si ha r’’? = 4nr'r'’, mentre il prodotto ed il quoziente 
di + rs per m non sono quadrati di numeri razionali, non puo mai annul- 
larsi per valori intieri delle variabili. 

In questa ipotesi, le forme A risultano tutte non degeneri quindi Q 
non pud essere impura©) dal che segue che i due tipi del caso p= 2, 
* == 2, non sono sempre fra loro isomorfi. 

Osserviamo perd che, dati gl’intieri r,5,7',7’,7’”, le (sole) relazioni 


cui dovra soddisfare la matrice reale simmetrica + sono le seguenti: 


a aM) f 2 2 
(BS). Pierce wr or, Sage ee MS (Tr: T22 —7,,) =1 T11 T22 — T= 


=O 


(1) Scorza, Mem. cit. (4), p. I, nn. 32 e 41 D), pp. 34 e 38. 


a Sh erases 


a One 


sicche, per legittimare la conclusione, occorre assicurarsi della compatibilita 
di queste relazioni con le ipotesi sopra indicate. 

Eliminando t,,, e ponendo r’’’? = qnr'r” le condizioni di risolubilita 
di queste (15), con valori reali delle tj, si riducono ad rs =0, — 4 rr'r''s =0, 
le quali sono ben compatibili con le ipotesi stesse. 

Se né deduce che il caso'p = 2,k =k + 1 = 2 pud presentarsi sia 
pel tipo VII, che pel tipo VII dello Scorza, ossia per superficie a matrici 
pure (cioe senza integrali ellittici) e per superficie a matrici impure e con 
infiniti integrali ellittici (nessuno a moltiplicazione complessa). 


7. Se p= 2, ma|t| non @ razionale, quindi k =k =1, nella (15) 
bisogna necessariamente porre v= 0 ed il pfafhano delle forme rieman- 
niane alternate di Q ¢ 8 = —(nl?,—9r'" ba utr ru’). Questa forma 
quadratica nelle due variabili b,,, w si annulla per valori intieri di esse solo 
quando r’”2—4nr'r” & nullo o é quadrato di un numero razionale. Percid, 
la Q puod essere tanto pura che impura. In quest’ ultimo caso, pero, la super- 
ficie non possiedera che due (soli) integrali ellittici. 

Se Q & pura, V, apparterra ad uno dei due tipi II o V della classi- 
ficazione dello Scorza, se € impura ad uno dei tre tipi HI, IV.o VI. In 
quest’ ultimo caso, la superficie possiedera due integrali ellittici e si prova 
subito la effettiva possibilita di tutti i tre tipi, osservando che, potendo 
aversi Ty, = T2; = 0,1 due numeri 7;, € T2. possono prendersi entrambi, uno 
solo, o nessuno radici di un’equazione quadratica a coefficienti intieri. 

Pid riposto ¢ Pesame dell’altro caso“). 


8. Se p=1e |r| non é razionale, si ha k=k=0 e la superficie 
appartiene necessariamente al tipo I dello Scorza, quindi Q ¢ pura. 

Se p=1e |t| é razionale, quindi k =k + 1p =1, le forme rie- 
manniane alternate di Q sono compendiate nella formola 


) VI Des O 
Wi O fa) Dy, 
A= 
ee 6) O = vs 
O —nb,, | Fs O 


2 


di pfaffano 8 = + rsv?—nbe, il quale si annulla per valori intieri dei 


11? 


5 
parametri v ¢ b,, allora e solo che — 5 


é quadrato di un numero razionale. 


Dunque, anche per p == I possono ayersi sia matrici pure (tipi Io V 
dello Scorza) che matrici impure (tipi HII, IV o VI). 


(1) Che considereremo altrove. Cfr. con la seguente nota (2). 
(2) Si potra decidere del tipo, ad es., costruendo anche tutte le forme riemanniane 
simmetriche di Q, il che pud farsi senza eccessive difficolta, come ci riserviamo di mo- 


strare in altra occasione. 
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Matematica. — Tensori velloriali e loro derivazione. Nota 
di B. Frvzi, presentata dal Corrisp. U. Cisorti. 


Nell’ordinario calcolo assoluto si considerano dei sistemi multipli for- 
mati da numeri reali funzioni dei punti di una varieta V, di assegnata 
metrica. Questi sistemi multipli hanno carattere convariante, 0 controva- 
riante, o misto rispetto ai cambiamenti di coordinate che lasciano inalterata 
la metrica della V,,, ed individuano quindi tensori della V,. Osservo che,’ 
in modo del tutto analogo, possono considerarsi degli enti aventi carattere 
tensoriale nella V,,, individuandoli mediante sistemi multipli formati da ele- 
menti di una generica classe lineare; e cioe da elementi U per i quali ¢ 
definita ’operazione addizione e l’operazione prodotto di un numero reale 
per U, godendo queste operazioni di tutte le proprieta di cui godono le 
analoghe operazioni fra numeri reali. Tale classe lineare puo essere formata, 
oltre che dai numeri reali, dagli ordinari numeri complessi, dai vettori o 
dai tensori di un generico spazio, dalle omografie vettoriali, dai quater- 
nloni, ecc. 

In una Comunicazione all’ultimo Congresso della Societa Italiana per 
il Progresso delle Scienze ho considerato, in particolare, gli enti tensoriali 
di Vz, che sono individuati da sistemi multipli di vettori. Mi propongo 
ora di riprendere loggetto della Comunicazione accennata, stabilendo per 
gli enti considerati loperazione di derivazione, e facendone poi alcune 
semplici applicazioni. 


1. — TENSORI VETTORIALI. 


Consideriamo in un punto Q di uno spazio Vin m vettori v,, +--+ 5 
appartenenti allo spazio stesso e funzioni dei punti P di una V, di metrica 


Gi) as Gi OX ax (AiG ig dg ee 
Se, passando dalle coordinate xt, --- ,x" di P alle coordinate x, --- , x”, 
il sistema di vettori v,, +--+, si trasforma secondo la formula 
_ Oxi 
(2) Ui = Uj oe? 
diremo che il sistema v,,-+-,@» ha carattere covariante in (1). Analo- 


gamente si definisce il carattere controvariante di un sistema di vettori 
DISS CER ei large) og) 010) 


(3) Vi = aU), 


(1) Nella seduta del 6 novembre 1932. 


‘diremo che, in (1), il sistema di vettori 4; rappresenta in forma covariante, 


il sistema di vettori w rappresenta in forma controvariante un  ente elte 
potremo dire vettore di V, a componenti vettoriali, o, brevemente, veltore 
vetloriale di Vn. Questa denominazione pud essere giustificata dal fatto che 
manifestamente gli enti considerati godono in V, delle stesse proprieta in- 
variantive, rispetto ai cambiamenti ar coordinate, di cui godono gli ordinari 
vettori di V,, allorché questi sono individuati da un sistema di numeri 
reali ©, 

In particolare, se w ¢ un vettore dello spazio euclideo Sm in cui é 


. ‘ ; ka GON. . 
immersa V, e v & funzione dei punti P di Vz, Zi © un sistema formato 
% 


da m vettori di Sin, e tale sistema ha carattere covariante in V,,: esso in- 
dividua in forma covariante un vettore vettoriale di V,,. Notevole é il caso 


Sune : oP 
particolare in cui, fissato un punto O di Sm, v= P—O: aoe € un sistema 
B 
di vettori di Sin, individuante in forma covariante un vettore vettoriale 


e) 


di V,. Notiamo perd che, applicando i vettori in P, essi risultano 


appartenere a V, 

Come si sono considerati vettori vettoriali di V,, si possono manife- 
stamente considerare tensori vettoriali di Vn, rappresentandoli con sistemi 
multipli di vettori di Vm, aventi carattere covariante o controvariante o 
misto rispetto ai cambiamenti di coordinate che lasciano inalterata la (1). 


TENSORI VETTORIALI EQUIVALENTI AGLI ORDINARI TENSORI. 


Fra itensori vettoriali di V» hanno particolare interesse quelli che, 
invece di essere individuati da sistemi di vettori di una Vm» qualsivoglia, 
sono individuati da sistemi di vettori della Vy stessa. Questi enti st iden- 
tificano sostanzialmente con gli ordinari tensori, dei quali costituiscono un 
aspetto talvolta pil semplice ed intuitivo dell’originario ; aspetto che si presta 
a significative interpretazioni geometriche e meccaniche degli enti stessi. 

Il sistema lineare formato dai vettori di V,, valutati in un punto P 
di V,, € un sistema ad n dimensioni: se si assume come sistema di rife- 


rimento il sistema di vettori di V,, —~, che rappresenta in forma cova- 


ox? 
riante un vettore vettoriale di V,, ogni vettore di V, si esprime cosi: 
Pek 
— (ce Es 
(4) ee 


(1) Enea Bortotottt, nella Memoria: Nuova esposizione, su basi geometriche, del 
Calcolo assoluto generalizzato del Vitali, ecc. «Rend. del Seminario di Padova», vol. I, 
1931, pp. I e 164) sfiora incidentalmente questo argomento, senza pero rilevare sistema- 
ticamente il carattere tensoriale che si pud attribuire ad opportuni sistemi di vettori. 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 28 
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e le coordinate v! non sono altro che le componenti controvarianti del vet- 


tore v “), 
Consideriamo ora un sistema di vettori di Vn,U:,-°-+,Un, avente 
carattere covariante in Vy. 


: Med rhe ee oP 
Assumendo come sistema di riferimento il sistema ae da (4) scende 


Fee 
(5) eer 
essendo — come si constata facilmente - 
oP 
(6) Uj = UF X a * 


La (6) permette di calcolare le componenti covarianti del tensore doppio 
che individua il vettore vettoriale. 

Come un vettore di V, & individuato da un ordinario tensore semplice 
di V,, un vettore vettoriale di V, da un tensore doppio di V,, un tensore 
doppio vettoriale di V, & rappresentato da un _tensore triplo di V,», un 
tensore r—plo vettoriale di V, € rappresentato da un tensore di ordine 
r +1 di Vy. I tensori vettoriali individuati da sistemi di vettori di V» si 
identificano dunque sostanzialmente con gli ordinari tensori di V,. Pero, 
mentre gli ordinari tensori assumono come elementi rappresentativi i numeri 
reali (scalari), i tensori vettoriali assumono come elementi rappresentativi 
i vettori; mentre le operazioni su gli ordinari tensori si riducono ad ope- 
razioni fra numeri reali, le operazioni sui tensori vettoriali si riducono ad 
operazioni su vettori. 

Gli enti geometrici e meccanici aventi carattere tensoriale, che carat- 
_terizzano deformazioni, sforzi, momenti, od altre quantita che ¢ pil natu- 
rale - secondo l’intuizione geometrica e fisica — pensare direttamente come 
insiemi di grandezze vettoriali che non come insiemi di numeri, trovano 
certamente la loro rappresentazione pil. spontanea nei tensori vettoriali che 
non negli ordinari tensori. 


3. - EsEmpl. 
eee : SG esa eke 
Consideriamo il vettore vettoriale individuato dai vettori yi? che, 
applicati in P, costituiscono un sistema di vettori di V, avente carattere 
covariante. L’ordinario tensore doppio di V, che lo individua, ha - in virtt 
di (6) - componenti covarianti 


oP oP 
(7) Op ea Nao 


(1) P. Burcatri, T. Boccto, C. Buratt-Fort, Analisi vettoriale generale, Geometria 
differenziale, Bologna, 1930, p. 284. 


i eae eee ia ee teas ; 
Il vettore vettoriale individuato da aye St dira dunque ragionevolmente 


veltore vettoriale fondamentale, Le formule (4) e (5) giustificano pur esse la 
denominazione adottata. Notiamo che in uno spazio euclideo tridimensionale, 
se consideriamo una terna cartesiana di riferimento, P — O = xé + yj + xk, 


oP 


Ces é€ il sistema formato dai vettori unitari 4,),h. Questa terna indi- 


vidua il vettore vettoriale fondamentale. 


Consideriamo in una V, il tensore vettoriale individuato dai vettori 


(8) oP oP 


&; = Aves: 


1 Oxi ‘ 

che applicati in P costituiscono un sistema doppio di vettori di V, avente 
carattere doppio covariante, e che individua appunto in forma covariante 
un tensore doppio vettoriale. A questo tensore doppio vettoriale corrisponde 
un ordinario tensore triplo di V,, le cui componenti covarianti — per 
la (6) - non sono altro che 


0, se almeno due indici coincidono, 


3p 3p ap Ja, se la permutazione ijh & di classe 
(9) Sah pari, 
—Ja, se la permutazione yh e di 
classe dispari. 


Il tensore vettoriale doppio rappresentato da ; coincide dunque sostanzial- 
mente con Pordinario tensore triplo «. 


Consideriamo un sistema materiale continuo costituente una Vu, e sia B 
Vomografia degli sforzi. Su di un elemento superficiale, che ha per normale 


2, lo sforzo ¢ @, = Bn. Orbene, se si considera il sistema di vettori 
oP 
(10) P; Sa 6B Oxi ? 
oP 


esso permette di calcolare #,, noto m. Infatti, per (4), 2 = ni en 


oxi ? 
€ noto se son noti n'; cosi che 


4 


; cr . : 


Poiche si constata immediatamente che il sistema @; ha carattere cova- 
riante in V,, esso individua un vettore vettoriale: il veltore vettoriale degli 
sforzi. Per esempio, in uno spazio euclideo, rispetto ad una terna carte- 
siana x yz, il vettore vettoriale degli sforzi & individuato dai tre Vettori 
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@,, Py, ®,, che rappresentano gli sforzi specifici in un punto, secondo 
tre elementi che hanno per normali rispettivamente l’asse delle x, delle y, 
delle z. 


4. — DERIVAZIONE. 


Consideriamo un vettore v di V,, funzione dei punti P di V,. Men- 
tre v(P) é un vettore di V,, se si applica in P il vettore w(P-+ dP), 
non si oOttiene, in generale, un vettore di V,. Per poter definire la deri- 
vata di v mediante un rapporto incrementale, bisogna dunque fissare un 
trasporto per v(P + dP), che trasformi quest’ultimo vettore in un vettore 
di V, in P. Tale é il trasporto per parallelismo di Levi-Civita. Facciamo 
allora la differenza duu fra questo vettore trasportato e w(P). Oppure, 
consideriamo v(P) e w(P + dP) come vettori di un S, euclideo in cui Vz 
é immersa: la differenza v(P + dP)—v(P) di questi due vettori di Sn 
ammette un componente secondo V,, che coincide appunto con dvw. II vet- 
tore dyw & un vettore di V, che, con Boggio, diremo « differenziale di w 
secondo Vy » “), 

Pm Bd : 5 Su Bn 

a & un sistema semplice di vettori di V, avente carat- 
tere covariante, percht dy & un operatore che gode delle stesse proprieta 
dell’ordinario simbolo differenziale. I] sistema considerato caratterizza dunque 
in forma covariante un vettore vettoriale di V,, che diremo derivato del 
vettore w, e che volendo (per ovvia analogia con il gradiente di uno sca- 
lare) potrebbe anche dirsi gradiente in V, del vettore v. 


Il. sistema 


; 7 : : : vv 
Valutiamo il tensore doppio che corrisponde al sistema —. II tensore 

ext 
cercato ¢ rappresentato covariantemente dal sistema doppio di scalari (cfr. (6)) 


euv oP 
(72) Lee fa Oud 0 


Ma, se diciamo v; le componenti covarianti di w , il secondo membro di (12) 
non é altro ch v;;%; dunque 


(13) Oj = Yip 


L’ordinario tensore doppio che corrisponde al vettore vettoriale derivato 
di # & dunque il tensore doppio derivato del vettore w. 
Consideriamo ora un vettore vettoriale di V, rappresentato in forma 


ewe. 


4 : : ric? j Ovv 4 
covariante dal sistema w; di vettori di V,,. Il sistema me - & un sistema 


(1) P. Burcatti, T. Boccro, C. Burati-Fortt, loc. cit., p. 177. 
(2) P. Burearti, T. Boccio, C. Buratt—Fortl, loc. cit., p. 285. 


doppio di vettori di V, non avente carattere doppio covariante. Ha invece 
tale carattere il sistema, contenente i simboli di Christoffel di seconda specie, 


-) ; 
(14) vi = = = } he | Ur , 
come facilmente si pud verificare. Esso definisce un tensore doppio vetto- 
tiale che diremo tensore vettoriale derivato in V, del vettore vettoriale 
considerato. 

Come si ¢ definito il tensore vettoriale derivato di un vettore vetto- 
riale, si definisce facilmente il tensore vettoriale derivato di un tensore vet- 
toriale di ordine r: basta all’uopo valersi della formula che nell’ordinario 
calcolo differenziale assoluto da la derivata di un tensore di ordine r@ e 
ivi sostituire al sistema di scalari che caratterizza lordinario tensore il si- 
stema di vettori che caratterizza il tensore vettoriale, alla derivata ordinaria 
Ja derivata secondo V,, . 


5. — APPLICAZIONI. 
A mo’ d’applicazione deriviamo il vettore vettoriale fondamentale. Po- 
, ov oP aP 


eP r i 
i pea’ a . eet =5= H{2) 
nendo in (14) v; ayi? © ricordando che 7. Oo Ah Been 
trae 
ora 
(15) Be leaee 


La (15) costituisce un’interpretazione del noto teorema di Ricci: essa afferma 
che il tensore vettoriale derivato del vettore vettoriale fondamentale é nullo. 

Calcoliamo ora, in una V,, il tensore derivato del tensore vettoriale 
rappresentato covariantemente da «;;: 


oy ij ij r 
SNES one BA, NRT beh SP * 
Ricordando (8) e (14), la precedente diviene: 


oP aP oP oP 
PHP Si i /\ oxi 1 Oxi /\ anil? 4 


e, ricordando la (15), 


(ai 6) Eg = (Ghe 


(1) Cfr. T. Levi-Crvira, Lezioni di calcolo differenziale assoluto, Roma, 1925, p. 168. 
(2) P. Burearti, LT. Boccio, C. Burati—-Forml, loc. cit., p. 281. 
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Dunque, il tensore derivato del tensore doppio rappresentato da «, ¢ nullo. 
Questo risultato non é altro che un’interpretazione del fatto che é nullo il 
tensore quadruplo derivato del tensore triplo ¢, verita quest’ultima che fu 
stabilita da Ricci e Levi-Civita “, 


In una V; sono dunque nulli: a) il tensore derivato del vettore vet- 


oP ; 
toriale fondamentale ae b) il tensore derivato del tensore fondamentale 
xt 


OP. wk yilt eet sale ear pede ePue oP 
ai; = — X =~; ©¢) il tensore derivato del tensore vettoriale «; = — /\ —; 
ae ae. ah: eo an) 
SP) s, to Po eeae. 
d) il tensore derivato del tensore ei, = aie \ Fig Co ahs In generale ¢ 


pure nullo il tensore derivato di ogni tensore (vettoriale o scalare) otte- 
: Per) eae eT ae tt 
nuto operando con i segni /\ e X sui vettori — individuanti il vettore 
ox* 


vettoriale fondamentale. Ad esempio, ¢ nullo il tensore vettoriale derivato 


: : oP oP oP 

del tensore triplo vettoriale rappresentato da ae /\ \\ a 
t eed 

stanzialmente equivalente al tensore quadruplo introdotto da Cartan come 
fondamentale per i bivettori @. 


- che é so- 
Oxi 4 


Matematica. — Géométrie différentielle et calcul des variations. 
Nota‘ di D. D. Kosamsat, presentata dal Socio T. Levi—Crvira. 


I] est naturel, pour généraliser la « Geometry of Paths» de Eisenhart, de 
remplacer les courbes fondamentales (« paths ») par une famille arbitraire de 
courbes dépendant de 2” parametres, ou encore par les intégrales du systeme: 


(1) x + al(x,x,1) = 0 (4 a= do owed): 


Le probleme n’a été abordé jusqu’ ici“ que dans le cas ot les « sont 
homogenes de degré 2 par rapport aux xi: 


They Om! 
(2) a = "ga k One . 


Dans ce qui suit, nous adoptons la convention de sommation usuelle 
en calcul tensoriel, et les notations suivantes: 


QA" ° oti 
aS OA. 
2 ox 


ES 


Ox 


(1) G. Ricct & T. Levi-Crvrra, Méthodes de calcul differentiel absolu et leurs appli- 
cations, « Mathematische Annalen», t. 54, p. 138. 

(2) E. Carran, Lecons sur la géométrie des espaces de Riemann, Paris, 1928, p. 8. 

(3) Pervenuta all’Accademia il 25 agosto 1932. 

(4) Voir J. Doucias, Ann. of Mathematics (11), vol. 29. 


La question qui se pose d’abord est celle de l’existence d’une méetrique, 
c’est—a—-dire ]a possibilité de déduire (1) dun principe variationnel : 


(3) [fF Dd =o. 


Par substitution dans les équations d’ Euler, on obtient comme condi- 
tion nécessaire et suffisante l’existence d’une solution f des equations: 


~ @ cf a } aI e 
(4) Sif — Ofer ef epee, Ie ier © 
satisfaisant a la condition auxiliaire: 
(4 bis) A= fiyl-Fo. 


D’autre part, les équations (1) peuvent ¢tre déduites d’un parallélisme 
convenablement défini. Si nous définissons la dérivée d’un vecteur (w?,u?+ + + wu") 


par: 
(5) D(u)i = Bi (x,%,4,0,1) 


et que les 8’ soient tels que lon ait: 
(6) D(x) = x! + af (x, x, 1) 


les équations (1) seront celles des lignes autoparalléles. De plus, nous vou- 
lons que D (w)! soit un vecteur en méme temps que u/, la loi de transfor- 
mation des vecteurs contravariants pour la transformation de coordonnces 
(x <> x) étant donnce par 


(7) B= we; (6% 58) 


ot: les coefficients F; sont les plus généraux possibles, et soumis a cette 
seule condition que F =| F;|=;0 le long de toute courbe. Il faut donc que 


Yon ait, identiquement en w et u: 


@) D(a) = FD wy 
dot 
©) D(uyi at + why Oe, x.) + (8,1) 
ue) dad—ys , ge 

ai pee * 
(G9) PY +a-F= wh. 


De (11) il resulte que nos équations ne peuvent ¢tre satisfaites que si 


les F; sont indépendants des x‘ et se réduisent 4 des fonctions F; (x,t) des 
x‘ et de ft: ce que nous supposerons dorénayant. II ne s’ensuit du reste pas 
que x soit un vecteur. 

La dérivée. définie par (9) est non-distributive, mais nous pouvons 
définir en méme temps un opérateur distributif™, la bidérivée, en Jaissant 
tomber ¢: 


(#2) D(uji = ui + yuh 


cest aussi un vecteur contravariant en méme temps que uw. 


L’arbitraire des y, nous permet d’introduire de nouvelles hypothéses; 
en particulier, si nous voulons que les équations de variation des équations (1): 


(13) wi oh uh att, 5 am wk a 220 


puissent se mettre sous la forme (tensoriellement invariante) D2(w)i = 


= gi (x,x,u,t), nous devrons prendre @): 


(14) t= e 
eae S ae k 
4 Yk ae: 
(15) D? (u)i — D(e)i = 9? (uj! = Pi wi 
; Z I d p I : . 
(15 bis) Mpc ft ah at ies 
F cs ; . ‘ _ Z ox? 
Pour la loi ordinaire de transformation des vecteurs, ou Fes os On 
bs 


peut démontrer un «théoréme de Fermi», c’est-a—dire faire que les y; 
s'annulent suivant une courbe quelconque par une transformation conve- 
nable de coordonnées. Alors les equations de variation de (1) se réduisent 
a la forme canonique : 


(16) ui = Pi yi. 


Pour Pecart géodésique, ces formules ne sont autre que les formules 
bien connues de Levi-Civita “), Elles sont particuligrement commodes pour 
Pétude de la stabilité ou de Vexistence de foyers conjugues. 

Pour faire la liaison de ce qui précéde avec notre probléme varia- 
tionnel, il nous faut considérer des groupes continus, que nous suppose- 


(1) Cf J. A. Scuouren, Der Ricci-Kalkiil, pp. 63-64. 
(2) Cf. L. P. Etsennarr, Non-Riemannian Geometry, p. 126. 
(3) T. Levi-Civira, Absolute Differential Calculus, p- 219. 


rons engendrés par des transformations infinitésimales définies par des opé- 
rateurs: 
e) 


; : r) 
(17) td CPD erin 


f apparaissant ainsi comme un paramétre affine. Une transformation  paral- 
léle sera une transformation pour laquelle D(€)' = 0, c’est-i-dire que 
Yon aura: 


(18) Ric 9 HSU iyi Hae fe 


Le long des « lignes de courant » de la transformation, lignes définies 
pat 2? = 6 fl on-aura: 


(19) Kjata ap euper eS. 


L’« invariance absolue» de f sera définie par Xf =o ou Do: 
¢ 


f sera stationnaire le long des lignes de courant. Si le groupe des transfor- 
mations paralleles (« groupe paralléle ») est transitif, (18) donne les condi- 
tions nécessaires et suffisantes d’ invariance absolue: 


(20) Zs efi 0 


a 
(21) fi—ViSin =O. 


Puisque la transitivité du groupe entraine que toute courbe (1) soit une 
ligne de courant, f doit étre stationnaire le long de toutes ces courbes. 

Si maintenant nous voulons que f définisse une métrique pour les 
courbes (1), nous pourrons, grace a |’ identité 


d df : Less 
(22) ara T= oF = 2 fa—s at fa] 


écrire les équations (4) sous la forme: 
(23) a f=fi — wf = 0 
df 


(23), ensemble avec ~ = 0, donne les conditions nécessaires et suffi- 


dt . 
santes pour l’existence d’une métrique qui soit en méme temps invariante 
par le « groupe paralléle » supposé transitif. 

Le systéme (4) se réduit du reste 4 un systéme du premier ordre 


df 


=o. Mais ~ =o est la condition 


0 ad 
Oxi dt dt 


" 


chaque fois que l’on suppose 
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nécessaire et suffisante pour que toute fonction g(f) de f, et non seule- 
ment f, soit solution de (4). 

Les tenseurs fondamentaux et les invariants différentiels de l’espace 
des courbes (1) apparaftront si nous écrivons les équations de compatibilite 


pour le systtme di f =o oe 0. (23) permet d’éliminer f,; partout. L’on 


? dt 
obtient : 
2 da. rapa Va Pifii = 
(24) ? (44 Rg! Maas a Ok LL 
(25) (dj di — di dj) f= Rie fii = 0 
(25 bis) 3 Rie = Pi. — Pij- 


Le tenseur de Riemann-Christoffel n’est autre que Riz.7. 
Si nous postulons seulement l’invariance relative de f, nous deveene 
ecrire: 


(26) ee 512A) eee A = constante 
(27) dj f = Afi. 


Si nous écrivons les conditions de compatibilite (en ¢liminant 4) nous 
aurons : 


; y) re) 
(28) & dy aS saa) 23 (0) 
(29) Pi fire — Pi firsj = 0 


Ensemble avec (4), ces équations sont ¢équivalentes aux conditions 
données par Davis“) pour que (1) soit réductible 4 un systeme dont les 
equations de variation soient leurs propres adjointes. C’est la, comme on 
sait, la condition nécessaire et suffisante pour que les courbes (1) soient 
les extremales d’un probléme variationnel. 


Il résulte du principe d’ Hamilton que l’on a eae up = 0 pour 


toute métrique f ne contenant pas explicitement le paramétre ¢. Par suite, 
toute métrique homogéne par rapport aux x! d’un degré autre que le pre- 
mier est mécessairement stationnaire sur Jes courbes (1), donc invariant 
absolu. Du reste, tous les invariants peuvent étre déduits d’un nombre fini 
d’ invariants fondamentaux ©); les métriques définies par les polynomes en xi 
ont par suite un interét particulier. 


(1) D. R. Davis, « Trans. Am. Math. Soc.» vol. 33, p. 246, et «Bull. Am. Math. 


Soc.», 1929, pp. 371-380. 
(2) R. Werrzensoécr, « Acta Math.», t. 58, pp. 275-276. 


Remarquons enfin que les solutions des équations de variation fournis- 


sent des transformations infinit¢simales paralléles transformant les courbes (1) 
en courbes de méme nature. 


Un exposé plus detaillé de ces recherches paraitra ailleurs, ainsi que 


diverses applications 4 la physique mathématique, et en particulier 4 la 
relativite “), 


Matematica. — L’iniégration des équations aux dérivées par- 
tielles du 2" ordre avec 2 fonctions de 2 variables indépendantes. 


— J. Cas général. Nota di M. Kourensky, presentata dal Socio 
T. Levi-Civira. 


§ 1. Dans le cas général, cest-a—dire quand le systeme d’équations 
contient towtes les six dérivées du second ordre, r,s,t,7r',5’,t', des fonctions 


inconnues Z, 2’: 


(1) | Fale ah OSD dk, 59 51585 bot <paoe tl eo 

CA A Ce a ee SO 
et quand au systtme donné on adjoint la 3™° ¢quation compatible 
(2) DM akiek 1s f Goad 5 tin 5 5b f 55.50 )==scOUst, 


pour chercher la fonction ®, suivant mes Notes antérieures %), il faut étudier 
les déterminants du 6™° ordre de la matrice 


dD eX) PLO) oO i ALO) AL) ely) r 
“dx a Qs Ot or’ Os or 
a, Ry S: Lie ) R' 3 gi fo) 
hse Omen SG aaa 0 
(3) male 

le O RS on 2, O F s' Te 

Hi, O Ry oF iC O R. S, Ay 

d® xO) ao) a) xO) 3 3 

dy S e} Os ot or’ Os’ ot’ 


(1) Pour une bibliographie plus complete, voir l’exposé de L. KoscHMIEDER. « Jahres- 
bericht d. D. M. V.», Bd. 40, pp. 109-132. On y trouvera en particulier des références 
détaillées aux travaux de BERWALD, avec lesquels les présentes recherches ont plusieurs 
points communs. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 16 agosto 1932. 

(3) M. Kourensky, « Annali di matematica pura ed applicata », S50 Ie te WAUUE 
pp. 293-300, 1930-31; «Rendiconti della R. Ac. N. dei Lincei», vol. X, fasc. 3-4, 1929, 
pp. 148-154; vol. XIV, fasc. 10, 1931, pp. 408-414; vol. XV, fasc. 5, 1932, pp. 348-353. 
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ou 

= dF; eer , Va 2 

Sa Hk + Zip+Zp+Pir+Qs+Pir’+Q's 
HS SV eg + Zig + Ps + Qe Py +. Qe Gr). 

oF; oF; oF; , oF; 

PS age? TO ay 8 ee a aay 


Les 4 équations non linéaires, qui représentent les conditions de com- 
patibilité des 3 ¢quations (1), (2) et qu’on obtient des 4 déterminants 
correspondants du 6™° ordre de la matrice (3), peuvent ¢tre remplacées 
pat un systeme des 4 équations linéaires 


o® et) e@ oD 
(t + io) = == (Ait: a) ne radi wl retin Sot 


30 3 PX) ex) 
ANOS = ta hap OH — 8) aap 


ae ‘ a 
] @ tac)? => =[e(: —Aa + 4) 4:) + (t + A:0) (A, —a,)] ao 
, 30 
(4) Pulsar A Gr ht) Pe a ho) Boh 
x oO 
+ [t (Qi —Aic; +4; 11.) —( + A:6)Ap,] ai 
o® , oD d® 
G +0) |é,S-—e  — 9, P) 
| o® a) ob ; d® 
| = 1m Ain as TURN ED aye ra 


ol Ai est une des racines A, ,Aa,,+++ de Péquation du 4m dégré 


(5) [p (et: + ot.) + 07 45] At + 
+ [e? (p: — o:) + 2 (pot: + tpt, 4+ tot;) + 0? (t, — 0,)] a3 + 
+ {a7 [(t + 5) — 202] + 3 (0? 7; + 67 91) + et [2 (t: +9,)—o,]} 7 + 
+r [97 (e: — ox) + 2 (pap: + top. + t0p;) + 7? (t, — 0;)JA + 
+ [+ Ge; + 9p2) + 07 ¢,] = 0 


(1) Le coefficient de 4? peut encore avoir, p. ex., la forme suivante: 


[t? t3 + 9 (Cpr + to2) — 2 (pac; + tea. + T0663) + 6? (tr — 202 + 9;)]. 


ot AT 
et 0,0',0:,°++,%;,%, sont les jacobiens du 2™¢ ordre des fonctions don- 
nées F, ,F, par rapport aux variables 5,135’, 3 ryr’'3 +++ yt Mos bey 
suivant le tableau: 
p= CON Sey 4s. t= (rs) 
pee=(rr’) pT NO Ota) | sy we ise (IF) 
r= (05) Bet (ea ey er Ch) 
e3 = (1) 5 0; = (st’) anwar UE) 
(6) Reset) AS Yo ein Ge a a (IN) 
25 = lex] ohn ey ied 
=e) 3 S=[se) .3 Bll x] 
ye 3 eee tl gs ae [y] 
ee ee ee tO 
Les premiérs 15 déterminants sont les déterminants du 2™ ordre de 
la matrice 


|R SP Pet ROMS 
iL eich ies eal era wal 


et l’on peut écrire pour ces déterminants C; c.-a.-d. 15 relation: des 
p +49 > 


relations mentionnées seules C);,—2+4—1, c.-a.-d. 6 sont indépen- 
dantes. 

Les relations se rencontrent toujours dans les transformations diverses 
des équations différentielles 4 une fonction inconnue ®. Elles sont: 


ep, + 60, + TT; = O 
ep. + oo, + 77, = 0 
Bes i COp a arg © 
Po +o e+ 7p; =0 
po, +06, + 7/6, =0 


Oatn4> 6 tice t FO 


| 
0, 0; y T2 7; ' P2 Ps 
, 3 z =i : au 

pe = 5) Ol as ? LI) 

TV. T3 P2 P3 o>, 9; H 

0,6 es 3 Px 
eo" — oii 5 Qo = Aes 5 AG) == 

Dz tr 03 Px G3 Ox 

0,0 T, To 1 Y2 
et’ ae TS, ; ot’ = I ; cr’ ae Pp p 

T T> Pr Po GO; G, 


et encore 
Or PO ts 
ep Oe My || ae fe) 
3 esa aes 


§ 2. Pour comparer le procédé d’intégration d’une seule équation a une 
fonction inconnue x avec le procédé dintégration du systeme de deux équations 
aux deux fonctions inconnues 7,%', envisageons lintégration du systeme 
particulier suivant: 


(8) B, == P4S3 VERS P > O57 5435) 0 
(9) Peer sot 639 52 ,P5 9575558) = OF 


Nous pouvons chercher la 3™* équation compatible sous la forme 


(10) D(X6 Vic KP od ok vd5L)i = cOMst. 


Les conditions de compatibilité peuvent étre écrites de deux maniéres 
différentes. D’un coté, en étudiant les conditions de compatibilité pour chaque 
paire des équations (8), (9), (10), nous avons les équations compatibles (8) 
et (9) et les équations compatibles (9) et (10), comme elles contiennent les 
dérivées des deux fonctions z et z’. Il faut écrire les conditions de compatibilité 
des équations (8) et (10), integrer I’équation (8) par la méthode, exposée dans 
mes deux Notes dans ce Recueil, vol. X, fs. 3-4 et vol. XIV, fs. 10, ¢. 4. d 
il faut trouver deux équations ®, = C,,®, =C,, compatibles entre elles 
et avec [equation (8). Alors nous obtiendrons la fonction x par les qua- 
dratures; la deuxieme fonction inconnue 7’ sera trouvée par |’ intégration 
d’une équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre (9). 

D’autre part, en étudiant les conditions de compatibilité pour ensemble 
des 3 equations (8), (9), (10), nous arriverons A lintégration des équa- 


tions (8), (9) par la méthode, exposte dans le § 1 de cette Note et dans 
la Note du fs. 5, vol. XV. 


Par les formules (6) nous avons: 


Les 3 relations premiéres (7) donnent 


ePR+oS4 tT =o. 
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La substitution A = — permet d’écrire Péquation (5) sous la forme 
(Rv? — Sv + T) [v? (c? + ot + 6?) + v(290 + pt + 270 + o?) + 

+ 9? + po + o?] =0, 


et nous pouvons prendre la racine v de l’equation quadratique connue dans 
la méthode d’intégration d’une seule équation: 
(11) Rv? —Svy + T =o. 


Soit v; une des racines de cette équation. Alors les 3 premiéres équa- 
tions du systeme (4) s’écriront: 


oO oD oO 
a Nga eee eo =O 
o® e® 
(12) ee ee vi R) yi =) 
cD oD oD 
G+ w0)(T—»8) 2 SE NS ae rar = Ox. 


La derniere de ces équations est équivalente 4 la premiére. Les deux 
premicres sont les équations de ma Note dans le fs. 3-4, vol. X: elles sont 
dépendantes, vu que v; est la racine de l’équation (11). 

La 4™¢ équation du syst4me (4), aprés quelques transformations algé- 
briques, peut ¢tre écrite: 


9 9 of d® = ® 
(13) jr + ucrn—s) a pa Te ed 
afareie) aiid Our fof Bf Sigs 
(E+ Dats (LZ )nus®s 
YF) rly) (rH a 
+ (TH HZ) uR(w Slt (Te HR 


Desinteerales V, —.C,, V, = C, des 2 equations (13)., (12) dependent 
de la fonction f de ’équation (9). Quand 


a af _ af af _ af 


or Qs ot dy f 


c. a. d. quand Péquation (9) a la forme 


(15) flict Sects tf (%) = 0, 
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V’équation (13) se reduit 4-Péquation correspondante (21) de la Note de 
fs. 3-4, vol: X, et les intégrales ®, =C, ,®, = Cy, indiquées dans la Note 
mentionnée, ont le caractére des intégrales VW, = C,,¥, = C,. 

L’équation (13) peut étre remplacée par une autre équation, analogue 
4 une de 3 équations (21) dans la Note de fs. 3-4, vol. X, les conditions 
(14) - par les suivantes: 


af aajeft oh af anidf ah 
a 


et Péquation (15) - par l’équation 
+ s+ tt f(y) =o. 


Matematica. — La simplification des recherches de L. Bianchi, 
généralisantes le caractére de S. Lie, que les paramétres soient essentiels. 
Nota“ di G. PFEIFFER, presentata dal Socio T. Levi-Crvira. 


A S. Lie® appartient le crittre suivant pour reconnaitre, si les para- 
metres; 


(1) A Bae a hcitp 
d’un systtme des fonctions indépendantes : 


(2) Xi fi(Xr, 00+ Xn, Gr, +°+ ar), 
(IO I 
sont essentiels. 


LE THEOREME DE S. Lik. 


« La condition nécessaire et sufhsante, pour que les paramétres (1) dans 
le systtme des fonctions (2) soient inessentiels, consiste en ceci: Il existe 
une ou plusieurs ¢quations: 

oF oF oF 
G3) Ay 


A; a Own) - 
Ody . a, a sh Oy 


=== {Q) 


> 


aux coefficients-fonctions des paramétres (1), dont les fonctions (2) sont 
des solutions ». 

L. BianchiG) a considérablement défriché le caractére de S. Lie et I’a 
amené a une forme commode pour la pratique. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre 1932. 

(2) S. Liz und Fr. Encer, Theorie der Transigraatonsetung a Ucibag. 1888, 
B. I, ss. 13-14). 

(3) L. Brancut, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di trasformazioni {Bes 
logna, 1928, pp. 30-36). 


woe 


Le THEOREME DE L, BIaANncat. 


«Pour reconnaitre le nombre des paramétres  essentiels (1) dans le 
systeme des fonctions (2), il est nécessaire de construire la matrice fonc- 
tionelle, par rapport aux paramétres (1), des fonctions (2) et leurs dérivées 
pat rapport a xy, +++ ,Xn jusqu’d Vordre (r — 1); le rang s de la matrice 
est le nombre des paramétres essentiels du systtme des fonctions (2) ». 

Chez S. Lie, outre le théortme cité, on trouve encore un passage, ou 
il indique, en traits généraux, une seconde méthode de juger, si les para- 
metres (I) sont essentiels +). Ayant simplifié le caractére de L. Bianchi, 
nous nous sommes persuade, qu’en forme simplifiée, il revient A la seconde 


méthode de S. Lie. 


Nous nous servirons des’ notations: 


eter Ban? Pa me ae 


pote pO eer par = 
(5) fix, = Qry 0° Ju, = Pu > 
ie Dy ategos Oe ese Se tae wal sfrx, = Piw—1)ptrs%** wie = Pnws 


en posant en outre 


ah n(n—1),+++,(n—k + 1) 
(6) | ey =m, AOI ES) 3 
Pree Gk ao: 
(7) S& =m, 


or e, est le nombre des dérivées d’orde k des fonctions (2) par x, , +++ , Xn. 


Si l’on admet, que les fonctions (2) satisfont A Péquation (3), alors 
les coefficients : 


(8) yea eta ae 


sont des solutions du systtme d’équations linéaires homogénes : 


OM, Od, Oa; 
Of, of, of, 
— = cee eeelen as ‘ == © 
(9) Cp eae en, 0d ae 
fm fm fm 
—— >= eee A ? —==ill 0 Je, 
| ®,, — Ns OM, -+ A Oa, =E ale ? ou 


(1) L. Brancut, Lezioni sulla teoria dei gruppi, ecc., s. 183. 


RENDICONTI. 1932, Vol, XVI. 29 


Le rang de la matrice: 


= 
I 
isd) 
SI 
N 
cob) 
R 
iS) 
~ 
Ne 
tod) 
& 
N 


(10) 


du systtme (s) soit to =p: 
(11) wr. 


Dans le cas, ol p =1, les coefficients (8) sont nuls, les parametres 
(1) sont essentiels. ; 

Quand p<r,p des relations (2), et pour plus de simplicité suppo- 
sons, que précisement les premieres p: 


(12) NN Cee en 


sont résolubles par rapport aux p parametres (1); de mé¢me admettons 
(toujours pour simplifier), que les relations (12) se laissent résoudre par 
rapport aux premiers p parametres (1): 


(13) Ay ,An,°** > Ay; 


de sorte que 


Gs VD Cisiee sins 


= O.. 
DG. 2 a.535 3) sha) 


En substituant les expressions des paramétres (13), tires des égalités 
(12), dans les relations (2), nous obtiendrons ¢ — po relations, qui ne 
contiennent pas les paramétres (1); marquons les par Qo. Les fonctions 
Aw4ty%wt25%%* Xm, peuvent tre exprimées moyennant les variables inde- 
pendantes x,,X.,+++,%n et les fonctions Z: ,%2 5 °** 5 %p- 

Sous la condition (14) les premitres p équations (9): 


(15) ®,=0 , ®,=0,:--®,=0 
sont indépendantes; chacune des autres: 

(16) ®=0 

est une combinaison lincaire des premicres p: 

(17) O =), 0, +4, 0, + --- +A, 9,, 


hi, +++ A, sont des fonctions des variables indépendantes x;,+++,%n et 
des parametres d;, +++ , dr. 


4 


R We i { i ie Bo a 
Des équations (15) on peut tirer les coefficients : 
(18) Pigs Agere ta hie 


exprimeés par les autres coefficients (8). 

Differentions les relations (2), les équations (9) et les identités (17) 
par rapport aux x; nous en deéduirons, en écrivant dans forme abregée, 
mn relations: 


Oz, O% > OX mn . 
(19) Bee ane reg 
(Oa Xe Ng ores OAs 
mn equations: 
| 3®, Ofex of 9 
t = A ae ny eee A 7 Ex ==1G) 
Ox * 0a, ao Od, ia rae 3a) ; 
3® Of x ey an Of, . 
Pek eas ga AML ea 
(20) CX cay a Oy 
cD, Ofie Of is Ory 
a pa Re LAELIA PO RE OBS Gn 
Ox Be Oa, or Aa Od, 7 ae! edy 
X = X%1,X%25°°* Xe 
et les identiteés: 
A) ®, a0, aN ah 
gad Sy ON aL ST ID Goh ane a 
By) ox =| aes AE oe 1 TN og ue Ta eh 


a Ky Ky pees OR 


e 


Les coefficients (8) sont des solutions du syst¢me d’équations linéaires 
homogénes, composé des équations (9), (20); en vertu des identités (17), 
(21) on peut se borner a envisager le systeme: 


of 


r) of, 
@, = A, iE JA if woman 


oa, od, Oar “ 
if fy fu 
- pe Apa =O 
oD, Spa ae AO aa : 
cQ, QD, 3 ah CO, mas 
y. a) VANE Ou, = A. 5 sR +t 1 OU, 9 
C2) Ee 
Ww CP : oPu : A, Pe O 
Ei I 9 : ca 2 Ou, t + Od, ) 
Py +1 Putt Put tr 
Gree == AG a iP A, Ou. We ee + Ay 8a, =0,j 


Le rang de la matrice: 


of, fy 1 Oy Py tt a CPi 
Oa,’ 7 Ou; ? Oa: 2 On. Ogee meds 
of, fy 9 Py Puts Fn 
(23) Mom Ou, OG Boast ? Oa Oa, ” Oa, 
oft fy 29; Py COu +1 COnw 
Oa, bo) > da On), u > Od, ) Oy x, Od, 


du systeme (s,) soit w+ pr: 
(24) ppt ur. 


Faisons attention 4 ce que, dans la matrice M,, il existe toujours 
quelque déterminant d’ordre (u + pr), different de zero, dont le déter- 
minant A de la formule (14) est un mineur. 

Dans le cas, ob p + pw, = 7, les coefficients (8) sont nuls, les para- 


metres (1) essentiels. 

Quand w + usr<cr, il y a lieu de supposer que, parmi les relations: 
(25) 2=fr , a= 25°? ku fu, 
WS Wee Wa m ; Ui = Oh ee Un eon 


u + pr, et précis¢ment les premitres p + pr © 
(26) Reg ee ee eee, » Ur=o1,°++, Un, =O, > 
sont résolubles par rapport aux w+, parameétres (1); également pour 


simplicité on supposera que les relations (26) se resolvent par rapport aux 
premiers w + pw, parametres (1): 


(27) Ay An 5°? 5 Ay > Gyan Seta peta 


De la sorte: 


(28) A = D fig tas to seep eee Oe 


= =O 
i r . 
D. (Gs 9425 °°* Aus Qutr>°** 5 Stu) 


En substituant les expressions des paramétres (27), provenant des 
égalités (26), dans les relations restantes (25), nous avons (& — Uo) + 
+ (c: pr) relations, qui ne contiennent pas les paramétres (1); mar- 
quons les par (Q.),(Q:), attendu qu’entre elles se trouvent les ¢qua- 
tions. (Q,). Les fonctions Zy415+**,%m peuvent ¢tre exprimées par les 


(1) Une telle supposition est possible d’aprés la remarque faite auparavant a Pégard 
de la matrice My. 


variables indépendantes x, , --- » Xn et les fonctions z7,, +++ ,%,3 les. déri- 


t . . 
vees Uyii:,+++,Uny par les variables indépendantes “xi, =='+., py les 


fonctions z;, +++ ,%, et les dérivées U,, +++ , Uy,. 


En continuant de la méme manitre, nous parviendrons aux in¢galites : 


(29) BSR eset et ere Seta tee tes 
Sethe tees + eer bee =r, ; 


Il est clair, que le procés va terminer; il finira aprés i différentiations, 


si: 
(30) il; =O: 

Le nombre s des parameétres essentiels est égal a . 
(31) See fh te Peis ese hay oh 


Quand pi = 0, les dérivées d’ordre i des fonctions (2) ne donnent 

pas des €quations nouvelles, qui permettraient de déterminer plus, que s 

parametres (1). Ayant substitué les expressions des s paramétres (1), tirées 

des relations antérieurs, dans les dérivées d’ordre i, nous aurons, 2 cété des 
> b] 3 


(32) (€) — wo) + (€: — pr) ofa Sse el (€;-1 — wi—1) 
equations 
(33) (Oye OD (Oe), 


qui ne contiennent pas les paramétres (1), encore e; équations, qui ne con- 
tiennent pas aussi les paraméetres (1). 

Désignons les premieres par A), les deuxiemes par B). 

L. Bianchi donne au systeme A), B) le nom du systeme de Mayer- 
Lie™. A ce systeme a prété beaucoup d’attention S. Lie ®). 

Dans les raisonnements exposés les matrices, que l’on doit construir, 
contiennent nioins des colonnes, que les matrices correspondantes aux re- 
cherches de L. Bianchi; l’ordre i de la differentiation est habituellement plus 
bas, que (r—1). 

On peut resumer ce qu’on vient d’établir dans lenoncé suivant: 

THEOREME. —- «On donne les fonctions: 


G4) Ries fx (hy FO ne 5 hes Gr, 89 5 Ar) 3 eas Pe m 


contenant les parametres : 
(35) @y y425°** yar. 


(1) L. Brancut, Lezioni sulla teoria dei gruppi continut finiti di trasformazioni (Bologna, 
1928, p. 42). 

(2) S. Liz und Fr. ENcgL, Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, 1888, B. 1, 
Kapitel 10, ss. 171-204). 


2 426 jd 
Déterminons le rang de la matrice: 
D Cf: Sr oan » fm) 
G6) Mel poe aaa 
Qu’il soit p—=r. Si w=, les parametres (35) sont essentiels. Si 
u<r, alors parimi les relations (34) prenons — en résolubles par rapport 


aux paramétres (35). Il est toujours loisible de supposer que ce soient 


justement les w premicres relations 
(37) ne: =f; (Xr, SOT By 2 ae ae , ar) » 2 = Ins aie ke = Je 
résolubles par rapport aux premiers yp paraméetres: 
(38) deidais eee us 

En différentiant les relations (37) par rapport aux variables x, ,-** 5 Xn 
et en écrivant les nouvelles égalités sous la forme: 


(39) Uy 2 rae ee i, ae, Ar) 5) U, = @25°°° » Um = Pup» 


on cherche le rang de la matrice: 


oe D Goh ee Sieh ee, Geo tt Paw) 
(49) M. = ( D Gi 40, fs 2 le Apia ee : 


Quw’il soit p+ per. Si wtp, =r, les parametres (35) sont 
essentiels. Si w + u.<1r, alors parmi les relations (39) on en prend wi, 
qui associées aux (37) puissent ¢tre résolues par rapport 4 u-+ pw: para- 
métres. Ici encore il est permis de supposer que ce soient les premieres 
relations : 


(41) UPS one ye ae are jar) 3 Up=0s, «SUR = on> 


qui prises ensemble avec les relations (37), sont résolubles par rapport 
aux premiers w + pw. parametres : 


(42) Ay yA25°** 54 > Antr, °°? s4u+py- 


Et ainsi de suite. 
En définitive nous sommes assurés que les inégalités: 


(43) 9° eet Be St ee ice pint Sees atey  e 


a -b eee + wins + pistees =r 
subsistent. 
‘Tl est clair, que le procts a sa fin; il sera achevé apres 7 différentia- 
tions, si: 


(44) pi = 0. 
Le nombre s des parametres essentiels (35) est egal a 


(45) SW + Ur + oo* + pi. 


he | SS 
ue week 


Tera te pais 1 car SO oN peal Oe oe a oN Wee LA DPE eee PN! NV Dn Wes ce gel. SAE ANS Spl ne be eo CE 
x ’ we : er. ‘ di es f iol bien '2 as 
53) 


Matematica. — Sur les solutions linéairement indépendantes 
des équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre a& deux 
variables indépendantes. Nota‘? di G. PFEIFFER, presentata dal 
Socio T. Levi—Civira. 


La question de lindépendance linéaire des fonctions est étroitement 
lige a la théorie des paramétres essentiels, dans laquelle ils nous sont connus: 
le caractere de S. Lie®, les recherches de L. Bianchi), généralisantes le 
caractere de S. Lie, et notre theoreme “), simplifiant les raisonnements de 
L. Bianchi et amenant, en méme temps, aux quelques remarques de S. Lie 6), 

Dans la Note présente nous voulons nous appujer sur les recherches 
de L. Bianchi. L. Bianchi a demontré la proposition suivante ©: 

« La condizione necessaria e sufficiente affinche r funzioni: 


(1) Pp 9: (x, 2+ Xn) 592 = 02 (Xr aie non) 255 Or = Or (%1, °°, Xn) 


delle m variabili x,,x,,+°++,X, siano linearmente indipendenti ¢ che la 
matrice : 


oo; oP: o? ©, : Cen Os me 
Ei ox,” OX n ook Lax tare” 
op, op, o? ©, Cham £0 
(2) eed Ox,” aii OXn : Ox: ; ‘ xe! ‘ 
apy er o? Oy se OP 
Or ;5 ax, ? Xn ax ? 2” Oyr—tp ? 


formata colle r funzioni, con tutte le loro derivate prime, seconde, ecc., 
fino all’ordine r— 1 sia di caratteristica 7». 
Indiquons, pour abreger, la matrice (2) avec la notation: 


(1) Pervenuta all’Accademia il 26 settembre 1932. 

(2) S. Lre und Fr. Encer, Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, 1888, B. I, 
S213): 

(3) L. Brancut, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di trasformazioni (Bologna, 
1928, pp. 30-37). 

(4) G. Pretrrer, Sur les paramétres d’ un systtme des fonctions, qui sont essentiels 
(« Actes du Congrés Intern. 4 Zurich», 1932). 

(5) Liz und Fr. Encer, Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, 1888, B. 1 
s. 183). 

(6) L. Brancut, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di trasformaztoni (Bologna, 


1928, pp. 36-37). 


(7) 


Ox,’ ekg west Oma pi 


(3) se ik ey ites lng 


9 op oo oo PO sas eirp 
(4) | seb gee ae OM Ak ox? ? Oxdy. ze, Ney? 7 eee 
FO o”—*@ 
ox = OY > *) Cy ae Soe 
(5) P= O(N) Op = OL) Or Pr 


Si les fonctions (5) sont solutions d’une des équations linéaires: 


3f 
A) a= ? 
) 
B) good ee, 
O- fo tthe Beekon 


le rang de la matrice (4) devient respectivement ¢gal aux rangs des matrices : 


ox sa ae | WO 
ro) v—'O 
Da) | 9 , ax? “Gao > Oyr— > 
6 op eo) 2 @ o? © gael) shalt 
7) ? ex > }y > ax2 > axdy OW Rg ec) ox’ I ? Oxt— 2 oy 
op op o? © 2 © oD S-*H 
ou 17) ) Ox Pp) ey > axey > oy? d oc =) Oxey’ a= ? oy" — I 
D op op o2 © o2 © Ceo e) Ce : 
Oaks ane Oy ey Sage} Bye? iia ee Bye 
6 op e” @ oo or F9 ne? 
P > “ex? Oy. ENF ae Oxey ” By e BeP a y 


Il est clair, que les résultats obtenus s’étendent immédiatement aux 
equations d’ordre plus éleve, que deux, et aux cas de plusieurs variables 
indépendantes. 


Matematica. — Sopra la questione della unicita per le solu- 
xiont delle equazioni alle derivate parziali. Nota“? di A. Rosen- 
BLATT, presentata dal Socio T. Levi-Crvita. 


1. Il prof. A. Haar® ha dato limportante teorema seguente : 
Trorema: « Consideriamo il triangolo T limitato dalle rette 
Kees: Orne lars “bi sess Aig 


b>0,A>0. Se la funzione x (x , y) supposta continua in T colle derivate 
p,q soddisfa alla disuguaglianza 


(1) lPISAlal +1z1 +8, 


3>>0 fisso, e se M é il massimo del modulo |z(0,y)|, allora si ha 
in T la disuguaglianza 


(2) |x) << Me*¥ + 8(e* — 1)». 
Nel caso M = 0 possiamo dare la generalizzazione seguente : 
Teorema I. — « Supponiamo che per m=>0,m<<1 la funzione a 


tende verso zero al tendere di p(x, y) verso P,(0,y) x essendo continuo 
per x >0 e che sia soddisfatta per x >> 0 la disuguaglianza 


G) es 


m 
x 


ait 
cane Jie +Alg| +8. 


Allora si ha in T la disuguaglianza 


7 


9s al 
(4) | gh ism», 
1—m 
Effettivamente, consideriamo la funzione 
ab S(e —1) 
— »— aie 4 Abe 
(5) fre oF xm i) 


(1) Pervenuta all’Accademia il 15 ottobre 1932. 

(2) Sur Punicité des solutions des équations aux dérivées partielles, «C. R.», 2 luglio 1928. 
Ueber Eindeutigkeit und Analyzitét der Losungen partieller Differentialgleichungen. « Atti del 
Congresso di Bologna», t. III, nonche Zur Charakteristikentheorie, « Acta Litterarum ac 
Scientiarum Univ. Szeged», 1928, t. IV. 


ull b/s 
~ASS0, che & continua in T, =o per x =o. Si ha f<o in T, oppure 


esiste un punto (almeno) P. (xo, Yo) , Xo >>O nel quale sussistono le due 
disuguaglianze 


Prsuy 20 


Per questo basta che f possegga un differenziale nel senso di Stolz, 
dunque che z possegga questo differenziale. Si ha dunque 


= 


pice Ag—( + || 8A Des A |=, 


sg I—m 


cid che contraddice (3). 
Posto in f— xz al posto di z 
j I 


or 3 (e pa 5) | 


ye 


f? = e-G ths 


GUL I — mM 


perveniamo evidentemente alla disuguaglianza (4). Si perviene alla stessa 
disuguaglianza (4), se p soddisfa per x > 0 alla disuguaglianza 


al —m 


+ Alg| + 8 


Mm 


(6) a ia eg 


2. Consideriamo adesso il caso di m= 1. Ho mostrato™ che z 
identicamente nullo, se la disuguaglianza 


| x | I 
x aa aN 
log — 


é soddisfatta, * tendendo verso zero, se x 0. 


7) |p 


Quest’ ultima circostanza si presenta, se x é la differenza 7,—xz, di 
due integrali dell’equazione 


(8) p=F(Q,y,<,9), 
e se si ha 7; = 2%, per x =O , p,q essendo continue nei punti x = o. 
Consideriamo la funzione 


x 8 poe 
(9) f= ‘eae ; T\e be (10g *) < 
e( og + 


(1) Sur Punicité des solutions des équations aux dérivées partielles du premier ordre. 
«Bulletin de la Société math. de Gréce», p. XII, 1931. 


prnee “x ose ee 7 a Bes t iD 
Ea 4 x Ae ae be 
ag Be 
MO , € SOU. 2K > O 9) ‘mats Yr yo =e Abbiamo 
(' p z 3 mo 


3 ep ee ee ee 


ma 
I 
S 
—_——_ 
2 
3 
wn 
$e 
OD peas 
©) 
ga 
[oH 
Se 
= 
(7) 
& 
RE 
fe) 
l6fo} 
ain 
Se 
— 
Rg 
ler 
ta) 
ee 
— 
[e) 
ga o 
DH 
pee 
oo 
Po 
= 
iS 


Vale dunque la disuguaglianza 


I & 
€ (log =) 
oppure 


[Z| ma moa 
PNG A is aor A clr pmerey oral Ea a\ree (a ai | 
(log =] (log =| € (los) 


Abbiamo anche la disuguaglianza 


ass 


Eee 


oppure 


Bey Algi ge on ma ny 
x x( 


ke € Ma 
Sa se oo ae |e 
Possiamo dunque enunciare il 


Trorema II. - « Supponiamo che per x>>0 si abbia la disuguaglianza 


) 


iets I J, I 1+s? 
("| es 
Xx x 


allora sussiste altresi la disuguaglianza 


Iz 


x 


(to) [plSAlg|+ 


(1) ——s 
ellos) 


€ log — 


8’ essendo un numero >0 e >5d». 
La disuguaglianza (10) pud anche essere sostituita dalla 


iplsatg| + Bh + 


iw 
e la (11) dalla 
ie 


Bad 1k dees : 
3. Possiamo nel teorema II sostituire 6 all’espressione 5 SIM ATs: 
x 


considerando la funzione 


8 
(12) <= Graces fost) 


<¢ >o. Effettivamente supponendo che sia soddisfatta la disuguaglianza 


+5+A]q], 


x I 
log Ba 


(13) jue o 


con s’ >e si mostra che z deve soddisfare alla disuguaglianza 


) I 
(14) |< |S — log —- 


Abbiamo cosi il 

Trorema III. - « La disuguaglianza (13) implica la disuguaglianza (14) 
con 6= 6-92 

Si puo anche sostituire 6 con un’espressione pit. favorevole. Conside- 
riamo la funzione 


(15) f =xlog — — > 


allora si vede subito che la disuguaglianza 


(16) [pl sAlal + Ese pe 
x log rears (log > 
come 0’ <6 trae la disuguaglianza 
) 
G7) (Moeae opera renee 


Si ha cosi il 
Teorema IV. - « Siha la disuguaglianza (17) se la disuguaglianza (16) 
con 0’< 68 é soddisfatta ». 


4. Consideriamo infine un sistema di due equazioni lineari alle derivate 
parziali 


dU oU 

Seay +B,,U+B,, V, 
Ce oV oV 

"eonie th oy nano ta =f BN: 


pei. ee 
Questo sistema é stato considerato dal sig. Haar che ha ottenuto un 
teorema molto importante, che possiamo subito generalizzare. Supponiamo 
che U,V siano continui colle derivate in T e nulle per x= 0. 1 coeffi- 
cienti A; abbiano il modulo massimo A essendo continui in T. I coeffi- 


cienti B continui per x >>0 siano continui sopra l’asse delle y come funzioni 
di y e verifichino le disuguaglianze 


(19) 


Sieno Mv, Mr i moduli massimi di U e V. Si hanno le disuguaglianze 


U M, 
eisai + OL oe, 
x log * (log =] 
x “5 
ja ee Ge eee 


I ry. 
xlog — «(log =) 


L’applicazione del teorema IV conduce alle disuguaglianze 


(20) Repeats te pyr) eae el 


Si perviene cosi al 

Teorema V. - «L’unica soluzione U,V del sistema, continua colle 
derivate e nulla sopra l’asse delle y ¢ identicamente nulla, se i coefficienti 
A,B soddisfanno alle condizioni (19) ed alle altre condizioni sopra enunciate ». 


Matematica (Geometria). — Rivendicazione di priorita. Nota 
di B. SeGre, presentata‘? dal Socio F. SEVERI. 


In un lavoro pubblicato nel 1928, R. Wertzenséck ® ha dimostrato 
che nello spazio ordinario esistono s—ple di rette (non aventi una secante 
comune), tali che 4 rette qualunque della 5-pla ammettono una sola 
secante; le 5 secanti in tal guisa determinate costituiscono una nuova 5—pla, 
che é analoga alla prima: e precisamente, la relazione fra le due 5—ple ¢ 
scambievole, ed inoltre le loro 10 rette appartengono ad uno stesso com- 
plesso lineare. Il risultato € stato ritrovato poco appresso per altra via da 
G. ScHAAKE %), 

Successivamente, D. Barsitian™ ha provato esistere nel piano biguin- 
tuple di cerchi orientati, tali che 4 qualunque’cerchi di una 5—pla ammettono 
un cerchio dellaltra 5-pla come unico cerchio tangente. Della cosa si 
son pure occupati poco dopo G. Tzrrztica “, B. Gamer , e — recentis- 
simamente — E. A. Werss. Quest’ultimo ha posto in rilievo il legame 
che intercede fra i due risultati di geometria dello spazio e del piano, 
attraverso alle note rappresentazioni delle rette di un complesso lineare 
di S, e dei cerchi orientati di un piano, coi punti di una quadrica Vj di S,; 
ed ha cosi ricondotto l’una e laltra questione, all’esistenza — direttamente 
provata — di piramidi in pari tempo inscritte e circoscritte alla Vj. 

Ora Turi i risultati: accennati gid sono stabiliti, insieme a moltissimi 
altri, in una Memoria anteriore - da me presentata a questa R. Accademia 
fin dal 1925 e pubblicata nel 1927 - che pare sia sfuggita all’attenzione 


(1) Nella seduta del 6 novembre 1932. 

(2) R. WEITZENBOCK, Ueber eine Konfiguration von 10 Geraden im projektiven Rz, 
«Proc. Amsterdam Ak. d. Wet.», 31 (1928), p. 133. 

(3) G. Scuaake, On a Configuration of Ten Lines in Space, « Proc. Amsterdam Ak. 
d. Wet.», 31 (1928), p. 715. 


(4) D. Barpriran, Les cas d’exception de certaines propri¢tés quadratiques, « Bul. de - 


Math. et de Phys. de l’Ec. Polyt.», 1 (Bucarest, 1929), p. 12. 

(5) G. Tzrrztica, Sur certaines propriétés quadratiques, « Bul. de Math. et de Phys. 
de Ec. Polyt.», 1 (Bucarest, 1929), p. 16. 

(6) B. Gambier, Propriétés quadratiques et leurs cas d’exception. Cycles tangentes dans 
le plan ou paratactiques dans Vespace, « Bull. des sciences math.», 55 (1931). 

(7) E. A. Weiss, Die Doppelfiinfen von R. Werrzenséck und D. BaRBILIAN; di 
questo lavoro, attualmente in corso di stampa nei Proceedings di Amsterdam, ho avuto 
cortese notizia dall’A. (che ’ha redatto senza conoscere la mia Memoria, citata in se- 
guito). 


eon 

degli studiosi(), Mi permetto quindi di segnalarla, anche percht essa ha 
uno sviluppo notevolmente pit: semplice ed armonico di quello dei lavori 
_ citati, e penetra pil addentro nelle questioni trattate: a tal riguardo mi 
accontento di sottolineare lo studio da me fatto delle varie suddette con- 
figurazioni (e di altre ancora), dal punto di vista dei gruppi di trasfor- 
maxioni che le mutano in st, nonché il loro ampliamento a configurazioni 
piu estese (opportunamente collegate ad altre configurazioni gid note) go- 
denti di numerose ed eleganti proprieta. 


Meccanica. — Sulla teoria della « scia > nei lquidi perfetti. - 
Caso del cilindro rotondo. Nota di M. GLEIjESEs, presentata dal 
Corrisp. F. GrorDanl. : 


Con lo stesso titolo di questa breve Nota, fu presentata alla R. Acca- 
demia dei Lincei, nella seduta del 1° novembre 1931, una Nota del prof. A. 
Quarleri, che avrebbe dovuto dare — ma a me sembra non abbia dato — la 
soluzione analitica del problema del moto del cilindro circolare con scia 
solidale, in liquido perfetto. In questi ultimi anni, sono state pubblicate 
diverse determinazioni numeriche dei coefficienti della serie di potenze Q (€) 
che risolve G) il problema, tutte sensibilmente concordanti fra loro e con 
qualche altra che non fu pubblicata; e cio bastava per ottenere gli elementi 
del moto, con approssimazione piu che sufficiente per le applicazioni tecniche; 
e, se la ipotesi della scia solidale fosse un po’ pit vicina alla realta fisica, 
VIdrodinamica non avrebbe avuto altro a desiderare intorno alla soluzione 
dell’interessante problema. 

Restava perd sempre ancora da risolvere il problema analitico, consi- 
stente nella determinazione di una serie di Taylor, convergente per |¢|=1 


(1) AQ =D, mort 


e soddisfacente alle seguenti condizioni: 


(1) B. Secre, Le piramidi inscritte e circoscritle alle quadriche di S, e una notevole 
configurazione di rette dello spaxio ordinario, « Memorie della R. Acc. Naz. dei Lincei », 
serie 6", t. 2 (1927), p. 204; questo lavoro fu presentato all’Accademia, in occasione 
del concorso pel premio ministeriale per le Scienze matematiche, scaduto il 31 dicem- 
bre 1925. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 13 ottobre 1932. 

(3) T. Levi-Crvrra, Scie e leggi di resistenza, « Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo », t. XXIII, 1907. 


1. La parte reale @ ed il coefficiente T dell’immaginario di Q, devono, 
sul contorno del cerchio di regolarita |€|— 1, dove divengono funzioni 
del solo argomento o della @, verificare la relazione: 

dQ. 42:02 


(2) Io =p Se + sen) +e fit g 22 


in cui r é il raggio del cerchio, sezione retta del cilindro, ed a @ una 
costante, che risulta determinata quando si é definita la Q. 


2. Le due associate © e T devono inoltre verificare le eguaglianze: 
O(xn—o)=—O(c) 3; T(r—o)=T).- 


Con la relazione: 


T (6) = — / ie log : do, 


2 5 do, 0; —6 
. 4 sen? ae 


dovuta al Dini ed al Levi-Civita, si elimina la T e lequazione funzionale 
(2) diventa anche integro-differenziale nell’incognita ©. 

L’A., dopo alcune considerazioni, applicando un recente metodo di ap- 
prossimazione dovuto ad Hammerstein, perviene alla seguente soluzione: 


Cy fer TON 
= ey LO. O}—ae Garr 


(3) O(c) = LF seu — 3) _ |r 
fn” @Gn—a) C, @ Be aes 
Se fase fa 

\ \x 4 :} 


sen (21 — I1)o 


(2n— 1) 


(4) T@= = §, 


con C, costante reale, da cui senz’altro: 


BT 


(Gs CO 
mle _ 2. (n= 1) 


Ora a me pare che queste due espressioni di @ e T, che, secondo 
; : : 
’A., rappresenterebbero la desiderata soluzione, mentre sono ovviamente 
associate, sono ben lontane dal soddisfare all’equazione funzionale (20 
Limitandoci ad esempio alla semicirconferenza OO ORS Ranlat (sedate 


@_ 
do a Ae 


Tei 
4 


Pie een a 
per cui la (2) diviene: 
Cre a 
Ja 4 20? 


a= 


seno(I + seno) 
ossia, indicando con k la costante positiva del numeratore: 


(5) Tis ilos : 


°seno(1 + sena) 


Questa dovrebbe naturalmente coincidere con l’espressione (4) trovata 
dall’A.; invece é ben diversa da essa. Nei dintorni di o = eat le due fun- 


zioni (4) e (5) hanno lo stesso andamento e, per un conveniente valore di 
k, coincidono sensibilmente; ma col tendere di o a zero, sono molto dif- 
ferenti una dall’altra. 

Una determinazione grossolanamente approssimata della Gala Se 8 
solo scopo di conoscerne Vordine di erandezza, da: 


C, 


pre 


Wo 

NO 
ies) 
wo 


e Varco di abbracciamento del fluido sul cilindro, dalla prora al punto di 
distacco, ossia : 


Cer 
—@(0) = ——.-- 
popes 
risulterebbe maggiore di x, il che, dal punto di vista fisico lascerebbe, forse, 
un po’ perplessi! 


2 


risulterebbe : 


La costante ate 
Us 

— -a+1+14---) 
)z 


€ cosi via. 

La soluzione dell’A. ¢ inoltre in completo disaccordo con le soluzioni 
approssimate, tutte concordanti fra loro ed in buona armonia con la realta 
fisica, sempre, s’intende, nell’ambito delle premesse (scia solidale in liquido 
perfetto); e cio avrebbe potuto destargli qualche sospetto sull’esattezza dei 
risultati ottenuti. 


s Cc : Es 
Il coefficiente b, di ¢ nella serie (1), equivalente al i dell’A., oscilla 
T 


infatti, secondo le diverse determinazioni numeriche, intorno al valore 
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— 0.94. E, se si ammette, come sembra(), che sia e che il 


te Se Ta? A I 
coefficiente di resistenza ne (2+ b.)? sia precisamente —-1, risulta: 


8 
=|/ —2—= — 0.941 - 606:-- 
2 941 - 60 


Il valore di Brodetsky ¢ —0,9415; il fe dell’A. & invece — 3.2 + — 3-3, 
TT 


come si ¢ accennato sopra. 
La risoluzione analitica dell’interessante problema ¢ dunque ancora da 
venire. 


Meccanica. — Sulla distribuzione delle tensioni in un solido ad asse ret- 
tilineo con sezione trasversale rettangolare. Nota di R. Zoja, pres. dal Corrisp. 
C. Guipl. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
Geofisica. — Misure magnetiche a Mogadiscio. Nota di M. Bossorasco, 


pres. dal Socio L. Patazzo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo, 


(1) Pisroxest, Aerodinamica, nota a p. 349. 
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Fisica. — Corollario al teorema della derivazione delle fun- 
xiont definite da integrali. — Applicazione ai metodi di misura_ spe- 
rimentali delle grandexze fisiche. Nota® di N. Carrara, presentata 
dal Socio F. Severt. 


I. Sia f(x,y) una funzione (reale) delle due variabili (reali) x,y, la 
quale in un campo C a due dimensioni sia finita, continua e derivabile 
rispetto alla y. Siano a =a(y),b=b(y), due funzioni finite, continue e 
derivabili della variabile y, tali che per a (yo) =x = (y.) tutti i punti xy, 
appartengano al campo C., 

Come ¢ ben noto, la funzione 


ol it : (xy) dx 


ha, in ogni punto yo dell’intervallo in cui é definita, una derivata determi- 
nata e finita, data dalla formula: 


() PG) =f °F Gye) ax + (9) f ase) —al (96) f (aa). 
Se la f(xy) € indipendente dalla y, la (1) si riduce a 
FY (yo) = 8" (Yo) f (bo) — a’ (ye) f (4o) 5 
e, analogamente, 
PF (1) = & (nf Ox) — 2 Or) f(a), 
F’ (2) = 8 (2) f (2) — @ 2) f@)> 


Se la f(x) & finita e continua da — coa + co, e lin f(x) =A ed 
x—> +00 
inoltre 


(2) On tI G41) = % (Wn) fbn), 


-sommando membro a membro le precedenti, otteniamo: 
+00 
DF’ (yn) = 0. 
— Cc ‘ 


(1) Pervenuta all’Accademia il 17 ottobre 1932. 


== AO 
Cosi, ad esempio, per b(y) =a(y +p), (p costante), Cd ii ane 
—y,—y, =+++ =p, la (2) & soddisfatta ; infatti 


Ayn +1) =a (yn +P) = OO), 


a’ (Yn 41) =U Cn) - 


ed 


In questo caso, consideriamo la funzione 
I b 
GQ)=p45 | /@«. 


che rappresenta il valor medio di f(x) nell’intervallo b —a. 
Avremo ancora 


(Bo — ao) G’ (yo) + (b,— a) G (yo) == 8, f (bo) — 4, f (40) 


Ss 
-+ CO +.6O 
ih aa) Gia) cig Oral) Os 


In particolare, se a=x,b) =x +p), segue: 


+ 0O 
SG" x, 7) = 0; 


cioe la somma, estesa da — co a ++ co, delle derivate della funzione G (x), 
che rappresenta il valor medio della f(x) in ogni intervallo x,x +p, nel 
punti equidistanti ++- xo — 2p,X%o—pP 5X%o,Xo0 + Py>Xo + 2P5°°* & Zero, 
qualunque sia p e qualunque sia il punto x, inizialmente scelto. 

Se invecee a=x—p,b=x+p,¢é 


+ (se) 
> G(x + 2%p) =0 
— 00 

e€ cosi via. 


2. In modo affatto analogo si ottiene, pr a=x,b=x-+p), 


+0 
(3) p & Gi (xo + up) = A—f Go) 
(4) p ECG + mp) =f + PA. 


La (3) e la (4) risolvono un problema assai interessante per le ricerche 
sperimentali. Sia f(x) una grandezza fisica, funzione di un’altra grandezza 
fisica x (osserviamo subito che le condizioni imposte per la f(x) al par. 1, 


Saeed. 


sono soddisfatte nella maggior parte dei casi pratici), e si voglia raggiun- 
gere la conoscenza della f(x), con un metodo di misura che consenta di 
valutare soltanto il valor medio della f(x) stessa, in ogni intervallo x ,x + p. 
Un tale metodo di misura, invece dei valori della erandezza desiderata, da 
quelli della grandezza G (x). 

Orbene, supposto noto il valore A (finito), che la f(x) assume per 
trey cS, “ha G3) ne fornisce il valore nel punto xo, e la (4) nel punto 
Xo +p, e poiché x, e p sono arbitrarie, la (3) e la (4) forniscono i valori 
della f(x) per qualunque x. 

E interessante rilevare, che, secondo la (3), il valore della f(x) nel 
punto xX. si ottiene sommando i valori delle derivate della funzione nota 
G(x), nei punti x0, % + p,X%. + 2p,+++, cioe soltanto in punti a destra 
di x., mentre, secondo la (4), vanno sommati, per ottenere il medesimo va- 
lore della f (x), i valori delle derivate di G(x) nei punti x5 —p,x.—2p,++*, 
cioe soltanto in punti a sinistra di x,. 

Se il’valore di f(x) € noto, invece che per x = + co, per x=, 
abbiamo 


pS E+m)=A—-f@ 
sicché, le (3) , (4) possono scriversi 
PSC +—C & +p) =/@—-f), 
PSC Go +) +O +m) =f +)—1@), 


che risolvono il medesimo problema. 

Formule analoghe alla (3) e alla (4) per il caso a=x—p,b=x + p, 
sono state ottenute da E. Paolini del R. LE. C. Il presente lavoro ¢ stato 
condotto allo scopo di dare la massima generalita possibile alle considera- 
zioni del Paolini stesso. 
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Fisica. — Righe di quadrupolo negli spettri di raggi X. Nota IJ 
di E. Secri:, presentata‘? dal Socio O. M. Corsino. 


Scopo di questa breve Nota é di aggiungere alcune osservazioni teo- 
riche e interpretare nuovo materiale sperimentale raccolto durante Pultimo 
anno che confermano V’attribuzione delle righe proibite di raggi X all’irra- 
diamento di quadrupolo, di cui si ¢ parlato in una Nota precedente. 

In primo luogo Brinkman ha dimostrato un’ulteriore regola di sele- 
zione per l’irradiamento dei multipoli, tale regola nel caso che ci interessa, 
I 
aa 
Orbene non & stata osservata alcuna riga che violi tale ulteriore limitazione, 
ma anzi tra i livelli K,L,M, tale regola abbassa il numero delle com- 
binazioni di quadrupolo possibili da § a 7, tutte effettivamente osservate. 
Viene cosi tolto un piccolo inconveniente alla nostra interpretazione. Nella 
Nota precedente avevamo infatti rilevato che tra i livelli K,L,M, erano 
possibili 8 combinazioni mentre ne erano state osservate 7. La riga man- 
cante M; —K @é effettivamente proibita anche per quadrupolo trattandosi di 


dei quadrupoli, proibisce i passaggi Jao—>J=1 ; J= Pray J= 


: I I Se : 
passaggio J = — — J’=—, e la sua assenza costituisce una ulterione no- 
2 2 


tevole conferma della nostra interpretazione. 

Inoltre sono state trovate sperimentalmente 4) negli elementi da Ir a Th 
le righe Lin —Ny a Lin = Nu nonche le righe Lin = Orn - Lin === Oin, 
Lir—Pu , Lin —Pm. Tali righe, proibite per dipolo, sono tutte permesse 
come irradiazione di quadrupolo e in particolare le prime due fanno parte 
delle combinazioni possibili tra i livelli segnati nella figura della Nota pre- 
cedente; anzi ormai tra i livelli segnati nella suddetta figura rimangono da 
scoprire solo 2 righe di quadrupolo: L;— Ni e Liw— Nur. 

Per le serie M e N a causa delle ditficolta sperimentali non si hanno 
dati su righe proibite. E anche da considerarsi estremamente dubbio e non 
provato che la riga v della serie L sia effettivamente un doppietto™, il che 
contraddirebbe alla nostra tesi, poiché tale riga a causa della piccola sepa- 
razione tra i livelli Nyr e Nyn non é risolubile spettroscopicamente. 

Sarebbe desiderabile avere misure di intensita di righe proibite alquanto 
piu. precise delle attuali poicht esse potrebbero fornire nuovi controlli sulla 
correttezza dell’interpretazione di tali righe. 


(1) Nella seduta del 6 novembre 1932. 

(2) H. C. Brinkman, Dissertation, Utrecht, 1932. 

(3) S. KAuFMANN e F. K. RicurMeyer, « Phys. Rev.», 40, p. 1032 (1932). 
(4) S. Iper, «Science Reports-Tohoku Imp. Univ.», 19, 559 (1930). 
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Chimica. — Rodanpirroli, tiopirroli e disolfuri pirrolici™. 
Nota® di P. Pratesi, presentata dal Socio M. Berri. 


Rodanpirroli col gruppo —-SCN sostituito nel nucleo sono tuttora’sco- 
nosciuti; mi € sembrato interessante intraprenderne lo studio in vista del- 
Vinteres:e che presentano alcuni derivati pirrolici che da essi potrebbero 
facilmente prendere origine. Dai rodanpirroli infatti era prevedibile si potesse 
con facilita passare ai tiopirroli (—SH) per riduzione ed ai ditiopirroli 
(—S—S—); e dai tiopirroli, come probabilmente anche direttamente dai 
rodanpirroli, con mezzi blandi di ossidazione, agli acidi pirrolsolfonici ancora 
sconosciuti, per la sintesi dei quali mal si presta la solfonazione diretta in 
seguito alla grande sensibilita dell’anello pirrolico di fronte ad agenti troppo 
energici. 

Nella letteratura chimica sono descritti alcuni « e f tioeteri misti del 
tipo 


C,H,(NH)—S—C.H, ec — C,H,(NH)—S—C,H,(NH) 


e due disolfuri del tipo 
C,H,(NH)—S—S—C,H,(NH) 


ottenuti facendo agire CsH,—SCl e rispettivamente SCI, 0 S,Cl, su pirroli 
sostituiti (3). Recentemente B. Oddo “ ha cercato di ottenere l’«—tiopir- 
rolo facendo agire lo solfo sul magnesil-pirrolo; la reazione conduce pero 
a prodotti neri non definiti che hanno l’aspetto di neri di pirrolo solforati. 

Per lottenimento dei rodanpirroli ho trovato che si presta ottimamente 
il metodo di rodanazione diretta mediante solfocianuri alcalini e bromo 
secondo l’equazione: 


2NH,SCN + Br, = 2NH,Br + (SCN), ©. 


Dal 2-4-dimetil-3-carboetossipirrolo fu ottenuto il 2+4-dimetil 3-carboe- 
tossi 5 -rodanpirrolo 


CH, ——COOC,Hs 


Lens 
NH 


(D) 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chim. Generale della R. Universita di Bologna. 

(2) Pervenuta all? Accademia il 18 ottobre 1932. 

(3) H. Fiscuer, « Ann. », 461, 268 (1928); H. Fiscuer e HERRMANN, « Zeit. f, physiol. 
Clim 122,016 (1922); 

(4) B. Oppo, «Gazz. Chim. It.», 62, 299 (1932). 

(5) H. P. Kavemann e W. Oknrine, « Ber.», 59, 187 (1926). 
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Dal 2-4-dimetil 5+carboetossipirrolo il 2-4+dimetil 5-carboetossi 3 -rodan- 
pirrolo, isomero del precedente: 


GH, SCN 


C,H,OOCcl !cH, 


Vs 
NH 


() 


Fu tentata anche la rodanazione completa del pirrolo semplice nell’intento 
di arrivare al tetrarodanpirrolo e da questo al tetratiopirrolo, ma, contro 
Vaspettativa, ottenni solo un dirodanpirrolo a P. F. 114°. 

La rodanazione decorre quindi in modo piu blando della alogenazione 
diretta, poicht, come € noto, gli alogeni sostituiscono tutti e quattro gli 
idrogeni del nucleo pirrolico. Mi riserbo di ricercare la monorodanazione 
del pirrolo, che, per successiva riduzione del gruppo solfocianico, dovrebbe 
condurre al pil semplice tiofenolo pirrolico, probabilmente all’«—tiopirrolo. 

La rodanazione del 2-metil 5-carboetossipirrolo condusse soltanto ad 
un 2+metil 5+carboetossi-monorodanpirrolo P. F. 152° in cui resta da 
stabilire la posizione occupata dal gruppo SCN. 

I rodanpirroli sono composti molto stabili, indifferenti verso le basi. 
Posseggono una spiccatissima tendenza alla cristallizzazione; cristallizzano 
per lo pil in lunghi aghi bianchi di aspetto sericeo e la loro purificazione 
é facile per cristallizzazione dall’acqua o dall’alcool. Potrebbero servire anche 
alVidentificazione di singoli pirroli. Per riduzione con zinco e acido acetico 
si giunge facilmente e con buoni rendimenti ai tiopirroli. Viene qui descritto 
il 2-4-dimetil 5-carboetossi 3 -tiopirrolo 


CH, SH 


Jay 
NH 


(II) 


che si mostro uno dei pit stabili fra quelli preparati. La riduzione del gruppo 
solfocianico a solfidrico si compie anche con sodio e alcool amilico o etilico, 
ma in questi casi si ottengono mescolanze del tiopirrolo col corrispondente 
disolfuro. Come era facilmente prevedibile i tiopirroli mostrano una grande 
analogia coi tiofenoli. Sono solubili negli idrati e insolubili nei bicarbonati 
alcalini, reagiscono facilmente coi sali mercurici dando origine ai corrispon- 
denti derivati del tipo 


(X = alogeno) R—S—HgX 8 R—S -~Hg—S—R. 


C.H,OOC 


I tiopirroli si ossidano facilmente all’aria, anche allo stato solido, dando 
origine ai corrispondenti disolfuri. L’ossidazione si compie rapidamente e 
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in modo completo mediante ebollizione all’aria della loro soluzione alcoolica 
e viene accelerata dal carbone animale (azione catalitica di superficie). 

Dal 2-4-dimetil 5 -carboetossi 3 - tiopirrolo fu ottenuto il Bis [2-4 -dimetil 
5 -carboetossi - 3 - pirroldisolfuro]: 


Powis ae) a op, 
C.H,OOC 


x i cu Jeooc.e, 
NH NH 


(IV) 


Sulle ricerche tendenti all’ottenimento di acidi pirrolsolfonici sara riferito 
in seguito. Particolare interesse assume poi la rodanazione delle porfirine 
in vista dell’ottenimento di acidi porfirinsolfonici solubili in acqua e del- 
limportanza che presenta lo studio di tali composti dal punto di vista bio- 
logico. La rodanazione della pirroporfirina e della corrispondente emina si 
compiono facilmente; le ricerche tendenti alla loro separazione allo stato 
puro e possibilmente alla loro trasformazione in acidi porfirinsolfonici ven- 
gono continuate. 


PARTE SPERIMENTALE. 


Per la rodanazione dei pirroli si ¢ seguito sempre lo stesso _procedi- 
mento. Si facevano soluzioni concentrate in acido acetico glaciale o in alcool 
metilico del pirrolo (R-H), del solfocianuro d’ammonio e del bromo (gene- 
ralmente una parte di bromo e tre parti di solvente), presi in quantita esat- 
tamente calcolata secondo |’equazione generale: 


R-H + 2NH,(SCN) + Br, = R-SCN + 2NH,Br + HSCN. 


La soluzione del bromo veniva versata lentamente in quelle riunite del 
pirrolo e del solfocianuro, a temperatura ordinaria; solo nel caso del pirrolo 
semplice fu raffreddato con neve e sale. Mentre il bromo spariva istanta- 
neamente, il rodanderivato precipitava; veniva poi fortemente diluito con 
acqua, filtrato il prodotto alla pompa e lavato a fondo con acqua. In casi 
particolari si pud estrarre il rodanpirrolo con etere. Rendimenti dal 9o al. 
95 °/o per i pirroli esaminati. 


2-4-dimetil 3-carboetossi 5-rodanpirrolo (formula I). 


Dal 2-4-dimetil 3-carboetossi pirrolo in acido acetico glaciale con 
rendimento in prodotto greggio del 94 °/>. Cristallizza dall’alcool acquoso 
in cristalli bianchi finissimi, capelliformi. P. F. 169°,5. 


AAG 
Analisi : 
mg. 4,625 di sost. dettero mg. 9,090 di CO, e mg. 2,290 di H,O 
mg. 5,656 di sost. dettero mg. 5,814 di BaSO, 


Trovato Go/o. 83,61. cEbl oe S54 to ea ne 
Calcolato per C,.H;,0,N.S » epee S) ee ora 14,28 


Poco solubile in acqua bollente, solubile in alcool e in etere. 


2+4-dimetil 5-carboetossi 3-rodanpirrolo (formula I). 


Dal 2-4-dimetil 5-carboetossipirrolo in acido acetico con rendimento 
del 93 °/5 in prodotto greggio. Cristallizza dall’alcool in magnifici cristalli 
di lucentezza sericea. P. F. 198°-199°. 


Analisi: 
mg. 4,928 di sost. dettero mg. 9,715 di CO, e mg. 2,450 di H.O 
mg. 3,698 di sost. dettero cc. 0,400 di N, secco a 17° € 730 mm. 


g. 6,705 di sost. dettero mg. 6,865 di BaSO, 
Trovato CNS 535775 os 5 Oe UN eo me ase 58 2 Oe eaeatOe 


Calcolato 
Der Wc okdr, 2 Noo » BEST SOND 5335 12,50, . > 14,28 


Nei solventi organici é assai meno solubile dell’isomero precedente. 

Un dirodanpirrolo C,H,(NH)(SCN), P. F. 114° fu VPunico prodotto 
definito ottenuto in un tentativo di rodanazione completa del pirrolo in 
alcool metilico a —10°. Di esso sara riferito pil ampiamente in seguito, 
insieme alle ricerche sulla rodanazione parziale del pirrolo. 


2-4-dimetil 5-carboetossi 3-tiopirrolo (formula II). 


Gr. 5 di 2-4-dimetil 5-carboetossi 3-rodanpirrolo sciolti in alcool 
caldo vennero ridotti a b.m. con zinco in polvere e poco acido acetico 
concentrato. Dopo circa 2 ore la riduzione ¢ terminata; dal liquido filtrato 
caldo dallo zinco rimasto indisciolto cristallizza in aghetti il tiopirrolo. Il 
rendimento e circa del 50 °/,, il prodotto @ gia assai puro. Per l’analisi fu 
ricristallizzato subito dall’alcool tiepido, iniziando la separazione del tiode- 
rivato mediante aggiunta di acqua. Fu seccato nel vuoto su acido solforico 


a temperatura ordinaria. P. F. 140°. 


Re 


< 
= 
Sa 
” 

2 


se aah 
Analisi: 


B 
FQ 


- 4,157 di sost. dettero mg. 8,225 di CO, e mg. 2,425 di H,O 
Trovato I Re 9) a Bod bed 
Calcolato per C,H,;,0,NS » 54,25» 6,53 


Solubile in alcali, in alcool e in etere. All’aria si ossida lentamente a di- 
solfuro. 


Derivati mercurici. 


CH, 


7S: HgCl Da una gr. mol. del tiopirrolo e una gr. 
| mol. di cloruro mercurico sciolti in 


I. C,H,OOC\ CH, 


Y alcool. Polvere cristallina giallognola. 


NH P. F)243°-2459; 


Analisi : 
mics 4,142 di sost. detterd cc. 0,119 ditN, a 23° € 738 mm. 


mg. 6,019 di sost. dettero mg. 1,920 di AgCl 


Trovato IN Gea 2 eR nd GOD 
Calcolato per C,H,,O,NSHgCl » 35225... 8,16 


is ae In modo analogo al precedente da una 
IL | Het 8 mol. di cloruro mercurico e due 
CH DOK Yat ° gr. mol. di tiopirrolo. Fende a 257°- 

NH 2 258° in un liquido bruno. 


Analisi: 
mg. 3,868 di sost. dettero cc. 0,161 di N, a 25° € 737 mm. 


mg. 4,875 di sost. dettero mg. 3,800 di BaSO, 


Trovato INC eA.02 Beams LO. 
Calcolato per C,3H.,0,N.S.Hg » 4,69» 10,74 


Bis [2-4-dimetil §-carboetossi 3-pirroldisolfuro|. (Formula IV). 


Si prepara comodamente mantenendo all’ebollizione per 15-20 minuti, 
in presenza di carbone animale, una soluzione alcoolica del 2-4-dimetil 
5-carboetossi 3-tiopirrolo. Per raffreddamento della soluzione filtrata cri- 
stallizza il disolfuro, gid puro, con rendimento quantitativo. 

Ricristallizzato dall’alcool fonde a 234°. Polvere bianca insolubile negli 
alcali, poco solubile in alcool. 


= 448, 
Analisi: . 
mg. 3,835 di sost. dettero mg. 7,725 di CO, e mg. 2,145 di H.O 


mg. 9,95 di sost. dettero mg. 0,605 di N a 22° e 755 mm. 


Trovato CP [a 454595 ( pees rs I ee 
Calcolato per C,sH,,0O,N.S. » Vv Ave a) 605-25 7,07 


Peso molecolare (micro-determinazione secondo Rast) 


mg. 0,368 in mg. 4,390 di canfora dettero A = 7,6° 


mg. 0,255 in mg. 3,250 di canfora dettero A = 7°,0. 


Peso molecolare Trovato 442 ; 448 Teorico 396,2. 
Lo stesso disolfuro fu ottenuto direttamente dal corrispondente rodan- 
derivato per riduzione con sodio e alcool etillico. 


Geologia. — La posizione tettonica delle argille scaghose tra 
la catena mesozoica di Gubbio e la valle Tiberina. Nota“ di 
O. Renz, presentata dal Corrisp. G. RoVERETO. 


Parecchie pubblicazioni e cenni esistono gia sulla posizione stratigrafica 
e tettonica di alcuni lembi di argille scagliose ad est della valle Tiberina, 
piu. precisamente tra Ja valle dell’Assino e Schifanoja. 

Il Lotti, in seguito ad osservazioni nel bacino della Rasina presso 
Schifanoja e presso S. Giorgio sulla sinistra del fosso Acquasanta e fra Casti- 
glione e Monte Lovesco ed in altre localita, dimostra con due sezioni la sovrap- 
posizione di questi terreni sulla formazione marnoso—arenacea, che secondo 
questo autore rappresenta l’eocene medio. 


(1) Pervenuta all’Accademia 1’8 ottobre 1932. 

(2) B. Lorri, Relazione sulla campagna geologica dell’anno 1912, « Boll. R. Comit. 
geol.», vol XLIV, fasc. I, 1914; Sulla questione del terziario dell’ Umbria, ibid, vol. XLIV, 
1913-14; Relazioni preliminari sulla campagna geologica dell’anno 1911, « Boll. R. Comit. 
geol. ital.», vol. XLIII, 1912, p. 23. 

Presso Montecchio, secondo il Lotti, il passaggio delle argille scagliose alla forma- 
zione marnoso-arenacea avviene per mezzo dei seguenti strati dall’alto al basso: 

a) scisti argillosi rossi verdastri; 

b) marne grigie con calcari verdastri in strati sottili; 
c) scisti argillosi e calcare alberese; 

d) scisti argillosi con straterelli arenacei ; 

é) marne con banchi d’arenaria; 

f) calcari con Lepidocyclina, ecc.; 

g) formazione marnoso-arenacea. 
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Egli da cid conclude che quest’ ultima sia pit: antica delle argille sca- 
gliose,.le quali per il Lotti rappresenterebbero l’eocene superiore. L’autore () 
cosi si esprime: « Oggi un rilevamento accuratissimo, quale si conveniva 
per la risoluzione di un problema di si alta importanza... mi ha messo in 
grado di affermare con sicurezza che queste argille scagliose... sono distese 
sopra una ben chiara sinclinale della formazione arenaceo—marnosa, e lungo 
il contatto dei due terreni ¢ manifesta dovunque e senza eccezioni la sovrap- 
posizione di dette argille scagliose alla formazione attribuita al miocene 
medio ». 

Un altro fatto importante che fu gia accennato dal Lotti, &, che in 
nessun punto delle sezioni complete del terziario della catena eugubina e del 
M. Susabio le argille scagliose ricompaiono. 

Anche il Verri), secondo il quale la formazione marnoso-arenacea ¢ 
pi antica del miocene, stabilisce la posizione stratigrafica delle argille sca- 
gliose sopra di essa. Egli scrisse che, o le argille scagliose con ofioliti erano 
mioceniche o la formazione marnoso-arenacea dell’ Umbria & eocenica. 

Studiando questi afhoramenti di argille scagliose si osserva specialmente 
un fatto, che non si pud mettere in accordo colle interpretazioni date dal 
Lotti e dal Verri. 


Le argille scagliose tanto tormentate da movimenti tettonici sono 
sovrapposte ad un complesso, che ha subito pochissimi disturbi tettonici’; 
la tettonica della formazione marnoso-arenacea e quella delle argille sca- 
gliose non stanno in nessun rapporto tra loro. 

La posizione tettonica delle argille scagliose tra la valle del torrente 
Assino e quella del torrente Carpina invece si presenta ben diversamente 
che quella tra la pianura eugubina e la valle del Tevere, come ci prova il 
Principi con una serie di sezioni “. 

In questa regione le argille scagliose sono sottoposte alla formazione 
marnoso—arenacea del miocene inferiore e sono intruse entro discontinuita 
degli strati langhiani, riuscendo non di rado a traboccare al di sopra di questi. 

Lo stesso fenomeno si osserva anche pit a nord presso Pieve S. Ste- 
fano, dove le argille scagliose sono molto pit diffuse che ad est della valle 


(1) B. Lorri, La formazione arenaceo-marnosa del? Umbria con fossili ritenuti mio- 
cenici & pit antica delle argille scagliose con ofioliti, « Boll. soc. geol. ital. », vol. XXX, 
1911, p. 4773; Descrizione geologica dell’ Umbria, « Memorie descr. della carta geol. d'Italia », 
vol. XXI, 1926. 

(2) B. Lorri, I monti di Nocera Umbra, «Boll. R. Comit. geol. d'Italia», 1910. 

(3) A. Verrt, Rapporto tra le formazioni con ofioliti dell’ Umbria e le brecce granitiche 
del Sannio, « Boll. soc. geol. ital.», vol. VI, 1887, p. 274; Appunti sui bacini del Chia- 
scio e del Topino, ibid., vol. II, 1883, p. 115; Sulla divergenza di vedute circa le forma- 
zioni eoceniche e mioceniche dell’ Umbria, «Boll. R. Comit. geol.», vol. XXXIV, n. 2, 1903. 

(4) P. Princiet, Intorno ad alcuni affioramenti di argille scagliose nell’ Umbria settentrio- 
nale, « Rendiconti R. Acc. Nazionale dei Lincei », Cl. Sc. Nat., vol. IX, serie 6%, fasc. I, 1929. 
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Tiberina, e specialmente anche a nord di Pieve S. Stefano, nella regione 
del M. Fumaiolo, come mi ha comunicato il prof, Paolo Principi, che ora 
sta facendo il rilevamento dettagliato di questa regione. Cid vuol dire che 
a NO della valle dell’Assino V’eocene, ossia la scaglia rosata, ¢ gia svilup- 
pato con facies delle argille scagliose. 

Oggidi Pet’ miocenica della formazione marnoso-arenacea € provata 
con moltissimi fossili; inoltre non si pud pil pretendere che esista un disac- 
cordo tra le osservazioni stratigrafiche e tettoniche in campagna colla paleon- 
tologia ©), 

Non é@ dunque possibile, che le argille scagliose, che qui contengono 
nummuliti ed altri foraminiferi eocenici (Rupertia incrassata Ublig)@ che 
inJicano con grande probabilita l’et’ eocenica, stiano sopra il miocene a 
formare una serie continua con questo. 

Secondo il mio modo di vedere le argille scagliose sono scivolate sulla 
formazione marnoso-arenacea da N-NO verso S-SE ed a causa di questo 
slittamento hanno acquistato il loro aspetto caotico. 

Ad est di Umbertide (a nord di C. Casella) queste argille scagliose, 
contengono blocchi di un calcare arenaceo con Nodosarie e Textularie. 
Assomigliano spesso alla formazione calcareo-argillosa della regione del 
M. Peglia che qui sarebbe eocenica. 

Non voglio dire con questo che le argille scagliose in generale siano 
eoceniche; 14 dove contengono i fossili del cretaceo indubbiamente sono di 
questa eta. 

In tale questione io sono perfettamente d’accordo col prof. Principi il 
quale ritiene, che le argille scagliose rappresentano una serie comprensiva 
dal cretaceo all’eocene °). 

Chiudendo questa Nota sento il dovere di ringraziare il prof. Paolo 
Principi per l’assistenza ed i consigli elargitimi. 


(1) La presenza del oligocene fu constatata in tutto  Appennino umbro-marchigiano 
ed abbruzzese settentrionale a base di ricche faune a foraminiferi. Esso comprende la parte 
superiore della scaglia cinerea. L’eocene invece ¢ rappresentato dalla scaglia cinerea infe- 
riore e di tutta la scaglia rosata superiore che contiene nummuliti. I lavori in corso fa- 
ranno vedere chiaramente la successione dei terreni del terziario umbro-marchigiano ed 
abbruzzese settentrionale. 

(2) P. Princiet, Tentativo di ordinamento del terziario inferiore e medio dell’ Umbria 
centrale, « Boll. soc. geol: ital.», vol. XLI, 1922. 

(3) P. Princip1, Osservazioni intorno alla Geologia della catena del M. Cimone (Ap- 
pennino settentrionale), « Boll. soc. geol. ital. », vol. XLIX, 1930, fasc. 2, pp. 308-309. 


Fisiologia. — Avitaminosi ed intossicazioni. —1: Polineurite spe- 
rimentale ed intossicazione chimica da metalli e metalloidi®. Nota © 
di M. Mrroto, presentata dal Corrisp. S. BaGLIont. 
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E noto il rapporto che esiste tra vitamine e resistenza immunitaria: molti sono i ricer- 
catori, specialmente italiani, che si sono occupati della debilitazione delle forze organiche 
di difesa di fronte ai microrganismi patogeni, come conseguenza di stati di inanizione totale o 
di avitaminosi. Esistono invece nella letteratura solo pochi dati circa il comportamento degli 
individui carenzati rispetto alle intossicazioni: e questi dati non sempre portano a conclusioni 
univoche. Piccioni alimentati esclusivamente con riso, brillato non sono, secondo Morselli (3), 
piu sensibili di quelli normali verso certe tossine batteriche. Topi, tenuti a dieta priva di 
vitamina A, o di vitamina B, o di ambedue le vitamine, non subiscono alcuna modifica- 
zione nella loro resistenza verso l’acetonitrile (Miura) (4). Risultati negativi si sono pure ot- 
tenuti nel)’avitaminosi B con la somministrazione di AsO; (Suda) (s), di alcool (Cooper) (6); 
(Vedder) (7), di chinina, o fluoresceina, o tetraidro-B-naftilammina (Hess W. R.) (8), di clo- 
ridrato di guanidina, o caffeina, o electrargol, o bleu di metilene (Simonnet) (9), di malleina 
o di tubercolina bruta, o di liquore di Fowler, o di sublimato corrosivo (Arloing e Dufourt) (1°). 
Al contrario, altre ricerche dimostrano che alcune sostanze chimiche hanno un’azione ac- 
celeratrice sulla evoluzione dell’avitaminosi B. Secondo Arloing e Dufourt, l’olio fosforato, 
il solfato di atropina, il cloridrato di pilocarpina, il cloridrato di adrenalina, a dosi certa- 
mente non tossiche per se stesse, abbreviano la durata di sopravvivenza dei piccioni alimentati 
con riso brillato, probabilmente per uno squilibrio del sistema nervoso organo-vegetativo 
vago-simpatico (11), Una simile azione acceleratrice dell’andamento dell’avitaminosi B é 
stata pure riscontrata da Abderhalden (12) col bromobenzolo, da Hess (13) col cianuro di 
potassio, da M. I. Smith, Mc Closky e Hendrick (14) con la pilocarpina e l’ergotossina, da 
Ogata (15) con lo NaJ, da Vercellana (6) con diversi veleni e sostanze chimiche. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Fisiologia umana della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 18 ottobre 1932. 

(3) G. MorseLu, « Bioch. e Terap. sperim.», XI, 1, 1924. 

(4) M. Mtura, « Journ. of laborat. a. clin. med.», VII, 267, 1922. 

(5) G. Supa, «Bioch. Zeitschr. », CXXXVIII, 269, 1923. 

(6) E. A. Cooprr, «Bioch. Journ.», VII, 268, 1913. 

(7) E. B. VeppEr, « Journ. Hyg.», XVII, 1, 1918. 

(8) W. R. Hess, « Arch. exp. Path. u. Pharm.», CIII, 366, 1924. 

(9) L. Ranporn, et H. Simonner, La question des vitamines, Paris, 1927. 

(10) F. Artoinc et A. Durourt, «Cpt. rend. Soc. Biol.», LXXXIX, 1050, 1923; 
«Rev. de la Tuberculose », IV, 446, 1923. 

(ir) Ip. ww., «Cpt. rend. Soc. Biol. », LXX XVIII, 774, 775, 1037; 1923. 

(12) E. ABDERHALDEN, «Pfliiger’s Arch. f. d. ges. Physiol. », CXCVIII, 179, 1923. 

(13) W. R. Hess, « Pfliiger’s Arch. f. d. ges. Physiol.», CXCVIII, 488, 1923. 

(14) M. I. Smrra, W. T. Mc Ciosxy and E. G. Henprick, cit. da G, Lorenzini: 
Teoria delle vitamine, Roma, 1928. 

(15) D. Ocata, «Bioch. Zeitschr. », CXXXII, 89, 1922. 

(16) G. VerceLtana, «Arch. di Biol.», I, 236, 1924. 
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L’incostanza dei risultati ottenuti dai diversi AA. che si sono occupati dell’argomento 
e la deficienza della descrizione del quadro clinico ed anatomo-patologico, che si ha negli 
animali sottoposti a tal genere di ricerche, mi hanno indotto a riprendere in esame il 
problema. 

Ho considerato il comportamento della polineurite sperimentale nei piccioni di fronte 
a piccole quantita di una miscela salina di vari metalli e metalloidi in soluzione acquosa, 
somministrata per os agli animali. 15 piccioni sono stati divisi in 5 lotti, ciascuno di tre 
animali: il primo era sottoposto al regime artificiale incompleto (30-40 gr. di riso brillato 
piu un gr. di agar polverato — per regolare la peristalsi intestinale — e 4 gr. della seguente 
miscela salina: fosfato tricalcico calc. p. 10, cloruro di sgdio calc. p. 4, cloruro di potassio 
calc. p. 1, citrato di ferro p. 0.5) con l’aggiunta di vitamina (1 gr. di lievito di birra secco 
e polverato per animale e per giorno). Il secondo lotto era tenuto al regime esclusivo 
polineuritogeno per tutta la durata dell’esperienza; il terzo era sottoposto a questo regime, 
ma, ai primi segni dell’ayitaminosi B, ricevette una piccola dose di miscela metallo-me- 
talloidica; il quarto lotto era sottoposto alla dieta artificiale incompleta con |’aggiunta, 
sin dall’inizio dell’esperimento, di una piccola dose di miscela metallo—metalloidica ; final- 
mente il quinto lotto era tenuto al regime artificiale, reso completo dall’aggiunta di lievito 
di birra, pit una piccola dose di miscela metallo-metalloidica (sin dall’inizio dell’esperi- 
mento). Si sono impiegati animali aventi press’a poco lo stesso peso iniziale, ed in buone 
condizioni di salute; essi sono stati tenuti separatamente nello stabulario, nelle gabbie 
speciali che si adoperano per lo studio del ricambio niateriale; erano pesati giornalmente 
alla stessa ora ed esaminati dal punto di vista del comportamento generale e della sinto- 
matologia eventualmente offerta. Si conosceva*sempre il peso dell’alimento somministrato. 
I piccioni, sin dall’inizio della ricerca, sono stati nutriti per gavage; una certa quantita di 
alimento € stata perO sempre messa nelle gabbie, a loro disposizione. Il lievito di birra 
era ingerito assieme ai sali ed all’acqua, sotto forma di pappa. 

La miscela salina metallo-metalloidica @ stata fatta in modo arbitrario, e per la 
qualita del sale, e per la sua quantita; sono stati scelti perd sali idrosolubili, e si é fatto 
in modo che il maggior numero di elementi metallici e metalloidici fosse presente nella 
miscela. Questa era cosi composta (per 1 litro di H,O): nitrato di cobalto mgr. 15, cloruro 
di bario mgr. 5, cloruro manganoso mgr. 35, solfato manganoso mgr. 35, cloruro rameico 
mgr. 5, solfato di rame mgr. 5, acetato di uranio mgr. 10, fosfomolibdato di sodio mer. 15, 
cloruro stannico mgr, 15, cloruro di zinco mgr. 35, cloruro di litio mgr. 15, carbonato 
di litio mgr. 15, nitrato mercurico mgr. 1, nitrato di argento mgr. 5, bicromato di potassio 
mgr. 5, cloruro di stronzio mgr. 15, acido borico mgr. 15, solfato di alluminio Mot 25. 
cloruro di nichelio mgr. 25, tricloruro d’oro mgr. 15, nitrato di piombo mer. 1, fluoruro 
di sodio mgr. 15, ioduro di sodio mgr. 18, anidride arseniosa mgr. 5, tricloruro di anti- 
monio mgr. 10. In totale mgr. 360 di sali vari, ossia mgr. 0,36 per ogni cc. della miscela. 

Riassumo in forma tabellare i risultati ottenuti, per quanto si riferisce alla curva del 
peso (espresso in gr.) degli animali in esperimento ed alla sintomatologia da essi presentata. 
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I dati della tabella dimostrano che, mentre il primo lotto di piccioni 
ha conservato il proprio peso e solo verso la fine dell’esperienza l’ha per- 
duto di poco (segno questo che con la dieta somministrata non si stabilisce 
soltanto una carenza di vitamina B, ma assai probabilmente una carenza 
plurilaterale, per cui non sarebbe esatto il termine assoluto di avilamimos B), 
‘| secondo lotto invece ¢ andato incontro a quasi tutti 1 sintomi indotti dalla 
mancanza di vitamina antineuritica, cioe lanoressia, la diarrea verde, il 
vomito per rigurgito di alimento, il torpore, Yastenia progressiva, la para- 
lisi muscolare del gozzo e del faringe, V’afonia, la paresi ¢ la paralisi degli 
arti, il tremore generalizzato permanente, 1 disturbi sensitivi (analgesia) e 
finalmente le crisi convulsive di polineurite (le quali ultime sono mancate 
solo nel piccione n. 3, morto in mezzo a. fenomeni paralitici progressivi). 
Questa sintomatologia, brevemente accennata nelle note della tabella, € ca- 
ratteristica della polineurite acuta sperimentale del piccione. | 

Ai primi sintomi (anoressia, diarrea verde), gli animali carenzati del 
terzo lotto sono stati trattati fino alla fine dell’esperimento con 3 cc. gior- 
nalieri di miscela metallo—metalloidica; il piccione n. 1 ne ha ricevuto in 
tutto 18 cc. (ossia mgr. 6.48 di sali metallici e metalloidici); il piccione 
n. 2, cc..36 (ossia mgr. 12.96); il piccione n. 3, cc. 54 (cioe mer. 19.44). 
Come effetto della somministrazione della miscela, si € avuta morte piu 
rapida del primo e ‘del secondo animale, rispetto a quelli del secondo lotto; 
il piccione n. 1 ¢ deceduto dopo appena 16 giorni di esperienza. 

Gli animali del quarto lotto hanno ricevuto sin dall’inizio della prova 
la miscela metallo-metalloidica, assieme al regime artificiale incompleto: 
al piccione n. 1 sono stati somministrati in tutto cc. 32.5 di miscela (cioe 
mgr. 11.70 di sali metallici e metalloidici); al piccione n. 2, cc. 29.5 (ossia 
mer. 10.62); al piccione n. 3, cc. 31 (ossia mgr. 11.16). La morte dei tre 
animali si @ verificata in un tempo pit breve che per il secondo lotto, e 
la sintomatologia offerta ¢ stata mista e complessa, ricordando nello stesso 
tempo, ma incompletamente e non costantemente, quella propria dell’avita- 
minosi B e quella generale della intossicazione chimica da metalli e metal- 
loidi. Infatti, per tutti e tre gli animali si & notata diarrea nera, anziche 
verde; il vomito & stato pii abbondante e non sempre alimentare; e per 
il piccione n. 1 Ja morte & avvenuta in uno stato profondamente cachettico, 
accompagnato da gravi fenomeni paralitici, e, fatto singolare, da ascite im- 
ponente, il cui liquido occupava (rigonfiandola enormemente) tutta la cavita 
addominale del piccione. Tale ascite, che non si € riprodotta negli altri due 
animali dello stesso lotto, non € stata certamente di origine carenziale, 
giacché non sono riuscito a trovare segnalata nella letteratura questa condi- 
zione morbosa come espressione della polineurite avitaminosica nei piccioni 
(nemmeno nelle forme di beri-beri umido). Allautopsia degli animali morti 
si é constatato il reperto comune della polineurite sperimentale (atrofia di 
diversi organi interni ed ipertrofia delle capsule surrenali) ed in piu, per 


See ius 
quelli del quarto lotto, segni di degenerazione grassa del cuore e dei reni; 


nel piccione n. 1 di quest’ultimo lotto, oltre al rilievo di abbondante liquido 
ascitico nel cavo addominale, ¢ stata evidente l’atrofia della ghiandola epatica. 


I piccioni del quinto lotto, invece, tenuti a dieta polineuritogena pil 
lievito di birra e miscela metallo—metalloidica, si sono comportati come gli 


animali del primo lotto, non sono stati cioé intossicati dalla miscela stessa} 
che € stata somministrata a ciascuno nella quantita complessiva di. cc ZG 
(pari a mgr. 12.96 di sali metallici e metalloidici). Alla fine dell’ esperienza 
essi erano in buone condizioni di salute e¢ di nutrizione. Aggiungerd che la 
somministrazione orale, in un sol giorno, ad un piccione (di gr. 315) di 
cc. 36 della miscela (in quattro volte; 9 cc. per volta), non ha arrecato 
al’animale alcun disturbo. 

In conclusione, lingestione, per via orale, di una miscela di sali me- 
tallict_e metalloidici, in dosi tali da non riuscire tossiche per gli animali 
normali, provoca, nei piccioni affetti da polineurite aviaria sperimentale, 
modificazione dell’andamento della carenza alimentare, nel senso che essa 
viene favorita ed accelerata. Tale accelerazione si manifesta anche quando 
la miscela salina € somministrata ai piccioni all’inizio dei sintomi di beri- 
beri: gli effetti sono pil evidenti quando gli animali, sottoposti a dieta priva 
di vitamina antineuritica, sono trattati con la miscela sin dal principio 
dell’esperimento, prima cioe che appaiano le note iniziali di una carenza 
vitaminica. Per un piccione del quarto lotto si ¢ avuta anche una sintoma- 
tologia mista e complessa, che ricordava nello stesso tempo quella propria 
dell’avitaminosi B e quella generale dell’intossicazione chimica da metalli e 
metalloidi (diarrea nera, vomito ripetuto, imponente ascite, gravi fenomeni 
paralitici, stato cachettico generale). La morte ¢ sopravvenuta in mezzo a 
fenomeni che stavano pil per un avvelenamento cronico da metalli che per 
una carenza vitaminica. 

Si puo quindi inferire che talvolta nel caso di associazione, nello stesso 
soggetto, di avitaminosi B ed avvelenamento chimico non ¢ solo il decorso 
della prima che viene accelerato, ma anche il quadro dell’intossicazione ap- 
pare evidente per dosi che certamente non avvelenano l’animale. V’e una 
specie di sinergismo di potenziamento tra avitaminosi ed intossicazione chi- 
mica, nel senso che dosi di veleno inattive diventano invece molto attive 
in un soggetto in preda a carenza vitaminica; d’altro canto, questa viene 


molto favorita nella sua evoluzione. 
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PERSONALE ACCADEMICO 


Il Socio Marcutarava da comunicazione alla Classe della triste notizia 
della morte del Socio Tizont, di cui si terri in una delle prossime sedute 
una degna commemorazione. 

Corus anche che hanno inviato ringraziamenti per la loro elezione 
i Soci Nazionali Berri, D’Acutarpi e Fusini; e i Corrispondenti BarcELLint, 
Camis, Cassinis, Fermt, Pettoux, Ternt, VANZETTI. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


L’Accademico Segretario prof. Parravano presenta i libri giunti in 
dono all’Accademia segnalando il volume delle « Memorie scientifiche » del 
Socio L. De Marcul, ristampato in occasione del suo ritiro dalla cattedra ; 
gli « Atti del Convegno di Fisica nucleare » indetto dalla R. Accademia 
di Italia; il vol. Il delle « Opera omnia di Eulero »; il vol. II degli « Annali 
del Laboratorio di ricerche sulle fermentazioni L. Sistine »; M. Lecat, 
«L’Azéotropisme; Bibliographie »; il vol. IIf degli « Studi e ricerche sui 
combustibili » del Socio M. G. Levi; il tomo VI degli « Atti del Congresso 
internazionale dei matematici del 1928»; gli « Atti dell’XI Congresso in- 
ternazionale di Zoologia »; il vol. II, p. 1* degli « Elementi di Fisiologia 
umana » del Socio BaGLIionl. 


PRESENTAZIONE DI PLICHI SUGGELLATI 


Il Socio Marcutarava presenta il plico suggellato, inviato in data 
22 ottobre 1932 all’Accademia, perche venga conservato negli Archivi, dal 
sig. Luigi Passerini. 


RELAZIONI DI COMMISSIONI 


Il Socio Gora, legge anche a nome del collega MatTiroLo, le relazioni 
con le quali si propone la stampa delle due Memorie di R. Vaccaneo: 
«Idnoracee africane », e A. Forti: « Le alghe di Giarabub ». 

L’Assemblea approva. 

L’Accademico Segretario aggiunto prof. Lo Surpo, legge a nome dei 
Soci Avotst e Boers, assenti, la relazione con la quale si propone la stampa 
della Memoria di G. Cavinato: « L’uso del prisma per la determinazione 
degli indici di rifrazione ». 

L’Assemblea approva. 


ee Ae 
PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note e Memorie per l’inserzione negli Atti Accademici i 
Soci: Corsino, Guipi, Patazzo. 


COMUNICAZIONI VARIE 


* IL Socio MarcutaFava, a nome del Presidente sen. Garsasso, assente 
per malattia, propone alla Classe di inviare al Duce, in occasione del De- 
cennale, il seguente indirizzo: 

«La Reale Accademia Nazionale dei Lincei, adunatasi la prima volta 
nell’anno undecimo, esprime a V. E. la pik viva ammirazione per l’opera 
gigantesca svolta dal Governo Fascista nel decennio test¢ compiuto. L’Acca- 
demia si propone di continuare senza posa la sua opera secolare per il 
maggiore vantaggio della Patria, del Regime e della cultura Italiana ». 

La proposta é accolta con vive approvazioni. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 6 novembre 1932 


Reale Accademia d’Italia. — Con- 
vegno di fisica nucleare, ottobre 193 1-x. 
(Fondazione Alessandro Volta. Atti dei 
convegni I). Roma, 1932. 8°, pp. 1-172. 

ALpRIcH J. M. — New - Diptera, or two- 
winged flies from America, Asia- and 
Java with additional notes (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum». Vol. LXXXI). Wash- 
ington, 1932. 8°, pp. 1-28. 

Avpricu J. M. — Records of Dipterous in- 
sects of the family Tachinidae reared 
by the late George Dimmock, with des- 
cription of one new species and notes 
on the genus Anetia Robineau-Desvoidy. 
(From the «Proceedings of the United 
States National Museum ». Vol. LX XX). 
Washington, 1932. 8°. 

ALICATA JOSEPHE. — A new trematode of 
the genus Urotrema from bats. (From 
the « Proceedings of the United States 
National Museum». Vol. LX X XI). Wash- 
ington, 1932. 8°, pp. 1-4. 

ANGstrom ANDERS. — Der Einfluss’ der 
Bodenoberflache auf das Lichtklima. 
Sonderdruck aus « Gerlands Beitraige 
zur Geophysik». Band XXXIV (Kép- 
pen-Band III), 1931, pp. s. 123-130). 
Leipzig, 1931. 8°. 

Arricu! G. — Introduzione alla geometria 
differenziale della superficie dei centri 
di carena. (Estr. dagli « Atti della Reale 
Accad. delle Scienze di Torino». Vo- 
lume LXVII, pp. 194-202). Torino, 
O32 Oo. 

Atti del Congresso Internazionale dei 
Matematici. Bologna, 3-10 settembre 
1928. Tomo VI. Bologna, 1932. 8°, 


Pp: 1-554. 


Atti del secondo Congresso’ Nazionale di 
Nipiologia. Bolzano, 4-6 giugno 1930. 
Bolzano, 1930. 8°, pp. 1-319, I-XL 

Atti dell’ XI Congresso di Zoologia. 
Padova, 1930. Vol. I-III. Padova, 1932. 
8°, pp. I-XXIv, 1-398, 401-1101, 1106- 
1508, tav. I-XXXVIII. 

BaGLIONI SILvestrRo. — Elementi di fisio- 
logia umana. Vol. II. Fisiologia degli 
organi della vita vegetativa. Parte I. 
Roma, Libreria di Scienze e Lettere del 
dott. G. Bardi, 1932. 8°, pp. 1-164. ° 

Baitey I. W. and Spozur H. A. — The 
Role of Research in the Development 
of Forestry in North America. New 
Jork, 1929. 8°, pp. I-xm1, 1-118. 

Batpur W. V. — Revision of the Chalcid 
flies of the tribe Decatomini (Euryto- 
midae) in America North of Mexico.’ 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum ». Vol. LX XIX), 
Washington, 1932. 8°, pp. I-95. 

Bartscu Paut. — A newly discovered West 
Indian moilusk faunula. (From the «Pro- 
ceedings of the United States National 
Museum ». Vol. LXXXI). Washington, 


1932. 8°. 
BarraGiia Marto. — Eumyccte tuberculosis. 
(Estr. dal « Bollettino delle Scienze 


Italiane della Societa Internazionale di 
Microbiologia »; fasc. IV, 1932). Milano, 
1932. 8°, pp. I-7- ¢ 

Batracuia Mario. — Idee nuove e concetti 
vecchi per la cura e profilassi delle ma- 
lattie infettive finora conosciute. (Estr, 
dal Giornale medico il « Morgagni »). 
Napoli, 1932. 8°, pp. I-15. 

Bert Ernest. — Nomogrammes a l’usage’ 
des Chimistes. Paris, s. d. 4°, s. p. 
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Bicktow Henry. — Oceanography. Its 
Scope, Problems, and Economic Im- 
portance. Boston, Houghton Mifflin Com- 
pany, 1931. 8°, pp. 1-262. 

Bianc Evcins. — Problémes et comple- 
ments de mécanique a l’usage des can- 
didats au certificat de mathématiques 
générales et des éléves de mathemati- 
ques speciales. Paris, Edit. Gauthier— 
Villars et C.ie, 1931. 8°, pp. I-xIII, I- 
287. 

BosELtI F. B. — Studio biologico degli 
Emitteri che attaccano le nocciuole in 
Sicilia. (Estr. dal « Bollettino del labo- 
ratorio di Zoologia generale agraria, del 
R. Istituto superiore agrario di Portici ». 
Spoleto, 1932. 8°, pp. 1-168. 

BrancH Witson CuHarLes. — The copepad 
Crustaceans of Chesapeake Bay. (From 
the « Proceedings of the United States 
National Museum ». Vol. LXXX). Wash- 
ington, 1932. 8°, pp. I-54. 

Canpura G. S. — Contributo alla cono- 
scenza morfologica e biologica dello 
struggigrano (Tenebroides mauritani- 
cus L). (Estr. dal «Bollettino del La- 
boratorio di Zoologia generale e agraria 
del R. Istituto Superiore di Agraria di 
Portici». Vol. XXVII). Spoleto, 1932. 
8°, pp. 1-56. 

Caror Lucien. — Contribution a I’étude 
des troubles du métabolisme chimique 
dans la dénutrition grave du nourris- 
son. Créatinure et carbonurie. (Extr. de 
la « Revue Francaise des Pedriates ». 
Tome VI, n. 3 et 4). Strasbourg, 1930. 
8°, pp. I-120. 

CARPENTER Taupy ExizaBeT. — Secular 
changes en mortality rates comected 
with certain ergan systems. (Reprinted 
from the «Human Biology a record 
of research ». Vol. III, pp. 494-528). 
Baltimore, 1932. 8°. 

Caupett A. N. — Insects of the order 
Orthoptera of the Pinchot Expedition 
of 1929. (From the « Proceedings of 
the United States National Museum ». 
Vol. LXXX). Washington, 1932. 8°, 
Ub Ua 

CHANDLER Asa C. — Notes on the Hel- 
minth parasites of the opossum (Didel- 


phis Virginiana) in Southeass Texas, 
with descriptions of four new species. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum». Vol. LXXXI). 
Washington, 1932. 8°, pp. I-15. 

Cuin-Yuan I. — The influence of heredity 
upon the duration of life in man based 
on a Chinese genealogy from 1365 to 
1914. (Reprinted from « Human Biology 

- a record of research ». Vol. IV, pp. 41- 
68). Baltimore, 1932. 8°. 

Currwoop B. G. — A review of the Ne- 
matodes of the genus Hastospiculum, 
with descriptions of two new species. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum ». Vol. LXXX). 
Washington, 1932. 8°, pp. 1-9. 

Cisortt Umberto. — Cenni sui fondamenti 
del calcolo tensoriale con applicazioni 
alla teoria dell’ elasticita. Conferenza 
svolta nella scuola di specializzazione 
del R. Politecnico di Milano. Fasc. I. 
Milano, 1932. 8°, pp. 1-46. 

Cisort1 Umperto. — Circolazioni libere e 
corrispondenti problemi elettrostatici. 
(Estr. dai «Rendiconti del Seminario 
Matematico e Fisico di Milano». Vol. V). 
Milano, 1931. 8°, pp. 1-14. 

Cisorr1 Umperto. — Scie limitate. (Estr. 
dagli « Annali della R. Scuola Normale 
Superiore di Pisa» (Scienze Fisiche e 
Matematiche). Serie II. Vol. I, pp. 101— 
112). Bologna, 1932. 8°. 

Crark Austin H. — The forms of the com- 
mon Old World swallowtail Butterfly 
(Papilio machaon) in North America, 
with descriptions of two new subspecies. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum». Vol. LXXXI). 
Washington, 1932. 8°, pp. 1-8. 

Courson ZELIFF CLARKE. — A new species 
of cestode Crepidobothrium amphiumae 
from amphiuma tridactylum. (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum». Vol. LXXXI). Wash- 
ington, 1932. 8°, pp. I-3. 

CrockeTr Grawam Davip. — The ancient 
caves of Szechwan Province, China. 


(From the « Proceedings of the United 


States National Museum ». Vol. LXXX) 
Washington, 1932. 8°, pp. I-13. 
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D’Arrico Acatino. — Sulle fasi di regime 
del litorale deltizio del Tevere. (Estr. 
dagli « Annali dei Lavori Pubblici », 
fasc. III, 1932). Roma, 1932. 8°, pp. 1- 
38. 

De Ficuemrepo Gomes e Sousa ANTONIO. — 
Subsidios para o conhecimento da flora 
da Guiné portuguesa. (Da «Memérius da 
Sociedade Broteriana » ). Vol. I. Coimbra, 
1930. 4°, pp. 1-94. 

De Marcu Luiet. — Climatologia. II ediz. 
(Manuali Hoepli). Milano, Edit. Ulrico 
Hoepli, 1932. 8°, pp. -x1m, 1-289. 

De Marcu Luci. — Memorie scientifiche 
1883-1932, raccolte da colleghi, allievi 
ed ammiratori in occasione del suo 75° 
compleanno. Padova, Casa Editr. dott. 
A. Milani, 1932. 4°, pp. -Lxxt, 1-854. 


DesmirEANU B. — Un anno d’agricoltura 
romena. Milano, 1931. 8°, pp. 1-60. 
DoseLL CiirForD. — Antony van Leeu- 


wenhoek and his « Little Animals ». 
London, John Bale, sons et Danielsson, 
1932. 8°, pp. 1-435. 

Eppincton A. S. — Stellar Structure. (Son- 
derabd. aus « Zeitschrift fiir Astrophy- 
sik». Band II, pp. 129-141). Berlin, 
LOSI Ore 

Eppicton A. S. — The Expanding Uni- 
verse. (Reprinted from the «Proceedings 
of the Physical Society ». Vol. XLIV). 
Cambridge, 1931. 8°. 

EppincTon A.S. — The «Guillotine Factor » 
in stellar opacity. (Reprinted from the 
«Monthly Notices of the Royal Astro- 
nomical Society ». Vol. XCII, n. 5, 
pp- 364-368). Edinburgh, 1932. 8°. 

Eppincton A.S. — The Hydrogen Content 
of the Stars. (Reprinted from the «Mon- 
thly Notices of the Royal Astronomical 
Society ». Vol. XCII, n. 6, pp. 471-481). 
Edinburgh, 1932. 8°. 

Eppincton A. S. — The Recession of the 
Extra-galactic Nebulae. (Reprinted from 
the « Monthly Notices of the Royal 
Astronomical Society». Vol. XCII, n. 1). 
Edinburgh, 1931. 8°, pp. I-7. 

Epwarps D. L. — Note on some peculia- 
rities in Stellar Spectra of Type B. (Re- 
‘printed from the « Monthly Notices of 
the Royal Astronomical Society ». Vo- 


lume XCII, n. 5, pp. 389-394). Edin- 
burgh, 1932. 8°. 

Eidgen. Sternwartein Zirich. — Interna- 
tional Astronomical Union Character 
Figures of Solar Phenomena 1923-1928. 
Vol. I. Zurich, 1932. 4°, pp. I-vill, 1-77. 

EULER! LEONHARDI. — Commentationes ana- 
lyticae ad theoriam integralium perti- 
nentes. Vol. III, ediderunt A. Liapoce- 
noff, A. Krazer, G. Faber. Lipsiae, 1932. 
4°, pp. I-LXVIII, 1-494. 

FAvaARo GlusEPpPE. — Antonio Scarpa e 1|’U- 
niversita di Modena (1772-1783). Nuovi 
contributi alla storia dell’anatomia e 
della medicina di Modena. Modena, 
1932. 8°, pp. 1-289. 

FERRIGH!I S. — L’osservatorio Ximeniano di 
Firenze. Brescia, 1932. 8°; pp. 1-161. 

FisHER W. S. — New West Indian Ceram- 
bycid beetles. (From the « Proceedings 
of the United States National Museum». 
Vol. LXXX). Washington, 1932. 8°, 
Pps 2595" 

Frercuer ALAN. — Note on the Effect o 
proper Motion on double Star Measures 
and the binary system 61 Cygni (Re- 
printed from the « Monthly Notices of 
the Royal Astronomical Society ». Vo- 
lume XCII, n. 2, pp. 119-131). Edin- 
burgh, 1932. 8°. 

Fow.Ler Henry W.— The fishes obtained 
by Lieut. H. C. Kellers, of the United 
States Naval Eclipse Expedition of 1930, 
at Nimafoow Island, Tonga Group, in 
Oceania. (From the «Proceedings of 
the United States National Museum ». 
Vol. LXXXI). Washington, 1932. 8”, 
2 ge 2 

FRATEPIETRO CARLO. — Agricoltura e po- 
litica coloniale. I — Ttipolitania. Foggia, 
1932. 8°, pp. 1-62. 

FRATEPIETRO CarLo. — Brevi note di frut- 
ticoltura per la provincia di Foggia. 
Foggia, s. d. 8°, pp. 1-34. 

FRATEPIETRO CARLO. — La crosta pugliese. 
Osservazioni in Capitanata. Foggia, 
1930. 8°, pp. I-40. 

FRATEPIETRO CARLO, — L’agrumicoltura nel 
Gargano. Foggia, s. d. 8° pp. I-13. 

FRATEPIETRO CarLo. — L’olivo in Capita- 
nata. Foggia, 1932, 8°, pp. 1-20. 
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FRATEPIETRO CARLO. — Sul miglioramento 
della razza bovina pugliese. Foggia, 
1932. 8°, pp. 1-56. 

GaraFER Wittiam M. — Otolaryngologie 
Examination of 935 Normal Individuals. 
(Reprint from the « Laryngoscope » 
1932). St. Louis, 1932. 8°, pp. 1-7. 

GAFAFER WILLIAM M. — Quotations Joseph 
Glanvill a forgotten seventeenth century 
iconoclast. (Reprinted from « Human 
Biology a record of research », Vol. IV, 
pp. 121-130). Baltimore, 1932. 8°. 

GAFAFER WILLIAM M. — Quotations the 
inhabitants of the Island of St. Kilda 
and acute upper respiratory disease. 
(Reprinted from «Human Biology a 
record of research». Vol. III, pp. 437- 
441). Baltimore, 1931. 8°. 

GaFaAFER Witi1aM M. — Transillumination 
and Roentgenography of the Maxillary 
Sinuses. (Reprinted from the « Archives 
of Otolaryngology ». Vol. XIV). Chi- 
cago, 1931. 8°, pp. I-19. 

GALLARDO ANGEL. — Algunas formas se- 
xuales aun no descriptas de las hormi- 
gas del género Crematogaster de la Re- 
publica Argentina. (« Revista de la So- 
ciedad Entomologica Argentina», n. 17, 
1931, pp. 297-304). Buenos Aires, 1931. 
8°. 

GaLLeTTi pI Capituac R. C. — The Fra- 
mework of Wireless Telegraphy and of 
Nature. Edition Second. London, 1922, 
8°, pp. I-v, 1-48. 

Garcia Goporrebo. — La Mecanica clasica 
y la explicacion del corrimiento del pe- 
rihelio de los planetas, de la deflexion 
de la luz y del corrimiento de las rayas 
del expectro hacia el rojo. Generaliza- 
cion y naturafeza de la metrica. Lima, 
1932. 8°, pp. I-79. 

HoucH WattTerR. — A cache of bascket 
Maker laskets from. New Mexico. (From 
the « Proceedings of the United States 
National Museum ». Vol. LXXXI]). 
Washington, 1932. 8°, pp. 1-3. 

HoucH WaLTER. — Decorative designs on 
Elden Pueblo pottery, Flagstaff; Ariz. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum». Vol. LXXX1I). 
Washington, 1932. 8°. 


Jones D. H. — Space Distribution of the 
Boss Stars. (Reprinted from the « Mon- 
thly Notices of the Royal Astronomical 
Society». Vol. XCI, pp. 990-1001). 
Edinburgh, 1931. 8°. 

Jucct Carto. — Il problema dei reali veri 
del Reticulitermes lucifigus. (Estr. dal 
« Bollettino della Societa Entomologica 
Italiana», Anno LVII, n. 7, pp. 98-103). 
Solo Samoa, 

Jucct Caro. — Irregolarita di ovificazione 
in femmine vergini Bombyx Mort. (Estr. 
dagli «Annali del R. Istituto Sup. di 
Agraria di Portici». Vol. XX). Portici, 
1925), Oma PDs I-72 

Jucct Carto, — La fecondita nei Bombyx 
Mori. Studi statistici sui caratteri della 
ovificazione (numero, grandezza e peso 
delle uova) in varie razze di bachi da 
seta. (Estr. dagli.« Annali del R. Istituto 
Sup. di Agraria di Portici». Serie II. 
Volume I, pp. 42-54). Portici, 1925. 
8°. 

Jucct CarLo.— Reincroci, colla razza dibachi 
da seta a quattro mute, della prole ter- 
zina e quartina di seconda generazione. 
(Estr. dagli « Annali del R. Istituto Sup. 
di Agraria di Portici». Serie III. Vol. I, 
pp: 55-70). Portici, 1925. 8°. 

Jucct Caro. — Sui fenomeni di sviluppo 
partenogenetico nelle uova di Bombyx 
Mori di razza bivoltina (Awojiku) di 
prima e di seconda generazione. (Estr. 
dagli « Annali del R. Istituto Sup. di 
Agraria di Portici». Vol. XX). Portici, 
1925. 8°, pp. 1-9. 

Knox-Suaw H. — The Observations of the 
Reverend Thomas Hornsby D. D. At 
the Radcliffe Observatory, Oxford, in 
the years 1774 to 1798. Oxford, 1932. 
4°, pp. 1-145. 

KriEGER Hersert. W. — Design areas in 
Oceania based on specimens in the Uni- 
ted States National Museum. (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum». Vol, LXXIX). Washin- 
gton, 1932. 8°, pp. 1-33. 

Lecar Maurice. — L’Azéotropisme. La ten- 
sion de vapeur des mélanges des liqui- 
des. Bibliographie. Bruxelles, 1932. 8°, 
pp. I-Vl, 1-128. 
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LECLERQ SUZANNE. — A Monograph of Stig- 
maria Bacupensis, Scott et Lang (From 
the « Annals of Botany». Vol. XLIV, 
1930, pp. 31-54). s. d. t. 8°. 

LeuMANN I. und PLerr G. — Untersuchung 
der europaischen Registrierungen der Erd- 
beben vom 18-vul—1928, 26-x-1930, und 
13-XxI-1925.(Sonderdruck aus «Gerlands 
Beitrage zur Geophysik ». Bd. XXXVI. 
S: 38-77): Liepzig; 1932. .6°: 

LEoNE SAtvATORE. — Profilassi del tracoma 
e visiva nelle provincie di Catania, Enna, 
Messina, Ragusa, Siracusa, Catanzaro. 
1931-32. Siracusa, 1932. 8°, pp. 1-23, 
I-11, I-I7, I-11, I-15, I-19. 

Levi M. G. — Studi e ricerche sui combusti- 
bili. Vol. III. Roma, 1932. 8°. pp. 1-390. 

LockyER WiLuiam J. S. — A bright Meteor 
passing the Pleiades (Reprinted from the 
«Monthly Notices of the Royal Astro- 
nomical Society ». Vol. XCI, n. 5, 
pp- 449-451). Edinburgh, 1932. 8°. 

LuMIzRE AUGUSTE — Quelques travaux com- 
plémentaires relatifs a la propagation de 
la tuberculose. Lyon, 1932. 8°, pp. 1- 
12. 

MarsHaLt Wittam E. — Two new land 
Shells of the genus Bulimulus. from 
Bolivia. (From the «Proceedings of 
the United States National Museum ». 
Vol. LXXXI). Washington, 1932. 8°. 
pp. 1-3. 

MarTeLLi GiuseprE M. — Notizie biologiche 
e morfologiche sull’ Athalia colibri Christ. 
e su due suoi parassiti. (Estr. dal. « Bol- 
lettino del Laboratorio di Zoologia ge- 
nerale ed agraria del R. Istituto Supe- 
riore di Agraria di Portici». Vol. XXVI, 
Pp. 313-333). Spoleto, 1932. 8°. 

Ministero dell’ Agricoltura e delle Fo- 
reste. Direzione Generale dell’ Agricol- 
tura. Per la tutela del vino Chianti e 
degli altri vini tipici toscani. Relazione 
della Commissione interministeriale per 
Ja delimitazione del territorio del vino 
Chianti. Bologna, 1932. 8°, pp. I-vill, 
1-542. 

MugseBeck F. W. — Revision of the nearctic 
Ichneumon-flies belongig to the genus 
Macrocentrus. (From the « Proceedings 
of the United States National Museum». 


Vol. LXXX). Washington, 1932. 89, 
pp. I-5T. 

Osborn FairFIELD Henry, — Fifty-two years 
of Research, Observation and Publica- 
tion, 1877-1929. New Jork, 1930. 8°, 
pp. I-XI, 1-160. 

Parmer Carro_t E. — The relationship of 
erect body length to supine body length. 
(Reprinted from «Human Biology a 
record of research». Vol. IV, pp. 262- 
271). Baltimore, 1931. 8°. 

Payme Cecitia H. — An interpretation of 
absorption and emission lines in early 
tipe Spectra. (Reprinted from the «Mon- 
thly Notices of the Royal Astronomical 
Society». Vol. XCII, n. 5, pp. 368-388). 
Edinburgh, 1932. 8°. 

Peart RaymMonbD. — Contraception and fer- 
tility in 2.000 women. (Reprinted from 
«Human Biology a record of research». 
Vol. IV, n. 3, pp. 363-407). Baltimore, 
1932,, 3. 

PrarL RAYMOND. — Quotations on the al- 
leged lethal effects of sexual continence 
in the Holy Land. (Reprinted from «Hu- 
man Biology a record of research». 
Vol. II, pp. 577-585). Baltimore, 1931. 
8°. 

Peart Raymonp. — Recent literature use- 
ful in the study of human Biology. 
(Reprinted from «Human Biology a 
record of research», Vol. IV, PP. 131- 
153). Baltimore, 1932. 8°. 

Peart RayMonp.— Some Notes on the Gee 
of religious Bodies. (Offprinted from the 
« Journal of Social Psychology ». 1931, 
pp. 417-432). Worcester, 1931. 8°. 

PEARL RayMonpD. — Statistical report on the 
fourth Year’s operations of te Bureau 
for contraceptive Advice. (Reprinted 
from «Fourth Report of the Bureau for 
contraceptive Advice», 1932). Balti- 
more, 1932. 8°) pp. 1-15. 

Peart Raymonp and RaEnkuam T. — Stu- 
dies on human longevity. V. Constitu- 
tional factors in mortality at advanced 
ages. (Reprinted from «Human Bio- 
logy ». Vol. IV, pp. 80-118). Baltimore, 
1932. 8°. 

Prart RaymMonpb. — The fafiience of density 
of population upon egg production in 


= #6 om 


Drosophila melanogaster (Reprinted from 
the «Journal of Experimental Zoloogy». 
Vol. LXIII, n, 1, pp. 57-84). Philadelpia, 
TO 3 2egO ws 

PrarL RayMonpD and Miner lounR.— A table 
for ascertaing elapsed time in years and 
decimals of a year betwen any two detes 
(Reprinted from the « Quarterly Bulle- 
tin of the Molbank Memorial Fund». 
Vol. X, 1932, pp. 151-154). s.1. 1932. 8°. 

Pearse A. S. — New bopyrid isopods cru- 
staceous from Dry Tortugas, Florida. 
(From the « Proceedings of the United 
States National Museum». Vol. LXXX]I). 
Washington, 1932. 8°. pp. 1-6. 

Prerroni Giulio. — La natura tubercolare 
del tracoma. Nota clinica e critica. 
Lucca, 1932. 8°, pp..1-23. 

Pocer Raut. — Commemorazione del pro- 
fessore Angelo Angeli. (Estr. dalla Ri- 
vista «La Panarie». Anno VIII, n. 46, 
1931). Udine, s. d. 49. 

PuGLionis1 SALVATORE. — Praticita e svel- 
tezza nei calcoli nautici. Istruzioni e 
tavole, seconda edizione. Riposto, 1922. 
4°. pp. I-XXXI, I-93. 

ReeD Lowei G. and Love Azserr G, — 
Biometric studies on U. S. Armi Off- 
cers. Longevity in Relation to physical 
Fitness. (Delivered before Medical Se- 
ction American Life Convention a May 
1931. pp. 121-143). Washington, 1931. 
8°. 

Risser R. — Applications de la statistique 
a la démographie et a la biologie. (Traité 
du calcul des probabilités et des ses 
applications. Tome Il], fasc. III. Paris, 
Edit. Gauthier-Villars et Cie, 1932. 8°, 
pp. I-X, 1-255. 

Sacco Feprrico. — Il glacialismo nelle Alpi 
Marittime Italiane. (Ufficio idrografico 
del Po). Pubblicazione n. 10, vol. VII. 
Roma, 1932. 8°, pp. 1-42. 

SALVATI MicHELE. — I tufi di terra di Bari 
(Acquedotto Pugliese. Studi e progetti 
Il). Bari, 1932. 8°, pp. 1-75. 

SANTANGELO E, — Dizionario pratico degli 
alimenti preceduto da nozioni sulla nu- 
trizione, lalimentazione e gli alimenti 


semplici e seguito da quadri ragionati dei 
principali regimi alimentari per sani ed 
ammalati. Milano, 1932. 8°, pp. I-VvIII, 
1-408. 

Si_vesrri F.—Contribuzione alla conoscenza 
del Lopus lineolatus (Brul’é) e di un suo 
parassita. (Estr. du «Livre du Cente- 
naire de la Société Entomologique de 
France», pp. 551-565). Paris, 1932, 8°. 

Sitvestri F. — The Biological Control of 
Insectes and Weed Pests. (Overprinted 
from the «South-Eastern Agricultural 
College Journal», 1932, pp. 87-96). 
SaulP TOR 2518 

Smart M. — Photographic Observations of 
double Stars. (Reprinted from the « Mon- 
thly Notices of the Royal Astronomical 
Society ». Vol. XCII, pp. 37-47). Edin- 
burgh, 1931. 8°. 

S. W. M. — Stellar Notions (Reprinted from 
the «Monthly Notices of the Royal 
Astronomical Society ». Vol. XCII, n. 4, 
pp- 331-337). Edinburgh, 1932. 8°. 

Trst1 Gino. — Gli studi storici della chi- 
mica in Italia. Citta della Pieve, s. d. 8°, 
pp. I-14. 

Travassos Lauro. — Una specie del genere 
« Neoaplectana » Steiner (Nematoda- 
Oxyuridae) parassita del Conorrhynchus 
(Cleonus) Mendicus Gyll (Coleoptera- 
Curculionidae). (Estr. dal « Bollettino 
del Laboratorio di Zoologia generale ed 
agraria del R. Istituto Superiore di Agta- 
ria di Portici». Vol. XXVI, pp. 115- 
118). Spoleto, 1932. 8°. 

Vitta Luigi. — Ricambio idrico; fisiopato- 
logia e clinica. Con prefazione di Adolfo 
Ferrara. Milano, Casa Edit. Francesco 
Vallardi, 1932. 8°, pp. I-xt, 1-426. 

Wavre R. — Figures planétaires et géo- 
désie.. (Cahier scientifiques, fasc. XII). 
Paris, Edit. Gauthier- Villars et Cie, 1932. 
8°, pp. I-VIIl, 1-194. 

WeTMORE ALEXANDER. — Birds collected in 
Cuba and Haiti by the Parish—Smith- 
sonian Expedition of 1930. (From the 
« Proceedings of the United States Na- 
tional Museum ». Vol. LXXXI). Wash- 
ington, 1932. 8°, pp. 1-40. 


N. P. 


-RENDICONTI 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
Dee eN GET 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 
Fascicolo del 20 novembre 1932 (Anno XT) 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Meccanica. — Corrente traslocircolatoria piana che investe 
unasta rettilinea indefinita. Azioni dinamiche. Nota® del Corrisp. 
We Crsor Ti. 


Reputo che sia questo il primo esempio — e il pit semplice — di una 
corrente traslocircolatoria piana in presenza di un profilo rigido illimitato. 
Mi permetto di richiamare V’attenzione sull’andamento delle linee di flusso, 
particolarmente sul jilone che si stacca dalla parete rigida e che ¢ una semi- 
parabola [n. 3]. Mi sembra pure interessante il comportamento delle azioni 
dinamiche: sopra qualunque segmento finito dell’asta continua a valere il teo- 
rema di Kutta-Joukowski, la circolazione essendo quella relativa alla por- 
zione considerata [n. 4]. 

Mi riservo di esporre, in una prossima Nota, un altro caso interessante 
in cui l’asta al suo estremo €& saldata a un profilo circolare. 


1. Corrente circolatoria. — Sia x = x + wy Vaffissa di un punto generico 
del piano delle coordinate cartesiane ortogonali x,y. Colla posizione 


(1) f=Cyx, 


con C costante reale, risulta notoriamente definito un moto piano nel piano 
tagliato lungo il semiasse reale positivo (fig. 1 e 2) ©) e precisamente una 


(1) Presentata nella seduta del 20 novembre 1932. 
(2) I disegni delle figure sono dovuti al prof. Masotti a cui vanno i miei vivi ringra- 
ziamenti. 
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corrente circolatoria attorno al detto semiasse. Posto: 7 = ¢%,9 =O & 
0 =o 20, e fir =o + is, dalla (2) scendono le relazioni: 


( 


we 


J Oo pre ey 
wa CVF ee) eC ene, 


dalla seconda delle quali scende che le linee di flusso Y, = costante, quando 
: oe ; 
la costante & diversa da zero, sono parabole coassiali, l’asse essendo I’asse 


Y 


Pigs: 


reale, quando ~,; =o si hanno le due semirette o =0,p==0 € o= 27, 
oi os 
La velociti, complessa, é definita nel modo seguente: 
df C 
2 = SS —— 
4 ie 
dx 2Vx 


Poiche per x co & w, =O Si tratta di una corrente locale percheé di- 
viene evanescente all’co. Viceversa w, diviene infinita nell? origine 7 = 0, 
com’ notorio, poiché si tratta di un saliente idrodinamico, anzi di un 
punto cuspidale. Se si vuol attribuire un significato alla costante teale C 
si pud osservare che essa rappresenta la differenza del potenziale di velo- 
cita p, negli estremic =0,p=1eao=0,p—0 del segmento oO=p =I, 
per cui C é la circolaxione relativa al cennato segmento: essa & positiva se il 
verso del flusso a valle avviene nel senso positivo dell’asse reale (fig. 1) e 
negativa nel caso opposto (fig. 2). 


2. Corrente traslatoria. — La relazione 


(4) fo=— Vz, 


con V costante reale positiva, é il potenziale cinetico, complesso, di una 
corrente traslatoria di velocit’ costante, parallela all’asse reale e di verso 


(1) Cfr. Cisorri, Idromeccanica piana, Milano, Tamburini (1921), p. 118. 


Seiece ao ate Rae ee, ee er ey ge he ee 


aia cia i cae 


negativo e valore V; le corrispondenti linee di flusso sono rette parallele 
all’asse reale. La velocita, complessa, risulta definita dalla relazione 


(5) ae eee Bee 


3. Corrente traslocircolatoria. - Colla posizione 
(6) fefotf=a—Ve+Clz, 


risulta definito il potenziale cinetico di una corrente traslocircolatoria in 
presenza di un profilo rigido costituito dai due bordi del semiasse reale po- 
sitivo (fig. 3 e 4). Per giustificare ’'andamento delle linee di flusso som- 


iY 


[C<o} 
) 


Fig. 4. 


mariamente indicate nelle figure 3 e 4, basta dedurre dalla (6) le equazioni 
delle linee di flusso ) = costante e, in particolar modo, quella del filone g 
corrispondente a } = 0. Poniamo a tal uopo x = pe”? f= 9 + tp; dalla (6) 
si deduce: 


(7) y=(C- 2V Ye cos-=\¥p sen 


La linea di flusso ) =o € costituita dalle semirette o=0,p=0 e€ 
o = 27,9 =0, che corrispondono rispettivamente ai due bordi, superiore 
(verso le ordinate positive) e inferiore (verso le ordinate negative), del se- 
miasse reale, e dalla semiparabola 


oO 
ee estore 


5 tie ae J , r ES ROE sti 
avente il vertice sull’asse reale, per asse Vasse reale stesso e per foco Vorigine 


Cc? Aa Rade 
z= 0, essendo —~,— la distanza focale: & questo il filone g, indicato nelle 


4\ 


figure 3 e 4. Tutte le altre linee di flusso hanno per equazioni ) = costante 
dove y & definita dalla (7), quando si attribuiscono alla costante valori di- 
versi da zero: esse hanno l’andamento indicato nelle citate figure. La velo- 


citi, complessa, risulta definita da 


G 
8 W=W+wW,;=—V+ ’ 
(8) iE 


la quale conferma il carattere assintotico (z > co) traslatorio della corrente 
2 

ele 

& precisamente quel punto da cui si stacca il filone g dal profilo rigido. 

Ponendo nella (8) 7 = pe’, si ottiene: 


che 


e inoltre mostra che w si annulla al finito nell’unico punto 7 = 


(Guo ee. 
w=-—V a == 0 ze 
2V/p 
Ponendo co = 0 Si ottiene 
w P+ e 
2Ve 
e ponendo o = 27 

€ 
w=—V———, 

2Ve 


le quali relazioni giustificano i versi del flusso sulle pareti rigide, indicati 
colle freccie nelle figure 3 e 4. Risulta inoltre dalle stesse relazioni, che in 
punti dei due bordi, aventi la stessa ascissa, anche i valori delle velocita 


sono diversi: precisamente sui due bordi, rispettivamente superiore e infe- 
riore, si ha: 


C C 
Clilesaenitieel ian 
2Vo . 2) 
per cui, per la differenza dei quadrati, si ottiene: 
2CV 
(9) Peer ae 


Ve 
4. Azioni dinamiche. — L’intensita della pressione dinamica — differenza 


tra la pressione effettiva e quella che, caeteris paribus, si avrebbe in condi- 
zioni statiche — in un generico punto e misurata da 


p=—t1/2p|w/, 


designando p la densita costante del liquido; in particolare sopra un ele- 
mento dp della parete rigida si avr una pressione normale 


py dp=—1fapl(wi[? 0 pide=—1/2p|w_/ 
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secondoche essa si esplica sul bordo Superiore oppure sul bordo inferiore ; 
pete ; é 

comunque l’azione complessiva che risente |’elemento lineare sulle due faccie 

Si puo ritenere misurato da 


(P+ — p_) de = 1/2 u(|w_P—l|w, ?), 
ovvero, per la (9), da 


(10) (ps —p_)de = pcv 2. 


Ne segue che, indicando con R Vazione dinamica complessiva subita 
da un segmento finito ep, =o =p, di parete rigida, misurata positivamente 
dal bordo superiore verso l’inferiore, sara: 


(11) R= [Gs —p) dp = 20 CV We Ios). 


Risulta intanto da questa relazione che il segno di R coincide con quello 
di C, il che significa che l’azione dinamica, normale al segmento, ¢ sempre 
diretta dalla parte opposta a quella ove trovasi il filone g, brevemente si 
puo dire che il filone ha azione sostentatrice. 

Dalla prima delle (2) risulta che C (lp. —Io, ) misura la differenza 
di potenziale di velocita @,, della corrente circolatoria, nei punti 7 =, e 
<= 1, misura cioe la circolazione relativa al bordo superiore del segmento 
e: =e =p, dell’asse reale - che eguaglia la circolazione corrispondente al 
bordo inferiore - per cui 2C (Vp. —Jex ) ¢ la circolazione complessiva sui 
due bordi del detto segmento; indicandola con C*, cioe ponendo 


(12) C* = 2C (Ve. —Ie.), 
la (11) puo scriversi pil. semplicemente 
(13) R=pC*V; 


questa formula si puo interpretare come un’espressione del teorema di Kutta- 
Joukowski, relativa al segmento considerato. 


5. Centro dell’axione sostentatrice. — Ci rimane da individuare i] punto 


del segmento in discorso che appartiene alla retta d’azione della forza so- 
stentatrice. Chiamando g, la sua ascissa, dovra essere per la (10), 


I &o 2uCV ate am 
Po = xf (p+ — p_) ede = aoe (p, Ves —ex Vox ) ? 
D) 
Qr 
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ovvero, per la (12) e la (13); 
(14) ipa ie TL 


In particolare, assumendo p, = 0, con che il primo estremo del segmento 


Layee 
V 


& la cuspide del profilo, e ponendo p, = /, cosicché | ¢ la lunghezza del 
segmento (fig. 5 € 6), si ottiene: 


Op == 1/315 


Astronomia. — Moti propri e moti orbitali risultanti dal Cata- 
logo Astrografico di Catania. Nota del Corrisp. A. BEMPORAD. 


Le lastre del Catalogo Astrogratico di Catania, presentando in qualche 
caso differenze di epoca di una trentina di anni, si prestano frequentemente, 
anche da sole, alla scoperta di moti propri o di moti orbitali degni di qualche 
attenzione. In casi particolarmente favorevoli basta anche un intervallo di 
soli due anni per mettere in luce dei fenomeni molto interessanti, cid che 
costituisce una prova indiretta dell’alto grado di precisione raggiunto nella 
elaborazione del Catalogo. Per circa un centinaio di stelle doppie sono gia 
stati comunicati gli elementi (angolo di posizione @ e distanza D) alle 
« Astronomische Nachrichten » (n. 5858 e n. 5882). Per altre molte ¢ in 
corso la compilazione in base a misure e a calcoli dello scrivente. Qui ci 
limiteremo alla comunicazione di tre soli esempi di particolare interesse, 
rimandando per tutti gli altri ai volumi del Catalogo @. 


(1) Presentata nella seduta del 20 novembre 1932. 
(2) Nel giro di cinque anni sono stati pubblicati finora dieci volumi con §1.234 po- 
sizioni stellari. Restano a pubblicarne altri sei con circa 30.000 posizioni. 


hep » : a, 


oY ah ee ee 
ree se es 


ot y 2 4.8 pig ee a a art eon 
a) Stella con moto proprio annuo di 1": BD + 51°1696. 


Si sono ottenute per questa stella le quattro posizioni seguenti che 
hanno condotto ai moti propri segnati nelle ultime due colonne. 


Fonte Epoca soley, 1 Decl. Moto proprio 
: ibay Jat AR in Decl. 

Wastta $55. 1898.25 11> 4r™ 258.98" 51°27' 97.8 . — 00946. —0%594 

Dee el S S20 1OO2+2 PY Aby25 ase 5 2771S. .0r, — 04095 Go Omron sg 

» 2599 1905.31 Ir 41 24.89 51 27 6.5 —0.0936 —O .631 
Beroedorr 55 1929.55 Il 41 22.62. 51° 26° 512.2 — = 

In media risulta il moto proprio 
— 08.0946 — 0.613 1.076 Gn atco di’ C./M.) 


La grandezza rotografica (media 9™.8) non si scosta molto dalla vi- 
suale (BD 9™.3), cid che unitamente al moto proprio pud fornire qualche 
indizio circa Pordine di grandezza della parallasse in base a note tabelle 
empiriche. 


b) Doppia fisica BD + 50°2054. 


Fonte Epoca Ans Decl. Gr, 

Bu 6754 (22) 1831.54 st = ae 
PiGrCanue AAS4a) 187i prec, 14° 7™ 21561 ..50%42° 58.7 9.2 
» 4455 ® seg. 221,63 Aer es 9.0 
Lastra ES76 olGO238- préccld 7 20.07 ) 50043) 6.3, E1055 
(142 6™ + 51°) seg. 22,204 Oecd 9.8 
Lastra 2600 1905.33 “prec 14.7 20081 50 43 6 .9 104 
(142 12™ + 50°) seg. 21 .96 ©, 63 9.6 
Lastra AOOda ChO24-41 F Hceg. 44 7-720).3.3° 0) 50: 4321.9 0. PIO 
(14" 6™ + 51°) seg. 21.56 ae) 9.9 


Risultano di qui i seguenti valori per l’angolo di posizione @ e la di- 
stanza D: 


(1) Secondo an’osservazione del Dr. Freiesleben gentilmente comunicata dal Diret- 
tore dell’Osservatorio di Bergedorf (Amburgo) prof. R. Schorr. 

(2) La Decl. di AGC 4455 € in eccesso di 1’. Per la riduzione delle posizioni di AGC 
al sistema di Yale su cui si fondano le coordinate del Catalogo Astrografico, si ¢ ammessa 
la correzione — 08.17 —0”.7 dedotta da ro stelle contigue. 


ses i se a 
a) D 
x 256°.2 11’’.03 
AGC 248 .7 IO .43 
1576 25 Te 10 7. 
2600 258 .6 11 43 
4004 259 .6 Li2.A3 
Moto proprio 
1871.4-1903.85 1903.85-1924.41 
Prec. —0*,0237 + 07.243 0.331 —6%0224 42 Or117 Oras 
Seg. —0.0194 +0.186 0 .262 —0.0214 +0 .124 0 .238 


Si notera l’'accordo eccellente dei moti propri dedotti per il secondo pe- 
riodo, in confronto a quelli un poco discordanti del primo periodo, cio che 
sta a dimostrare la superiorita delle posizioni fotografiche (1900) in confronto 
alle osservazioni meridiane, quali potevano aversi intorno al 1870. Anche i va- 
lori dell’angolo di posizione e della distanza si accordano meglio con Struve (2) 
che con AG. La identita dei moti propri delle due stelle e il lentissimo 
aumento degli elementi w e D assicurano trattarsi di una doppia fisica con 
periodo lunghissimo. Nell’ Eigenbewegungs-Lexikon del prof. Schorr (1923) 
non ¢ indicata la duplicita di questa stella, mentre i valori assegnati per il 
moto proprio (— 0°.017, + 0.11) sono in discreto accordo coi nostri. 


c) Doppia fisica BD + 53°1797. 


Di questa stella non @ notata la duplicita in AG Cambr. per essere 
il compagno («) troppo debole. Si hanno le seguenti posizioni: 


Lastra Epoca JaNo IR Decl. Gr. 
1622 1902.46 Om 5835" ATO 52° 53.44 2.0 11.6 
B 41.99 49 .2 II.I 

1647 1902.50 els 35 TATEGG §2:-5 942 a3 11.6 
B 4I .92 Th es i 

2528 1904.45 & 15 35 41.53 52 93 45 2 11.4 
B 41.99 50 .O II.0 

ep14 1904.48 & 15 35 41-54 52 53 44 7 Ty, 
of II.0 


B 41 .96 49 


Dalle quattro lastre si ottengono i seguenti valori di w e D: 


W1622 L. 1647 12528 eal 


@ ————-207°.5 210°. 220°.8 220°.8 
D 5/".84 5/’.96 63% 5 SSr 


ee dans 
In media: 
t a D 
1902.48 208°.9 5/’.90 
1904.46 220%8 6 .07 


La rapiditi del moto angolare accertato da quattro lastre mostra che 
anche questa, molto probabilmente, & una doppia fisica col periodo di circa 
60 anni. 


Sopra circa 100.000 stelle da me esaminate nel corso di quasi 30 anni 
sulle lastre di Catania questi sono finora i casi pit appariscenti di stelle con 
forte moto proprio comune o con moto orbitale probabile. Che tali sistemi 
siano piuttosto rari risulta dal fatto che nel General Catalogue di Burnham 
sopra 13.665 doppie se ne contano appena 88 con orbita conosciuta e 94 
ritenute come probabili binarie, ossia l’1°/, appena complessivamente. 


Fisica (Fisica Matematica). — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota |“ del Socio E. ALMANSsI. 


1. In questa Nota, e in altre che le faranno seguito, esporrd alcuni 
risultati che ho potuto ottenere intorno al problema — non privo d’interesse 
anche per le possibili applicazioni dei risultati teorici a problemi che si pre- 
sentano nella pratica - delle deformazioni di una piastra elastica sollecitata 
soltanto sulla superficie cilindrica, normale alle basi, che ne rappresenta il 
bordo. 

Diciamo 2a lo spessore della piastra, o; , 6, le basi, o la sezione piana 
equidistante da esse, s il contorno di o. Prendiamo come piano xy il piano 
di o, e fissata Porigine O, come verso positivo dell’asse delle x quello che 
procede: da ic, 4, a, . 

In un punto qualunque del bordo, in particolare del contorno s di o, 
diciamo «,8 i coseni della normale rivolta verso |’esterno (il terzo coseno 
é nullo). Come verso positivo di s assumeremo quello corrispondente al 
verso della tangente di coseni —B e «. Colla lettera s indicheremo anche 
un arco del contorno misurato, nel verso suddetto, a partire da un punto 
HssOme.< 

Chiameremo t un segmento di retta parallelo all’asse delle z e limitato 
dalle basi della piastra ; settore una parte del bordo comptesa fra due segmenti /. 

Consideriamo un settore wo compreso fra due segmenti 1’, t’’ corrispon- 
denti ai valori s’, s’’ dell’arco s; e le componenti tx dw , ty dw, t, dw della 


(1) Presentata nella seduta del 20 novembre 1932. 


. : , Ted SAE ee a 
a ee Se ia 
tensione agente su Velemento dw. La forza risultante di queste forze ele- 
mentari, per l’intero settore w, avra, secondo l’asse delle x, la componente: 


Espressioni analoghe varranno per le altre due componenti Fy, F;. 
Poniamo : 


: ra ~-+ a ke es 
fx =i =% AZ ) ee ty dx ) tx =| Taz : 


—ih — it — a 


Avremo 


ff i Sit. 


(1) Fx ={ fe dion) By =| . PySoy hl TR =) fxds. 


Ss s 


Le componenti del vettore che rappresenta Ja coppia risultante saranno: 


4 » ff rt a mee ' r+ a ~+a ; 
Mx =| (yt, — %Ty) dw =| ds| (ytz, — xty) dx = ds y| tz dx — | wy XAZX 4? 
a) sv —a s pe eee 7 
5 sft ~ta a sft ; ~+a p+ a j 
My =| te —2%) do = | ds | (xtx — xt) dz = | ds; | ax zdz—x | ez dz}, 
o sf —a J —a« =a 


/ ds He ‘(ety — ytx) dx = [ras xf ‘ty dx lyst ‘ts dz| . 


s —a sf —a —a 


M,; => [or — ytx) dow a 


Ponendo 


( 


i) 


+ a »+a 
) My = | Ty l0k 5 hy = | Ty 20k 
avremo: 


( 


Qo 


) Mx =| (yf, —my)ds , My= | (mx — xfx) ds , 


s sf 


Me = (fy —yfs) ds. 


Chiameremo sollecilazioni le cinque quantita, funzioni di s, 
fx fy atx > Mx 4 My. 


Date le sollecitazioni, conosceremo la forza e la coppia agenti sopra un settore 
qualunque del bordo. , 


Introduciamo ancora le quantita: 


(4) Ms = Mx + My B 5 My = myx —msB. 


as ies 


Sara per le formule (2): 


+a ba 
ms = | (ceo ty B) dz tin = | (ty a— tx B)xdz, 


Ovvero: . 


ota +a 
Ms = Te an mn = | ts 2 az, 


dove t =ta-+tyB e€ ts =tya—t:f rappresenteranno, in un punto 
qualunque di un segmento ¢ che tagli il contorno s dio nel punto P, le 
componenti della tensione unitaria secondo la normale ad s (nel piano di 6) 
e la tangente, nel punto P. Le quantita msds ed m, ds rappresentano 1 mo- 
menti, rispetto,alla tangente e alla normale, delle tensioni agenti sopra un 
settore compreso fra due segmenti ?’ ?’’ distanti fra loro di ds. 

Dalle formule (4) si ricava: 


(5) Ux = Ms%—M,B , My = mMea—msB, 


2. Noi ci limiteremo a considerare stati di equilibrio di una piastra 
isolropa. 

La piastra, come abbiamo detto, si suppone sollecitata soltanto sul bordo, 
le basi sono dunque libere, le forze di massa si suppongono nulle. 

Per Vequilibrio della piastra dovranno allora esser nulle la forza e la 
coppia agenti su l’intero bordo, vale a dire dovra aversi per le formule (1) 


OX3): 


Ss 


| ae as =O 5 Ih Ss : Ih Ase == © 


foyer 3 
] [ok —my)ds=0 , [cms —xf,)ds=o0, | (xf; — yfx)ds =0. 


s 


Le sollecitazioni fx, fy fz mx, my potranno evidentemente esser nulle, 
per ogni segmento 1, senza che sia nulla la tensione su tutti eli elementi dw 
del bordo; quindi a date sollecitazioni potranno corrispondere imfinili sislemi 
di tensioni, e per conseguenza infinite deformazioni della piastra. Ma se lo spes- 
sore 2a & molto piccolo rispetto alle dimensioni lineari di o, si puo, in 
generale, ritenere che la deformazione, esclusa una piccola regione attigua al 
bordo, sia praticamente determinata dai valori che hanno, per ogni segmento 1, 
le cinque sollecitazioni: date le quali, come abbiamo veduto, si conosce, per 
ogni settore del bordo, la forza e la coppia risultanti. 


(1) Le quantita fx , fy, fx, mx My, Ms , Wn SONO quelle che il Clebsch denota con 
U’, V’, W’, U,V", Ms ,Mn (v. Théorie de P Elasticité, trad. di Sarnr-VENANT e FLAMANT, 
pp. 669 e 693). 


rreray ee 


Lo scopo delle nostre ricerche sara essenzialmente quello di individuare 
una classe di deformazioni tipo, ossia di deformazioni semplici per quanto ¢é 
possibile, e tali che, assegnate ad arbitrio le sollecitazioni (soddisfacenti le 
condizioni di equilibrio), vi sia sempre fra esse almeno una deformazione 
alla quale corrispondano le sollecitazioni date. 

Quando le sollecitazioni sono nulle, anche se le tensioni non sono nulle 


su tutto il bordo, noi assumiamo come deformazione tipo una deformazione 
nulla. 


3- Nello studio delle deformazioni di una piastra hanno particolare im- 
portanza quei sistemi di sollecitazioni nei quali la fy e la fy sono nulle, e 
le tre rimanenti fz , mx , my verificano le condizioni 


dmn : 


(7) Ms = 0 ? hi re i == Or, 


msm, essendo le quantita definite dalle formule (4). 
Dalla seconda delle (7), e dalle (5) ove si ponga ms = 0, avremo 


(8) L == eae ae aes Win , My = Mya. 


Il momento mn, mediante il quale si esprimono le tre sollecitazioni fx Mx, My, 
S1 supporra continuo. 
Chiameremo (K.) le condizioni rappresentate dalle formule (7). 
Consideriamo, come nel § 1, un settore del bordo compreso fra due 
segmenti 1’, ’", corrispondenti ai valori s’,s’’, dell’arco s. Essendo fx = f; = 0, 
sara Fx = Fy = M; = 0; ¢ sul settore considerato agiranno soltanto la forza 


fl eae 


e i momenti 


aaa? 


Mx =| (yf,—my)ds , My = | | (mx — xfz) ds. 


st 


Per le formule (8) sara: 


Mem f tis tie a) ; My =f [=i B+ 8 Te) as 


i sf 
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dx 


Ma « — % ors quindi : 


Nee fi PERUSE BIS Vick / EO 
ds ; ds 


Eseguendo le integrazioni avremo: 


F; = (mn). <a (itn), 


(9) | Mz = (111+ Jo — (y+ y)n 


> My = (tins) = (ttn +X) yr, 


Per l’intero bordo sara F, = My = My = 0. Dunque, allorché f; ed fy 
sono nulle, 7, & continuo, e sono verificate le condizioni (K.), le condizioni 
per l’equilibrio della piastra risultano soddisfatte. 


4. Avremo in seguito da considerare Pintegrale 
v2 
J =] (xmz + ymy eas f. ds , 
5 


ove r? = x? + y?. Esso é indipendente dalla scelta degli assi (supposto che 
il piano xy coincida sempre col piano di o). Infatti, facendo rotare gli assi 
delle x e delle y, senza spostare Vorigine, non variano ne r, née fx, ne 
xmx —- Yily; mentre un puro spostamento dell’origine, ossia la sostituzione 
di x, 9,17 con x — %,y— yo, (x— Xo)? + (Y — yo)? (X05 Yo = cost.), da 
luogo a termini che risultano nulli in virtu delle tre, fra le condizioni d’equi- 
librio (6), che contengono f;, mx, My . 

Noi vogliamo qui far vedere che quando sono verificate le condizioni (i); 
ed m, € continuo, l’integrale J é nullo. 


Sostituiamo per cid ad fx, mx, my le loro espressioni date dalle for- 
mule (8). Avremo: 


2. Oy 
J=| \—a + yo.) in + an ee as. 


dx . dy A dr 
ds ae ds-- as: a DNS 


dr 1 bitin — [4 ts My | ds 
i (Fe Soe + Oe ay ae ge? ny] as , 


* 
S iy. 


Ma —xB + ya = x 


@ per conseguenza J =o. 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Vedute geometriche sui tensori. Nota® di 
GrusEppina BiGGIOGERO, presentata dal Corrisp. U. CisorTi. 


1. La geometria iperspaziale pud illuminare alcune questioni di calcolo 
tensoriale, rivelando l’intimo perché di certe proprieta e conferendo a talune 
di esse caratteri di visibilirad o di immediata evidenza. 

Nella presente Nota, introdotta la rappresentazione geometrica di un 
tensore mf! qualsiasi, mi limito alla considerazione dei tensori doppi. 

Gioverd ricordare alcune definizioni del calcolo tensoriale: 

a) Tensore. Prefissata nello spazio ordinario una terna cartesiana 
ortogonale (O; 1, y25J3) € assegnate 3” funzioni Tis, ened, Gr 0° tm €S- 
sendo una generica disposizione con ripetizione di 1,2, 3), si dita, chew 
T;, ...3, definiscono cartesianamente un tensore mo quando, passando ad 


altro sistema ortogonale di riferimento (O ; jr , 2, J3), le nuove componenti 


T;,...;, dello stesso tensore risultano legate alle primitive dalle relazioni © 
es 3 
() Tie im ~ a coo Te, re* ty ai, fee he i hms 
I m 
con aij = cos (yi ¥j); quindi || aj || = = 1. 


b) Isotropia ed emisotropia. Un tensore € isotropo se le sue compo- 
nenti non cambiano, cambiando comunque la terna cartesiana di riferimento ; 
& invece emisotropo se le sue componenti rimangono inalterate per un cam- 
biamento di coordinate a determinante + 1, e si mutano nelle opposte per 
un cambiamento di coordinate a determinante — 1 ©). 

c) Simmetria ed emisimmetria, Un tensore & simmetrico quando sono 
uguali le sue componenti che differiscono soltanto per lordine degli indici, 
& invece emisimmetrico se lo scambio di due indici qualunque porta al cam- 
biamento di segno della componente; quindi sono nulle tutte le componenti 
con indici non tutti distinti . 


(1) Pervenuta all’Accademia il 24 ottobre 1932. 

(2) Cfr. U. Cisorri, Lezioni di calcolo tensoriale, Milano (1928), Tamburini, n. 7; 
Cenni sui fondamenti del calcolo tensoriale, Milano (1932) Hoepli, n. 14. 

(3) Seconda opera citata, n. 5 e anche U. Cisorri Tensori isotropi. Questi «Ren- 
diconti», vol. XI, serie 6*, I sem. 1930, pp. 727=7313; Tensori isotropi e tensori emisolropt. 
Ibid. pp. 917-920. 

(4) Prima opera citata, n. 7. 


Pee eee ae SST F > Oh ee ee 
tes 

Passiamo alla rappresentazione geometrica. In ogni punto Q dello spazio 
ordinario le componenti T;,...;, di un tensore T diventano 3” numeri; 
lo stesso accade delle componenti T;,...;, e le due 3”-ple di numeri sono 
tra loro legate dalla (1). Cosi a ogni punto Q dello spazio ordinario si 
possono far corrispondere due punti P e P di uno spazio euclideo a 3” 
dimensioni (di un S,»). E variando Q in modo da descrivere tutto lo 
spazio ordinario, varieranno, in corrispondenza, P e P nello S3”, descri- 


vendo due yariett X e Z (dipendenti dalla natura delle T;,...;,). Si vedra 


che la corrispondenza tra P e P & una proietlivitad; e Vessere un tensore 
isotropo vorra dire che, mentre il punto Q varia nello spazio ordinario, il 


punto P si muove nello S,», sempre coincidendo col suo omologo P, 
cioé descrivendo una varieta & tutta formata di particolari punti uniti. Par- 
ticolart, perche le coordinate di un punto unito saranno, in generale, fun- 
zioni dei coefficienti aij, e invece l’isotropia prescinde dai valori di tali 
coefficienti. 

Per noi dunque lo studio dell’isotropia consistera ne] cercarne, in certo 
modo, la regione, il campo. 

In modo analogo si studieranno la simmetria e l’emisimmetria: questi 
caratteri, dovendo sussistere tanto sulle componenti T;,...;, che sulle 
Tj, ...;,,» procederanno dall’esistenza di particolari spazi uniti dello Sj», 


particolari sempre nel senso di indipendenti dagli a;;. 


2. Tensori semplici. Un breve cenno sui tensori semplici aiutera le con- 
siderazioni che seguono. 

Per noi i tensori semplici sono i punti P=(T,,T.,T,;) di un S, 
euclideo, riferito a una terna di assi ortogonali (/,,¢,,!,). Il punto 


P=(T,,T.,7;), per essere 
T= ¥Ta 
4 


é il corrispondente di P in una nota“ omografia z,, per la quale il deter- 
minante dei coefhcienti ¢ un determinante ortogonale. 

Per la x, l’origine O degli assi ¢ un punto unito e due punti corri- 
spondenti hanno uguale distanza da O : tenendo presente questa circostanza 
ci si puo ridurre a considerare Vomografia subordinata dalla 7, nella stella 
di centro O. Se una retta reale per O & unita, su di essa la 7m, subordina 
Videntita oppure la simmetria rispetto a O. Per cui, a prescindere da par- 


(1) Cfr. L. Berzovart, Geometria analitica, I, Milano (1920), Hoepli, p. 176 e p. 437. 
G. CastELNuovo Legioni di geometria analitica, Milano—Roma-Napoli (1924), pp. 139: 
1445 324. 


. sa ; SS ee 
bear | 

ticolari omografie dello S, (identiti o simmetrie), delle tre rette unite per O 

una sola w sara reale, mentre le altre due, a e b, saranno immaginarie 
coniugate. Precisamente sulla u avremo lidentita oppure la simmetria se- 

condo che sia || ij|| = + 1, mentre le a e > saranno le rette di lunghezza 

nulla del piano per O perpendicolare alla w. 

In ogni caso le rette unite della 2, hanno coordinate che dipendono 
dagli aij; e pero, fatta eccezione del punto O, nom esistono tensori semplica 
isotropi od emisotropi. Questa circostanza si rileva anche dal fatto che cam- 
biando il verso sull’asse y; cambiano di segno tutti i termini della riga 1” 
del determinante || «||, eppero cambia di segno la T;, e questa soltanto. 


3. Tensori doppi. Sono i punti P =(T;,:,) o P= (Tj, ;,) di uno spazio 


euclideo a nove dimensioni, riferito a nove assi cartesiani ortogonali #;, ;,, 


uscenti da un punto O. II legame tra P e P é stabilito dalla (1) per 
Mi 2 Actoe 


(2) Laps =>, lee Xi, jy Xi, j, ty 5425 Jryf2 = 1,2,3.- 


ty 1g 


E facile dimostrare che le (2) rappresentano una proiettivita , non 
degenere: infatti, esse sono relazioni lineari tra le T;,;, e le T;,;, col de- 
terminante dei coefficienti diverso da zero, anzi uguale a + 1. Questa 
circostanza segue dal fatto che gli 81 coefficienti delle (2) soddisfano alle 
condizioni di ortogonalita, cioeé la somma dei quadrati degli elementi di una 
stessa linea ¢ uguale all’unita e la somma dei prodotti degli elementi omo- 
loghi di due linee parallele & uguale a zero. Pertanto la (2) rappresenta 
una soslituzione orlogonale: quindi un movimento o una simmetria rispetto 
a O. Ne segue che Ja (2) conserva le distanze, gli angoli, le aree, i volumi. 

Basta questa conclusione per darci una ragione immediata di alcuni 
invarianti del calcolo tensoriale, ai quali la nostra interpretazione appresta 
un significato geometrico, rispondente ai nomi che tali invarianti gia rice- 
vettero. Invero, il calcolo tensoriale dimostra “) che sono invarianti rispetto 


al passaggio dal tensore T al T e per qualunque terna ortogonale di rife- 
rimento le espressioni 


T= ests T x U = Sly LU pe —yz (Gis i2 OFF jo mate cs j2 Vis 5208 


che rispettivamente si chiamano modulo del tensore T, prodotto scalare dei 
due tensori Te U,. modulo del prodotto tensoriale dei due tensori TV e U 


¥ 


I 
(: meno del fattore 3): 


(1) U. Cisorri, Seconda opera citata, pp. 30-43, 


4 oy Sy eS a ro te “a = Jae \e Sy Zz ag 
7 , on 33 pepe ; 
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Per noi questi invarianti sono evidenti, rappresentando rispettivamente 
la distanza di T da O (O punto unito); il coseno dell’angolo TOU (a pre- 
scindere dal fattore T- U, che ¢ pure invariante) e V’area del triangolo TOU. 
Non solo, ma l’annullarsi della BT;;Uy esprimerd che le rette Bs WRX 01 
sono ortogonali (condizioni di ortogonalita di due tensori), come Vessere 
P = 0 esprimera che i due tensori Te U sono allineati con O (parallelismo). 

E ci sara consentito di vedere subito altri invarianti ed altre relazioni, 
come la distanza di due tensori (d = YX (Ti; — Ux)? ), 2 volumi delle iperpi- 
ramidi definite da h tensori indipendenti dello S,, ed altri ancora, espressi 
da formole pit o meno complicate, che qui, per breviti, omettiamo. 


4. Tensori doppi simmetrici e tensori doppi emisimmetrici. Agli effetti 
della simmetria e dell’emisimmetria interessa la conoscenza degli elementi 
uniti del nostro S,, 0, se si vuole, degli spazi uniti per O, tenuto pre- 
sente che l’iperpiano improprio & unito. 

La ricerca di questi elementi uniti si fara senza ricorrere alla risolu- 
zione di complicati sistemi: basterd analizzare con quali operazioni si passa 
da un punto P al suo omologo P. 

Consideriamo, dentro lo S,, tre S; di riferimento, passanti per O ea 
due a due oriogonali: siano essi &,, %,, 2; , rispettivamente definiti dalle 
terne di assi 


Cea SEES, CS SR ey CS sikgae ties) 


e agli stessi assi ordinatamente riferiti. Dato un punto P, si conoscono le 
sue tre proiezioni ortogonali P, , P, , P; dentro gli spazi X; viceversa, esiste 
uno e un solo punto P di date proiezioni P;. Scriveremo pertanto: 


PP; + P,P: 


Similmente si dica per altri tre spazi di riferimento &/, 2, 2, rispet- 
tivamente definiti dalle terne di assi 


C: >) lox > En) (tr 2 Ino 2 i) (tr; Pd los Pd 3) 


e agli stessi assi ordinatamente riferiti. Se P, ¢ la proiezione ortogonale di 


un punto P dentro il 2, si avra 
PP. Pa P 


Cid posto, l’esame dei coefficienti della (2) _permette di vedere che il 
passaggio da un punto P al suo corrispondente Psi puo operare cosi: 
1°, Si proietti P negli spazi 2, cosi ottenendo i punti P;. 
2°. Dentro il &;, riguardato come un S, separato, si operi |’omo- 


= 
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grafia m,: questa trasformera il punto Pi =(Ti, , Lins Lig) “Del punto 
P= (prs eae 


i it? i2? 
Py 24 
T= > “La Aj - 
y h 
I 


Cid, lasciando naturalmente ferme le altre coordinate, porta a una trasfor- 
mazione dello S, che indicheremo con gi. 
F . se L ° . , ‘ 
3°. Si proietti il punto P* = P* + P} + P¥ dentro gli spazi Die esl 
6 * a, eas * * * 
ottenendo i puntii P= _(1 1s, Ve 
4°. Dentro il Z, considerato come un S, separato, si operi l’omo- 
grafia ,, la quale trasformera il punto P{ nel punto P; = (T.:, T.:i, T;:) 
con 


NL 


ree es 3 Y 
ie = > Ey Cig 
I 


Cid, lasciando ferme le altre coordinate, porta a una omografia dello S, 
che denoteremo ¢;. 


5°. Infine sara P = P, + P, + P, e perd, in definitiva, 
Ts = P; , P, 5 Pz Pr- 


Viceversa si passa da Pa P. 
Le considerazioni che precedono e l’esame dei coefficienti della (2) 
mostrano chiaramente quanto segue: 
I. Si pud scambiare lufficio degli spazi X; con quello dei Z, ope- 


rando prima nei 2’ e poi nei x;. In simboli si scrivera 


II. Detta o Pomografia involutoria che porta Ty in Tj, si osservi 
che la o trasforma la 9; nella g.; tenendo allora presente la propr. I, e 


ticordando che la trasformati di un prodotto ¢ il prodotto delle trasfor- 
mate, si avra: 


OS = FP. P,P, P; P21 F = 0; P2010, P,P, = TM 


cioé la m, & invariante per la o. Si ha cosi che a punti sinmetrici rispelto 
allo Sg comune agli iperpiani 


G3) gE Meee AP les aly: 


corrispondono punti simmetrici rispetto allo stesso Se. 
Ill. L’essere la m, invariante per la o comporta che anche la o é 
invariante per la m,, cioe é unilo lo S¢ rappresentato dalle (3) (Se simmetrico). 


IV. Si indichi con y Vomografia che porta Ti; in —Tjj;: la y é 
permutabile con la m,, quindi anche lomografia prodotto XY = yo & per- 
mutabile con 2,. Cid dice che é unito lo S; comune agli iperpiani 


(4) Ti == O As = 7a 


che chiameremo S, emisimmetrico. 

Osservaxione. La proprieti IV procede senz’altro dalla III. Infatti lo Se 
emisimmetrico € lo S; perpendicolare allo S¢ simmetrico nel punto O; e 
la w,, lasciando fermi jl punto O e lo S¢ simmetrico e conservando gli 
angoli, lascera fermo anche lo S,; emisimmetrico. 


5. Tensori doppi isotropi. Cerchiamo i tensori doppi isotropi. Se esi- 
stono, essi dovranno essere punti dello S, invarianti per qualunque cam- 
biamento degli assi ¥;, in particolare, per il cambiamento del verso su uno 
di questi assi, per esempio su ¥:- Ma con cid cambiano segno i coefficienti 
della prima riga del determinante || aij ||, epperO cambiano segno le tre 
coordinate T*, T? , ae, Proiettando negli spazi x e operando le ’, si 
trovera che cambieranno segno tutte le T,; e le Tj; con j==1, mentre 
la Ty,, avendo subito due cambiamenti. di segno, si sara riprodotta inal- 
terata. | 

Cambiando successivamente il verso anche sopra Y, € ¥; si trovera 
cosi che affinche un punto sia isotropo ¢ necessario che siano nulle tutte le sue 
coordinate Ti; con i=]. 

Pertanto un punto isotropo andra cercato nello S; definito dagli assi 
tr1 y lao #33. Consideriamo dunque un punto di questo S,. Se esso & isotropo, 
risultera, in particolare, invariante per lo scambio di due assi yi. Ma lo 
scambio di ¥, con ¥, porta lo scambio, in || es; || della prima riga con la 
seconda, epperO lo scambio, in ogni P? della prima con la seconda coor- 
dinata (T}, con T?,). Ne segue, quando si proietta nei x’, lo scambio 
di P’ con P) e lo scambio, in ogni matrice, della prima riga con Ja seconda. 
Onde sorge lo scambio di T,, con T,,. Analogamente, lo scambio dei due 
assi Y, € J; porta T,, in T,,, epperd, in definitiva, condizione necessaria 
affinché un punto sia isotropo é che esso abbia coordinate del tipo 


(5) Tx=A a) 


con A scalare qualsiasi. 

Che le (5) siano anche condizioni sufficienti per Visotropia si rileva 
trasformando mediante le (2) un punto soddisfacente alle stesse condi- 
zioni (5), per esempio il punto T; = 1 Ti = 0. Poicheé esso risulta isotropo 
concludiamo che sono tensori doppi isotropi tutti i punti della relta (retta 
isotropa) rappresentala dalle (5). 


Osservazioni. - 1* Ogni iperpiano perpendicolare alla retta isotropa sara 
unito; cioé sara unito ogni iperpiano di equazione 


(6) Tye teeta 


Questo fatto spiega perché la somma Ty; + Ts. + T,,; sia un mmva- 
rianle per un tensore doppio qualsiasi. Invero preso, neilo S,, un punto P, 
lo iperpiano per P perpendicolare alla retta jsotropa ha una equazione del 
tipo (6) ed é unito. Il trasformato di P, dovendo giacere nello iperpiano 
stesso, avrd coordinate Ti; che ancora soddisferanno la (6). 

2* Tutti gli S, perpendicolari allo Ss simmetrico nei punti isotropi 
sono uniti. Essi hanno equazioni del tipo 


dl Weyesae Ty=— T3 
eppero sara 


Ti = A Ty; Sa Ti . 


Questi S; sono tutti paralleli allo S, emisimmetrico. 


Matematica (Analisi). — Un principio di inversione per le 
corrispondenze funzionali e sue applicazioni alle equazioni a derivate 
parziali. Nota 11 di R. Cacctopport, presentata dal Corrisp. 
G. Scorza. 


5. Consideriamo ancora lequazione 
oe A. <= f(%,5%>P>9)3 


& istruttivo vedere come ne vada modificata Ja trattazione quando si vogliano 
introdurre fin dal principio le derive seconde, evitando limpiego del A, 
generalizzato. Avremo cosi una nuova applicazione del metodo, immediata- 
mente estensibile ad un’equazione molto pit generale. 

Supporremo ora sul contorno I" la curvatura e le funzioni ¢’ (5) , @” (s) 
dotate di derivate prime continue rispetto all’arco (queste condizioni potreb- 
bero sostituirsi con altre meno restrittive, del tipo di Hélder), ed in C le 
derivate seconde delle funzioni z(x,y) e le funzioni p(x, y) soddisfacenti 
ad una condizione di Hélder con un esponente A< 1). Come distanze 
prenderemo in & 


eg’ Cc" 
© 2 


> 


max | A, 7: — A, %2| + | Ar %: — Ar % | = max [C: —G, | max 


(1) Pervenuta all’Accademia il 17 ottobre 1932. 
(2) Cioé |p (xr, 91) — pv (X25 3'2)| S cost. X Ver — x2)? + (1 = yey 


edhin 2 


ver 
2 es 


max | — wo| + | pr—pel, + max | @; — ,| + max |.” — @ 


dove indichiamo in generale, seguendo Lichtenstein, con |F|, il minimo 
coeficiente ammissibile, per la funzione F(x, y), nella diseguaglianza di 
Holder con lesponente A, cioé il numero 


EG WP Oa) 
[@. — x)? + Or — Vo)? |¥? 


max 


Quanto alla funzione f(x, y,z,p,9), supporremo che essa abbia de- 
rivate seconde continue. 

Con tali posizioni la risolubilita dell’equazione (2) equivale ancora alla 
condizione per linvertibilita locale della corrispondenza T; infatti per un 
integrale w della (2), quardo limitati la funzione al contorno ed il termine 
noto k, la prima del terzo ordine ed il secondo con |k\,, risulta limitato 
| A. t |,. 

Queste ultime considerazioni si applicano immutate all’equazione gene- 
rale (di cui sono casi particolari le equazioni di Lagrange dei problemi 
regolari di Calcolo delle variazioni) 


oe = ore eas 


dove A,B,C,f sono funzioni di x,y,x%,p,q (che supponiamo due volte 
derivabili) e 


B?—AC<o. 


Qui p(x, y) e la funzione 


e la definizione di distanza, oltre che in 2X’, pud conservarsi anche in L, 
dove implica in sostanza che al tendere allo zero di un punto (z), tendono 
a zero la funzione z, le sue derivate dei primi due ordini, ed i minimi 
coeflicienti di Hélder per le derivate seconde. 

In particolare l’equazione a variazione ¢ priva di autosoluzioni quando 

} Tye f 
A,B,C non contengono Ja z, e Bes Quindi in tal caso nell’intorno 
} x 

di un integrale x, della (3) estste wn unico integrale che assuma al contorno 
valori arbitrariamente prefissati in un intorno (del terxo ordine) di quelli di xo. 


By 


Volendo trattare ancora la medesima quistione per l’equazione piu 
generale di tipo ellittico 


(4) F R525 Bin Googe = 


(con le notazioni di Monge) andranno introdotte, atteso che le derivate 
seconde di x figurano in tutti i coefficienti dell’equazione a variazioni, ulte- 
riori condizioni di regolarita, facili a determinarsi; cosi le funzioni x si 
prenderanno tre volte derivabili, e con derivate terze verificanti la condi- 
zione di Holder. 

Viceversa le condizioni di regolarita possono attenuarsi in casi parti- 
colari; p. es. per lequazione ben nota 


WW re earn Pre) 


I potra essere una qualunque curva di Jordan, 2 sara lo spazio delle fun- 
zioni continue in C con i loro A,, e come distanza vi si assumera 


max |A, 7, — A, Z| + max |¢,—@.|, 


prendendo poi in &’ 


max |; — p2| + max |@;—,|, 
e astringendo le funzioni @ alla sola continuita. 


6. Allo stesso modo che i precedenti risultati sulle piccole variazioni 
dei dati ai limiti dipendono dall’inversione di corrispondenze funzionali, 
quelli relativi a variazioni dell’equazione stessa (di solito ottenute merce 
incrementi di un parametro. introdotto nell’equazione) si inquadrano nella 
teoria generale delle funzioni implicite di linee. 

Tornando alle notazioni del 1. 1, sia 


¢ = T [9,4] 


una corrispondenza tra X e &’, dipendente da un parametro «, che potra 
anche essere un punto di uno spazio ad m dimensioni, o di uno spazio 
funzionale lineare. Supponiamo l’operazione T [@ , «] differenziabile, nel senso 
che si abbia 


do = D[e, a, 89, da] 


a meno di infinitesimi di ordine superiore, con D operazione lineare in 
dp ,d%, € continua uniformemente in @,« al variare degli altri due argo- 
menti in un campo limitato. 


Se la trasformazione lineare 


, 


a) =D [9 , %,@, 0] 


é invertibile, Pequazione funzionale precedente é risolubile rispetto a p mediante 
una relazione 


e= 1" [¢',a], 


per @,%,9 compresi in intorni di @o,%0,9,= T [0,0] rispzttivamente, 
sicché la corrispondenza T é invertibile in un intorno. di @) per a sufficiente- 
mente prossimo ad a . ; 

Si puO enunciare sommariamente, ed in questa forma il risultato e 
Intuitivo, che se T ¢ invertibile, a norma del teorema generale, in un 
intorno di 9, é tale anche una trasformazione prossima del primo ordine a T. 

Come applicazione consideriamo l’equazione (3), supponendone i coef- 
ficienti funzioni, oltre che degli argomenti x,y,z%,p,q, anche di un pa- 
rametro reale «. L’equazione a variazioni sia priva di autosoluzioni per un 
particolare valore « di «, e per un corrispondente integrale x, della (3): 
allora v’é in un intorno di xo, per ogni valore di « sufficientemente prossimo 
ad &, un unico integrale della (3) che coincida sul contorno con Xo. 

Un teorema analogo potrebbe dimostrarsi per l’equazione (4). 

Anche per questo nuovo principio vha luogo a ricercare condizioni 
supplementari, analoghe a quelle assicuranti nei casi precedenti l’invertibilita 
in grande, che permettano di estendere il campo di validita dei risultati 
acquisiti soltanto in piccolo attraverso lo studio dell’equazione a variazioni. 

In generale si tratterd di assicurare l’esistenza e l’unicita della soluzione 
dell’equazione in @ 


oe = Lies al; 


al variare di % in una varieta V, ad una, o pil, o infinite dimensioni. 

Supposta Vinvertibilita di T intorno a @, per a su V, se é compaita ogni 
successione di soluzioni dell’equazione precedente relativa ad wna successione con- 
vergente di punti a di V, e se dippit per wn particolare punto a la soluzione 
é unica, tale equazione si risolve mediante wna relazione della forma 


e=T'[¢,,4]=S[] 


dove l’operazione S é univocamente determinata su y. 
Cosi p. es. Pequazione 


Bee one) 5a Pd) 


con f crescente in x e a >>0, ammette certamente, per = 0 e quindi 


per « sufficientemente piccolo, un unico integrale x (x,y, «) che prenda su 


I’ valori @ pretissati: questo esistera allora anche per « = 6, sempre che 
per 0<a< si possano assegnare a priori limitazioni per |x|,|p|,|q]- 


7. Nelle applicazioni dei risultati precedenti alle equazioni ellittiche non 
lineari possiamo scorgere ormai tutte le linee essenziali del metodo ge- 
nerale per lo studio di queste equazioni. L’idea direttrice del metodo ¢ 
quella di collegare un dato problema di Dirichlet ad altro pit’ semplice o 
gid noto, cid che pud ottenersi o facendo variare i valori al contorno as- 
segnati, o pure facendo variare l’equazione stessa, p. es. con lintrodurvi 
un parametro; questvultimo ¢ lartificio gid frequentemente adoperato da 
Bernstein relle sue ricerche sulle equazioni a derivate parziali. Risoluto il 
secondo problema, si cerca poi di risalire al primo per prolungamento della 
soluzione, riguardata come funzione (0 funzionale) degli elementi variabili 
introdotti. 

Questo prolungamento comporta essenzialmente due tappe: il prolun- 
gamento in piccolo, di cui la possibilita dipende dal comportamento del- 
Vequazione a variazioni, ed il passaggio al limite attraverso una successione 
di prolungamenti in piccolo; la legittimazione di questo passaggio costituisce 
come il fulcro di tutto il procedimento. 

P. es. il problema di Dirichlet per Pequazione (3), nelle ipotesi qua- 
litative del n. 5, supposti i coefficienti A,B,C indipendenti da z e ki =O, 

x 

é risolubile in piccolo, cioe nell’intorno di una soluzione assegnata; per 
poterne poi affermare la risolubilita illimitata, cioé con dati al contorno 
arbitrari, bastera saper limitare i moduli di x (x, y) e delle sue derivate dei 
primi tre ordini, o pit. generalmente |z|,|A,z| e |4,z|,, in funzione di 
un limite superiore dei moduli di €(s) e delle sue derivate dei primi tre 
ordini. ‘Allo stesso risultato, a meno di restrizioni puramente qualitative, si 
giungerebbe ove le dette limitazioni richiedessero la conoscenza di limiti 
per le derivate di ¢ fino all’: in tal caso si prenderebbero le funzioni 
al contorno ¢ derivabili m volte, e si modificherebbero corrispondentemente 
le definizioni degli spazi Ze 2. 

Possiamo ora senz’altro enunciare i] risultato generale per l’equazione (4): 

La (4) sia ellittica, cioe si abbia 
oP? oF OF 
(= Tete ope 


e per Vequaxione a variaxione siano escluse le autosoluzioni, p. es. si abbia 


se allora le derivate successive di un integrale z(x,y) della (4), che si riduca 
sul contorno ad una funzione €(s), si lasciano limitare in funzione esclusiva- 


mente delle derivate successive di €(s), il problema di Dirichlet per la (4) é 
illimitatamente risolubile purche ammetta soluzione in un caso particolare. Altret- 
tanto dicasi nel caso che dei possibili sistemi di valori al contorno si considerino 
quelli soltanto di wna particolare varieta “), 

‘Le condizioni di regolarita da imporre ai valori al contorno dipenderanno 
dalla natura delle dette limitazioni. Si cerchera di attenuarle, quando si esiga 
la’ massima generalita, in un secondo momento, mediante passaggi al limite 
a partire dalle soluzioni ottenute. 

La possibilita o meno di stabilire le diseguaglianze occorrenti potra 
dipendere in modo essenziale, per una data equazione, dalla forma del campo 
C: cosi per l’equazione delle superficie minime (problema di Plateau) C dovra 
essere convesso. 

Al precedente teorema abbiamo voluto conservare il carattere di principio 
gencrale, Jasciando da parte Ja riduzione e precisazione di tutte le ipotesi 
qualitative. Per passare alle applicazioni, occorrera ancora uno studio pre- 
liminare delle relazioni di mutua dipendenza tra le limitazioni delle varie 
derivate di un integrale della (3) o della (4), studio gia iniziato da Bern- 
stein, e che giovera riprendere ed approfondire. 
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Meccanica. — Velocita di gruppo per onde associate a feno- 
meni. Nota di B. Finzi, presentata‘’? dal Corrisp. U. Cisorri. 


La nozione cinematica di velocita di gruppo fu introdotta dal Rayleigh 
per onde piane sinusoidali propagantesi in un mezzo omogeneo isotropo di- 
spersivo G), Questa nozione é stata generalizzata alquanto — limitatamente 
pero all’approssimazione dell’ottica geometrica — considerando onde sinusoi- 
dali, di ampiezza debolmente variabile, propagantesi in un mezzo dispersivo 
non omogeneo “). Non mi risulta che sia stata definita una velocita di gruppo 
per le generiche onde fisiche, soluzioni dell’equazione di d’Alembert. 

Ma dalle ricerche di Hugoniot e di Hadamard scende che attraverso 
allo studio delle caratteristiche dei sistemi di equazioni differenziali, che tra- 
ducono matematicamente le leggi che governano fenomeni fisici, questi pos- 
sono assumere carattere ondulatorio%). Non mi sembra quindi privo di 


(1) Cfr. BernsreIn, Sur la généralisation du probléme de Dirichlet, « Math. Annalen », 
69 (1910), Chap. III. 

(2) Nella seduta del 20 novembre 1932. 

(3) Lorp RayLeicu, On progressive waves, « Proc. Lond. Math. Soc. », IX, 1877, p. 21. 

(4) L. De Brocuir, Introduction a Vétude de la Mécanique ondulatoire, Paris, 1930, 
pp. 49-68. 

(5) Una luminosa sintesi dell’argomento forma oggetto del volume di T. Levi-Civira, 
Caratteristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa, Bologna, 1931. 


en ees 


interesse proporsi — come é nello scopo di questa Nota — di stabilire la 
nozione di velocita di gruppo per quei fenomeni in cui la determinazione 
delle varieta caratteristiche — e quindi delle propagazioni ondose associate — 
non dipende dalla preventiva integrazione dei sistemi di equazioni differen- 
ziali che reggono i fenomeni stessi. Tale ¢, ad esempio, il caso dei feno- 
meni ubbidienti all’equazione di d'Alembert. 

Mi propongo altresi, in questa Nota, di mostrare due notevoli signifi- 
cati della velocita di gruppo: il primo consistente nella estensione del teo- 
rema di Reynolds relativo al flusso di energia ‘, il secondo costituente un’ in- 
terpretazione espressiva di un teorema di Schrédinger e di un teorema di 
De Broglie che stanno a fondamento della meccanica ondulatoria. 

1. — Rappresentiamo un’onda piana sinusoidale, propagantesi nella di- 
rezione dell’asse x in un mezzo omogeneo, con la seguente funzione di x 
e del tempo ?: 


x 


V 


(1) BCOS OY, 60 = 2eVR ee 


Nella (1) » & la fase, a ampiezza, v la frequenza, V la velocita di pro- 
pagazione in un mezzo in riposo (velocita di fase); le varieta caratteristiche 
hanno per equazione t = cost. 

Consideriamo una famiglia di onde (1): ogni onda sia caratterizzata 
da un valore v della frequenza; il mezzo in cui avviene Ja propagazione sia 
dispersivo, cloe V == V(v). Nel caso in esame + @, in virtu di (1), fun- 
zione, oltre che’ di x e t, anche div, e la fase @ dipende anch’essa da 
Se tee hg 

Consideriamo due onde aventi frequenze infinitamente prossime: affinché 
queste due onde, che supponiamo in concordanza di fase nel punto d’ascissa x 
e nell’istante £, si conservino in concordanza di fase nel punto d’ascissa 
x + dx nell’istante t + di, deve essere 


dt I Gy 
2) Roe him” 

dx ul dv V(v) 
La (2) definisce la velocita di gruppo, u, nel caso considerato; definisce cioe 
la velocita con cui si muove un punto in cui concordano le fasi di un gruppo 
donde di frequenza estremamente prossima. 

2. — Un fenomeno sia caratterizzato da m quantita fr ,---, fm, fun- 

zioni del tempo t e di un punto P di coordinate cartesiane x,y,z; le fun- 
zioni f ubbidiscano ad un sistema di m equazioni differenziali. Da questo sistema 


(1) O. REyNoxps, On the Rate of Progression of Groups of Waves and the Rate at 
which Energy is Transmitted by Waves, «Nature», XVI, 1877, p. 343. 
(2) Lorp RayLetcn, loc. cit. 
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si tragga Pequazione differenziale delle varieta caratteristiche t(t, P) = cost. ©, 
e si consideri particolarmente il caso in cui quest’equazione non contiene 
le ignote funzioni f. Mediante un integrale t potremo associare una pro- 
pagazione ondosa al fenomeno. 

Se una quantita q dipende, oltre che dal posto, dalla propagazione on- 
dosa accennata, riterremo g = q(P,¢), essendo @ una quantiti che dipende 
soltanto dalla propagazione ondosa. g € cid che diremo fase: € attraverso 
ad essa che la quantita’ q dipende dal tempo. Questa fase deve manifesta- 
mente dipendere dal tempo e dal luogo semplicemente per il tramite di 7, 
giacché per t = cost., cioe in ogni istante su ogni superficie d’onda, @ deve 
risultare costante. Dunque @ = 9(t). La funzione g(r) € subordinata, si 
intende, alla particolare quantita q. 

Eoulename ora, non un fenomeno, ma una famiglia di fenomeni 
analoghi a quello precedentemente considerato, ognuno caratterizzato da un 
valore v di un parametro. In corrispondenza ad ogni valore di v si abbia 
una m-pla di funzioni ubbidienti ad m equazioni differenziali caratterizzanti 
un fenomeno della famiglia. Le varieta caratteristiche si rappresenteranno cosi: 


G3) a(t, Pv) = cost. 


La (3) rappresenta una famiglia di onde associata alla famiglia di fenomeni 
considerati. La funzione che compare in (3) € integrale dell’equazione : 


oT Ov OT Ov 


(4) Q(t, P,pi,v) =o > Po = 3 ? ES eas > eo eH ie az 


Nota la (3), la velocita di avanzamento (velocita di fase) di ogni onda, 
avente, in un luogo ed in un istante, normale il versore 2, € cosi espressa © 2): 


nm, g=VPR TPE +P, 


we 


() | Ye |e 


e V dipende, in generale, oltre che dal tempo e dal luogo, dal parametro v. 
Consideriamo la fase di ogni onda: poiché, in corrispondenza ad un 
prefissato valore di v,@ & funzione soltanto di.t, sara: 


(6) 9 =9(V57)3 


dove @ si riterra funzione assegnata dei suoi argomenti. Ad esempio, nel 
caso delle onde considerate al paragrafo precedente, la (6) coincide con la 


seconda delle (1). 


Un’onda della famiglia corrisponda al valore v del parametro; un’altra 


(1) T. Levi-Crvira, loc. cit., pp. 14-16. 
(2) T. Levi-Crvita, loc. cit., p. 34. 


Sy See 
al valore v + dv. Le due onde saranno in concordanza di fase in un punto P 
nell’ istante #, se 


(7) p(v,t,P,v))=9(v+dv,t¢,P,v+dy)). 


Scriviamo ora la condizione perché le due onde considerate siano ancora 
in concordanza di fase nel punto P + dP nell’istante t + dt: 


p(v,t(t + di, P +dP,v))=o(v + dv,t¢ + dt,P+dP,v + dy). 


Da questa, ricordando la (7), si ricava: 


1 do d 0 
ad o@ x +E dy + 


d 09 
oy dx 


(8) —— = dt + Ay age 


v ot dvax 


Se un punto si muove dunque in modo da verificare la (8), in esso sempre 
concordano le fasi di un gruppo d’onde di parametro estremamente prossimo. 
Se il punto P + dP é situato sulla normale alla superficie d’onda in P, 
detto dn Velemento di normale, risulta gdx = + p,dn,gdy = + p,dn, 


g dx = + p,dn. Da (8) scende allora con facili calcoli: 
d (I@ 
a ane he rlee? 
(9) Stat te ae ar 39. 
dv\ar° 


La (9) da la velocita a con cui avanza, in un dato istante ed in un dato 
punto, il gruppo donde considerato. 
La (9) puo scriversi diversamente, introducendo la velocita di fase 


espressa dalla (5): 
Oo” d (29 
ace dV nee 


(9') Uh B= V = FE a 39 Ty n= @ (29 Po\ nm. 
dv\a<® dv\a7 V 


Dalla (9’) scende che la velocita di gruppo coincide con la velocita di fase, 
se quest’ultima non dipende da vy. 

Per onde piane sinusoidali, per (1), la (9') coincide con Ja (2). Al- 
lorche @ & proporzionale a vy e at, la (9') coincide con la (2) anche per 
onde piane qualsivoglia, soluzioni dell’equazione di d’Alembert nel caso che 
la propagazione avvenga in mezzi omogenei. Anche per le onde di forma 


(1) Ty Levi-Civrra, loc. cit. p,- 33: 


ares bs ated 
e * 
qualunque propagantesi in un mezzo omogeneo™, e per le onde rappre- 
sentate da 


(10) q=A(P)F@) ) 9 = 9(V,7) , t=!—o(,P), 


che diremo onde di Maggi, vale la (2), quando si assume una fase pro- 
porzionale a v e a 7. Si intende che Ja (2) ci fornisce in questi due casi 
soltanto il modulo del vettore w# (che ¢ sempre diretto come »). Nel se- 
condo caso si rileva poi che V é, in generale, funzione, oltre che di v, 
anche di P. 

3. — Sia q una quantita che, oltre a dipendere dal punto P e dal pa- 
rametro v, dipenda dal tempo ? per il tramite della fase @ di una propa- 
gazione ondosa. Si consideri il caso in cui g é funzione periodica di 9. 
Sia Q una quantita somma di altre quantita q,q’,--+, analoghe a q, cor- 
rispondenti a valori del parametro assai prossimi ad un valore v. Rispetto 
ad un osservatore traslante con velocita eguale alla velocita di gruppo, va- 
lutata in ogni istante in un punto P solidale con l’osservatore stesso, tutte 
le quantita q,q’,--- e la quantita Q sono, nel punto P, funzioni periodiche 
della stessa fase. 

La proprieta ora rilevata fornisce un significato alla velocita di gruppo. 
Questa proprieta sussiste comunque g e @ dipendano dai loro argomenti. 
E notevole perd il caso particolare in cui, rispetto all’osservatore tra- 
slante con velocit’ eguale alla velocita di gruppo, la dipendenza di g e 9 
dai loro argomenti é& tale che Ja quantita q, periodica rispetto a 9, risulti 
anche periodica rispetto al tempo. Cid si verifica nel seguente caso note- 
vole, che comprende, in particolare, le onde piane sinusoidali (1). 

Sia @ = h(v)t, cosi che g risulti funzione periodica di t. Come per 
Je onde di Maggi propagantesi in un mezzo omogeneo, sia 


n(P) 


pee ie. 
essendo Ayn =1, e quindi V la velocita di avanzamento. Le superficie 
d@onda saranno nel caso in esame superficie parallele, ed m ¢ il parametro 
che le caratterizza. 
Se allora assumiamo &,7, come coordinate di un punto di una su- 
perficie d’onda all’istante 1, = Vi + cost. e & ed y sono indipendenti da ¢. 
Consideriamo una quantita 


(01) 1=90,8.9.9) » ¢=bO(!— yoy). 


\ 


(1) G. A. Macet, Sulla propagazione delle onde di forma qualsivoglia net mexxi isotropi, 
questi «Rendiconti», vol. XXIX, 1920, p. 371. 
(2) G. A. Macart, Teoria fenomenologica del Campo elettromagnetico, Milano, 1931, p. 268. 


oe Oe tae 
Si dimostra facilmente che, nel caso in esame, g & funzione periodica di t 
rispetto all’osservatore traslante con velocita eguale alla velocita di gruppo, 
cosi che, per il significato di velocita di gruppo, la somma di quantita ana- 
loghe a quella considerata, ottenute facendo variare estremamente poco il 
parametro v, ¢ pur essa funzione periodica del tempo in), 

Nell’ipotesi (11) la velocita di gruppo si presta ad un notevole signifi- 
cato fisico espresso dal teorema di Reynolds. 

4, — Per le onde piane sinusoidali di un mare di profonditi infinita 
Reynolds dimostrd il seguente teorema: la velocita di gruppo & eguale al rap- 
porto dei valori medi del flusso d’energia e della densita lineare di energia @. 
Rayleigh osservd che questo teorema vale anche se la profondita ¢ finita 3), 
e Abraham ne estese Ja validita anche alle onde piane sinusoidali elettro- 
magnetiche “. M. Ferrari) diede una dimostrazione del teorema di Rey- 
nolds, sempre per onde piane sinusoidali, informata ad un concetto molto 
ampio, che si presta ad essere senz’altro trasportata a generici gruppi di feno- 
meni fisici la cui densita di energia sia funzione periodica del tempo, rispetto 
ad un opportuno osservatore mobile. 

Consideriamo una famiglia di fenomeni; se ¢ ¢ la densita di energia 
di un fenomeno della famiglia, e sia una quantita che, oltre a dipendere dal 
posto e da un parametro v, dipenda dal tempo per il tramite della fase 
relativa alla propagazione ondosa associata al fenomeno. Se €,¢,-++ sono 
le densita di energia di fenomeni corrispondenti a valori estremamente pros- 
simi del parametro, E =e +e’ + --- @ la densita di energia del gruppo 
considerato. Se e ¢ funzione periodica di @, nell’ipotesi (11), per quanto 
dicemmo al § 3, rispetto all’osservatore moventesi con velocita w, eguale 
alla velocita di gruppo, E sara funzione periodica di ¢. Allora, il valor medio 
di = in un periodo T é nullo. 

A meno di un vettore solenoidale, sar’ dunque nullo il valor medio 
del flusso d’energia, rispetto all’osservatore mobile considerato. Ma se } & 
il flusso rispetto ad un osservatore fisso, il flusso rispetto all’osservatore mo- 
bile non @ altro che } — Ev. Indicando dunque con [ | il valor medio 
in un periodo T, si ha: |}] = [Ew]. Ma, nel nostro caso, aw non dipende 
da t, dunque 


(12) [E] w = (3). 


(1) La concordanza dei periodi rispetto al tempo di queste quantita e della loro 
somma pud, volendo, verificarsi direttamente. 

(2) O. ReyNo ps, loc. cit. 

(3) Lorp RayLricH, loc. cit. 

(4) M. Asrawam, Sulla velocita di gruppo in un mezzo dispersivo, « Rend. Ist. Lom- 
bardo», vol. XLIV, 1911, p. 68. 

(5) M. Ferrari, Flusso di energia e velocita di gruppo, questi «Rend. », vol. XXII, 
1913, p. 761. 


ea 2 races 

La (12) traduce precisamente il teorema di Reynolds, la cui validita 
viene dunque estesa ai casi ora specificati. 

5. — Stabiliamo, in fine, un altro significato fisico di velocita di gruppo 
in un caso particolare notevole. 

Consideriamo un punto materiale di massa m soggetto ad una forza 
conservativa, e sia U(P) la funzione potenziale. I] movimento del punto ma- 
teriale ¢ retto da un sistema hamiltoniano di funzione 


(13) Hag. 


Consideriamo la propagazione ondosa che ha come sistema hamiltoniano cor- 
rispondente ) il sistema di funzione (13). L’equazione differenziale delle va- 
rieta caratteristiche che individuano queste onde, che diremo hamiltoniane, 
Sl Scrivera Cosi: 


I 
PS sO 
2m.° 


(14) Po + 


Ma, se E € lenergia totale del punto materiale, potremo assumere 
(15) po=—E , g=f2m(E + U), 


e facilmente constatare che la velocita vw del punto materiale ed il versore 
a normale alla superficie d’onda nel punto stesso sono paralleli®. Ad ogni 
valore di E si ottengono delle onde hamiltoniane associate al punto mate- 
riale d’energia totale E; la velocita di propagazione (velocita di fase) di queste 
onde & tosto ottenuta dalle (15), ricordano la (5). 

Facciamo ora variare estremamente poco E: otterremo un gruppo di 
onde di parametro E. Se assumiamo come fase una quantita’ proporzio- 
male. a-t,- da (15) & (9) Scende: 


(16) w=. 


Cioe, la velocita di gruppo delle orde hamiltoniane di un punto materiale, 
soggetto a forze conservative, coincide con la velocita del punto stesso. La (16) 
fornisce un notevole significato fisico della velocita di gruppo nel caso in 
esame. . 

Questo risultato non ¢ altro che un’interpretazione, nella quale inter- 
viene la nozione di velocit’ di gruppo da noi generalizzata, di un teorema 
dovuto a Schrédinger 6); & pure sostanzialmente equivalente ad un teorema 


(1) T. Levi-Crvira, loc. cit., pp. 42-56. 

(2) E. Scurépincer, Abhandlungen zur Wellenmechanik: Quantisierung.als Figenwer(- 
problem, II, Leipzig, 1927; G. A. Mace, Sul significalo, nel passato e nell’avvenire, delle 
equazioni dinamiche, «Rend. del Seminario mat. e fis. di Milano», vol. III, 1929, p. 53. 


(3) E. ScHropinceER, loc. cit., p. 33. 


i 


dovuto a De Broglie“, che identifica la velocita di un punto materiale con 
la velocitt di gruppo di onde sinusoidali di frequenza v = b-* E psoluzionn 
dell’equazione di d’Alembert nell’ipotesi che U vari molto lentamente da 
posto a posto. Questo teorema sta a fondamento della meccanica ondula- 
toria, nella quale si identifica ) alla costante di Planck. 


Matematica. — L’intégralion des équations aux dérivées par- 
tielles du 2"! orde avec 2 fonctions de 2 variables indépendantes. — 
Il. Systémes contenant cing dérivées du second ordre. Nota“ di 
M. Kourensky, presentata dal Socio T. Levi—Crvita. 


§ 1. - Abordons létude des différents cas particuliers. Quand le sy- 
steme contient cing dérivées du second ordre, il faut étudier seulement 3 
combinaisons 


[rT] S ell SOT aS vk : Baia acc e 4 ; [3]2 to dete ee 
En effet, pour les combinaisons restantes 
[4] Sh eee : bs Wea aos tyes : [el = <5 ee 


dans les équations linaires, pour la détermination de la fonction auxiliaire ®> 
les variables r,s, seront remplacées par 7’, s’,t’ respectivement, les jaco- 
biens 9,0, 7 3 :,:,°* "9%: parp, 6%" 55, 5G 5++ 9%, ef lmversemepe, 
pour g,,+*++,7, nous aurons le changement d’aprés le tableau: 


| | 
au lieu de il faut au lieu de il faut au lieu de il faut 
| 
Pr maaan oD or See Ty er ce: 
Po =O, Or Gar OS TT. = 63 
03 ed Hi 63 —— TT 73 = 73 
2 


Pour Vintégration du systeme 


(1) : | SAN Cats be ae aru an Bee ed SA eA 
FG S95 2925 Poe G5 85 ts tos me) 
par l’adjonction de la 3™° equation compatible 


3 ee 7 ity = oy: Me et) 
D (6-59) 5:%, Ko Do oP 5G at settee ot eee COMstas 


(1) L. De Broctig, loc. cit., p. 75. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 25 agosto 1932. 


aes : : 
er 
nous pouvons obtenir la premitre condition de compatibilité sous la forme 
a) 
(2) oe 
or 


et nous arrivons a la recherche des intégrales particulitres ®, =C, , 
®, = C,,+-+ compatibles entre elles et avec les équations (1) et ne con- 
tenant pas r, du systtme des 3 équations linéaires: 


, v op op sy - 
(9 ze ys G a — ss A; T; or’ + T3 Bef + (Ai Ty aged = or’ 
Pe te ce aa Na oh 
3) 
Sa eet é 
(e + A; 3’) hn Oy’ %); OL 23 oy io 


cD cD 


pa oe lea eS rea Ki & Os Wig: z a (o’ + AIT Dire a 


ol. A; est une des racines A, ,A.,A, de l’équation cubique suivante: 
(4) (t,t +.6,6°))3 + [o, p — t2 7° 4+ (4, —,) 0 |? + 
# ft; F920 + (65 2) 0 4A 4-(43.9 +g, p= 0. 
§ 2. — Pour le systéme d’équations 


Se Cae i ee a LL ek 
De Wg 5 es Di Golo 2 Soe As i) are) 


au lieu de la condition (2) nous aurons 


3 2 ; 
(o’ + 2:7’) io (Ai p2 — 5) aye Pee Po 


, , cD cD d® 
(9’ + Xia") ine sane nd ily a 


4 Z o® , oD , oD 
= 0; IG-¥8)5> MG ga a (o’ aa “Se 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 34 


ae 498 = 
oti A; est une des racines de l’équation cubique 
(c, t+ p10’) A3 + [91 p’— 3G, 7+ (0: — O,)o | Ate 
+ [oy 8 pap’ tLe} = 05) 0] Mats (es Panay eee 


§ 3. — Pour le dernier syst¢me d’equations 


E; OGM yin. 0 Bad sheds ba te tee oe ee ) 
al are Ie OS PC ee tS) had 8 


Vadjonction de la 3™* équation 
DG COR Pe Ps ol eile 0) = const 
conduit aux conditions de compatibilité suivantes : 
Pees FAS 8 Deed hed) 


cD 
| GENO LDS OG tel) oe AT eye 


() | (r’ s'') 0 tr) + ds’) 7 + (tl r')o’ oA = 0 


tart xl Ot) Is a] a Os [Ee Ai 05 


ot les parenthéses indiquent les déterminants fonctionnels des fonctions 
F,,F,,@® par rapport aux variables correspondantes et les crochéts signi- 
fient que par rapport aux x et y nous prenons les derivées totales. 

Des conditions (5) nous obtiendrons le systeme de 4 ¢quations linéaires 
pour la détermination des ¢quations ®, = C, , ®, = C,,--+-+, compatibles 
avec le systéme d’équations propostes F; =o , F, = 0: 


; a) oD od oD 
(o AAT i ARs Palas — hie, ay) + 6: ay 


oN EN 


A 


: »~ oD elt) op . o@ 
(0 teh) ee BT oy wes cae a) err 


, , op , , , , 
(hoy S = [64 dio!) (ite) —(0't HT) A] 


+ [+ do) Am + (64 it!) t] 55 + 
} 


+ [—(e’+ Aio’) tT + (6+ Ait’) (Ait: —7,2)] a 
oD mo) d®| 


| (p+ Aio’) Diop > ope ay ee 


‘ 30 ee . d® 
| ‘> eae le ne S) oy’ an hi & 95° . ot" (c a Ait ) dx ’ 


Bite Me see 


in 


= 
oll A; est une des racines A,,A2,+-+ de l’équation du 4m degré 
[pr o'? + 4, tJ At + 
[o’ (29: 9°’ — 9.0) + 7 (27,0°—7,7)] + 
[Gre 2—=2 0.0 6 Heo, 0l*)' ts, 67 — 2 t70 re ey" 2) [ee 
[o’ (29; 9’ — p29") + o' (27, 7/— tro’)JA + 
+ [93 9’? + 7307] =o. 


+ 
oF 
at 


§ 4. - Dans le § t nous avons indiqué, comment peuvent étre écrites 
les equations correspondantes pour les 3 combinaisons restantes des deéri- 


WEE Garay Ger ue addr 
Par exemple, pour l’intégration du systeme 


ers Ware ars P DAT Sok hear) 
PA (Xs Pak, Ds Ga poy, Cad tinh 5 1) = 0 


nous aurons le systeme auxiliaire 


é oD 
G Ap Ait) = = (41 — Dior) 5 ar RRs aia aPaae 


oD oD oD ex) 
a rw aA rca a7 berwale  Cok ae EON erg 

ot OV os of 

c® e® 
(e + 4:5)? 5 =[@ + Ais) Gio; — 3) + (o $A; We) 


oO 
—[@ + Ao)A Pp; + (6 + AT)T] = + 


oD 
+ [(e + 4:6) e; + (6 + A:T) (6; —Aip;)] OL 


cD d® , oO 
i = — | — | == 
(e + Ai °)| 3 ar 73 dy r 4, at 


cD oD oD d® 
=,|@ me) +b Fb 5 — tude, 


oll A; est une des racines de |’équation 
[pr 6? + p57?) At + 
+ [ (2 ep: — oa:) + 7 (2 9p; — 795) + 
+- [(¢: 6? —2 pao, + a? t;) + (0, 0? — 2 700, + 7” Ty)] A? + 
+ [e(207, —e0,) + o (277; — 60; Ase 
+ [t, 9? +7; o*| == (Oh 


a) One 


Geodesia. — Stazione astronomico-geodetica eseguita nel verlice 
trigonometrico di 1° ordine di M. Crea nel luglio 1930. Nota di 
U. Barsieri, presentata“? dal Corrisp. E. SoLer. 


Questa stazione fu compiuta nei giorni dal 17 al 21 luglio 1930. Se- 
condo il programma prestabilito, si osservo la latitudine, l’azimut di Camino, 
segnale di 3° ordine, situato a oltre 7 km. di distanza da M. Crea, ben 
visibile e ben collegato, mercé le operazioni dell’ Istituto Geografico Mili- 
tare, alla rete trigonometrica di 1° ordine dello Stato, la longitudine per 
via telegrafica, e, per opera del mio aiuto, dott. I. Gennaro, la gravita. 

Essendo il vertice della stazione costituito dall’asse della Cappella del 
Paradiso, appartenente al Santuario di Crea, e situata nella parte pil alta 
del monte, lo strumento universale dovette collocarsi fuori centro, sul limi- 
tato spazio piano, prossimo alla Cappella, poiché il terreno, dirupato subito 
dopo, e circondato da alta vegetazione, non presentava altra adatta instal- 
lazione, anche nei riguardi della visibilita dell’orizzonte. 

Come nelle precedenti stazioni, da me compiute lungo il meridiano di 
Mondovi, per le osservazioni di tempo, di azimunt, gravimetriche e di lon- 
gitudine, fu adoperato un unico cronometro, il Kullberg, disposto nel sot- 
terraneo sottostante la Cappella, presso gli apparati radiotelegrafici e gravi- 
metrici, essendo ad essi collegato mediante apposito circuito, mentre altra 
linea lo univa al cronografo situato nel casotto d’osservazione, nel quale, 
per la Jettura del primo siderale, trovavasi il solito cronometro Fletch, con- 
cordante col Kullberg nell’indicazione oraria, a meno di pochi secondi. 

Le modaliti seguite nelle varie operazioni non si riportano, essendo 
identiche a quelle gia tenute nelle stazioni precedentemente compiute, come 
ho gia accennato, lungo il meridiano di Mondovi. 

Si riassumono qui appresso, in tre piccoli specchi, i diversi risultati 
ottenuti per la latitudine, il tempo e l’azimut. 


Latitudine. 


Luglio 1930 


1° Gruppo 


2° Gruppo 


3° Gruppo 


4° Gruppo 


5° Gruppo 


17 
18 


Mcdiatememe 


45° 05’ 38'.0 


45°05! 38.6 


45° 05' 38’.0 


45° 05! 387.6 


45° 05! 37-4 
200.2 


45°05 39”.0 
38 .3 


45° 05’ 37.8 


45° 05! 387.7 


45° 05" 39".4 
39 .0 


45° 05° 397.2 


(1) Nella seduta del 20 novembre 1932. 


Da questi valori si ottiene, come media della latitudine’ osservata per 
Mr Crea 
AS™O5S 8G i yace 0+, 25 
(epoca 1930°6) 


Determinazioni di tempo. 


Luglio Onuia Correzione Ora siderale Andamento 
1930 del Kullberg corrispondente orario 
17 « Cor. borealis 
Sy » + oh 00™ 025.66 164 00™ 045.63 
® Herculis 
— 0°.0262 
18 idem + 0 00 02.03 16-00) 11 +39 
: : —— 0.02559 
19 8 Herculis 
oa Ophiuci + 0 00 O1 .37 a BS Oy BL 
o Herculis 


Determinazione dell azimut di Camino. 


Luglio 1930 | Reiterazione Azimut | Media 
09) 0° SOP Dato 
18 45° 15 .6 
pare GMO ep eae i 
{ go° 15 .2 a 
le 
| 135° 17 .O 


La riduzione in centro fu eseguita scegliendo, sul ripiano adiacente alle 
due gradinate d’accesso alla Cappella, due piccole basi, e quindi determi- 
nando la distanza ex-centro — vertice, in doppio modo, e compiendo le ne- 
cessarie misure angolari. A calcoli ultimati essa risulto 


Nae = Po? 07-10 6, 
onde in definitiva si ebbe, quale 
Azimunt di Camino sull’orizzonte di M. Crea 


5° 09’ Dg 8 + 35 3 


Alttrazione locale. 


Dagli elementi che precedono, e dai dati geodetici forniti dall’Istituto 
Geografico Militare si deduce pertanto quanto segue: 


( astronomica @u= 45° 05’ 38.5 
Latitudine di M. Crea. 


| veodetica oy = US an 


ga — Pg =— 03.0 


. t 
{ astronomico oa = 5/09 277 a8 
Azimut della direzione a Camino, sull’orizzonte di M. Crea . bs 
geodetico kg = 1236 


ba —Gte = + 157.0 


da cui le componenti dell’attrazione locale 


Y= (% — a) cotg Pa = 4+ 15.0, 
Pazimut ellissoidico del piano dell’attrazione 


Ava 100 40) <2 


e lattrazione locale stessa 


Deterniinazione della longitudine. 


Nelle osservazioni di longitudine, compiute per via radiotelegrafica, |’ap- 
parato ricevente, come gia fu accennato in principio, si dispose nel sotter- 
raneo della Cappella, dall’altro lato dell’apparato gravimetrico; il cronografo 
Cavignato per le registrazioni, venne collegato al cronometro Kullberg, ado- 
perato per l’azimut, il tempo, e Je determinazioni gravimetriche, mentre 
dall’apparecchio stesso si dipartiva il filo che lo congiungeva all’antenna, da 
una parte sostenuta da un’apposita lunga asta smontabile, rizzata in un pic- 
colo ripiano a nord-ovest della Cappella, e dall’altra fissata agli alti alberi 
a sud-est della stessa. 

Nello specchio seguente si riportano elencati i risultati di quelle, fra 
le osservazioni radiotelegrafiche compiute, che in unione alle astronomiche 
di tempo, vennero utilizzate per le determinazioni di longitudine. 
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DalPultima colonna segue, come valore medio della diflerenza di lon- 
gitudine astronomica fra M. Crea e Greenwich 


®) = 0°33" 069.856 == 89.6 42a 


W 


tenuto allora conto della differenza di longitudine geodetica fornita dall’ Isti- 
tuto Geografico Militare 


w= 8° 16 25.058; 
la nota equazione di Laplace 
(w’ — w) sen — (a — ay) =o 


da per residuo — 02’’.4. 

Se si prende, invece, in considerazione la differenza astronomica di lon- 
gitudine fra Crea e Milano determinata con osservazioni stellari dai profes- 
sori C. Celoria e M. Rajna @ 

= 8 3895 
e la differenza di longitudine Milano-Greenwich, determinata per via radio- 
telegrafica dal prof. L. Volta @ 

36" 45°.897, 
risulta, come differenza di longitudine astronomica fra Crea e Greenwich 


w’ = Of 33™ 075.300 = 8° 16’ 49.500, 


valore in buon accordo con quello da noi determinato. 

Tenuto conto di esso, ’equazione di Laplace da un residuo di + 2’7.4. 
Terremo allora per differenza di longitudine astronomica fra M. Crea e 
Greenwich il valore intermedio fra i due ora mentovati 


@ORe="3°'1 6 246 chy on 
e per valore definitivo dell’azimut astronomico di Camino 
ce = 5° 09’ 20. 1 


che si deduce in corrispondenza, dall’equazione di Laplace. 


Ripetendo allora i calcoli, gli elementi dell’ attrazione locale risultano 
lievemente modificati come segue 


E ae — 03’’.0 : ” a oe igo : A a5 99° 52 : i) a ys : 


(1) C. Cetorta e M, Rayna, Differenza fra le longitudini di Milano (Osservatorio di 
Brera) e Crea — osservayioni di C. Celoria e M. Rajna - calcoli di L. Gabba, Milano, 1909. 

(2) L. Vorra, Primi risultati delle determinazioni delle differenze di longitudine Mi- 
lano Greenwich e Genova Greenwich, col metodo delle coincidenze, «R. Istituto Lombardo di 
Sc. € Lettere», serie 27, vol. LVI, 


Fisica. — Sulla distribuzione delle tensioni in un solido ad asse 
rettilineo con sexione trasversale rettangolare. Nota 1V di R. Zoya, 
presentata “ dal Corrisp. C. Guipt. 


A seguito delle tre Note precedenti ©) mi propongo in questa di esporre 
alcune considerazioni atte a precisare la notevole portata pratica delle solu- 
zioni in esse ottenute, illustrando poi, come esempio, in un interessante caso 
particolare, quanto saro venuto esponendo. 

Nelle formole finali della terza Nota sono riassunti anche 1 risultati 
delle prime due. Date le condizioni cui mi sono proposto di soddisfare é 
evidente che trattasi di una soluzione equilibrata, in generale non congruente (), 
ed anzi che trattasi di una delle pit semplici tra tutte le possibili soluzioni 
equilibrate. Il procedimento immaginato consiste infatti nel fissare per ox la 
legge di variazione pit semplice, quella lineare, e da essa dedurre le espressioni 
delle altre componenti speciali di tensione in modo da soddisfare alle di- 
verse condizioni di una soluzione equilibrata. 

Soluzione rigorosamente equilibrata dunque, ma in generale non congruente. 
In cid sta appunto una delle caratteristiche pil importanti delle formole otte- 
nute. Soluzioni analoghe possono evidentemente ottenersi anche per altri tipi 
di solido. 

I vantaggi del procedimenlo seguito mi sembrano dal punto di vista delle 
applicazioni alla scienza delle costruzioni molto notevoli. 

Innanzi tutto occorre appena avvertire che nel caso limite del solido 
prismatico le formole ottenute si riducono a quelle previste dalla teoria di 
Saint Venant. 

Il fatto poi che la soluzione sia rigorosamente equilibrata fa si che essa 
sia senz’altro accettabile come praticamente equivalente a quella esatta, equi- 
librata e congruente ad un tempo, anche in molti altri casi particolari, 
laddove le ordinarie formole della resistenza dei materiali condurrebbero ad error 
inammissibili: cid si verifica ad esempio sia quando Vinclinazione del profilo 
del solido & tale che se ne possa trascurare il quadrato di fronte all’unita 
— senza per altro che la sua prima potenza sia trascurabile — ed inoltre la 
curyatura del profilo possa ritenersi nulla, sia in particolari condizioni di 
sollecitazione come nell’esempio che sara illustrato pit: innanzi. 


(1) Nella seduta del 6 novembre 1932. 
(2) «Rendic. R. Acc. Naz. Lincei», sedute del 12 aprile e del 3 maggio 1931. 
(3) Cfr. R. Zoya, Sul calcolo dei solidi ad asse rettilineo, p. 299 (Torino, V. Giorgio, 1931). 
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Ma anche quando - per essere pil: accentuato il divario tra la forma 
del solido considerato e quella prismatica, e per essere le condizioni di 
sollecitazione pit sfavorevoli — l’aver messa da parte la condizione di con- 
eruenza porti a delle differenze apprezzabili nei valori delle componenti di 
tensione, la soluzione equilibrata proposta rappresenta pur sempre l’andamento 
medio delle linee esatte, cosicché con semplicissime equazioni si ha una quanto 
mai interessante schemalizzazione del fenomeno elastico, la quale permette di 
rendersi conto immediatamente, sia pure in modo approssimato, delle sue 
varie particolarita, e di effettuarne se non altro lo studio preliminare. Ne 
si deve dimenticare innanzi tutto che i calcoli relativi alle soluzioni esatte 
sono in generale molto laboriosi, mentre le formole della soluzione sche- 
matica sono estremamente semplici, ed in secondo luogo che per la grande 
maggioranza dei casi pratici di solidi non prismatici la soluzione esatta non 
é ancora stata data, cid che rende la soluzione schematica ancora pil inte- 
ressante: essa rappresenta infatti im ogni caso un sostanziale perfezionamento 
rispetto alle ordinarie formole, le quali danno sempre per qualcuna delle 
componenti speciali di tensione una distribuzione completamente errata. 

Vi sono poi naturalmente dei casi nei quali il fenomeno elastico ¢ 
talmente complesso che una soluzione schematica del tipo di quella prospet- 
tata puo non essere pili accettabile neppure in prima approssimazione: cosi 
quando si hanno brusche variazioni della sezione del solido, o la sua lun- 
ghezza ¢ molto piccola rispetto alle massime dimensioni trasversali. In 
quest’ultimo caso per altro le condizioni dell’incastro e la distribuzione delle 
forze applicate sulla base libera influenzano, come ¢ noto, in modo talmente 
preponderate Ja distribuzione delle tensioni im tutto il solido che il problema 
perde, in generale, ogni interesse pratico, ed anzi non si puo neppure 
impostare “), 


MENSOLA DI SPESSORE COSTANTE, A PROFILO RETTILINEO, SOLLECITATA 
AL VERTICE DA UNA COPPIA OI E DA UNA FORZA 67, fig. 1 a (problema piano). 
La soluzione equilibrata schematica data nella prima Nota si riduce a 


os 1 y dh ay eda M 
Be ea vale eae 


J 
y =) | (+) M dh y 
= 3 NT ————— 
| ae (7) Tees See 


nelle quali si sono usate le solite notazioni e con h si & indicata la semi— 
altezza della sezione. 


(1) Delle forze applicate e delle reazioni dell’incastro ordinariamente si conoscono 
infatti in pratica solo le risultanti, non la effettiva distribuzione. Confronta la critica di 
G, COLONNETTI al problema di Lamé (La statica delle costruzioni, 1), 


— 507 — 
Bea : ‘ dh I () 
Beane pinecaso: COncreto supportemia <= (fig. 1a). Ricor- 
ar 
dando inoltre che OW = ON; — ©: (J — x), F = G, potremo allora scrivere 
le formole risolutive nel seguente modo 
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Nelle figg. 1b ed 1c, per la sezione generica di quota z, si sono tracciate 


in tratto pieno, per la sola coppia SI e per la sola forza €1, rispettivamente 


funzione di y. Nelle stesse figure si sono indicate in tralto punteggiato le 
analoghe curve della soluzione esatta ©, 

Un semplice esame di queste figure permette di constatare che real- 
mente la soluzione equilibrata schematica ¢ suscettibile di dare una chiara 
rappresentazione della distribuzione delle tensioni. Ed infatti le curve schema- 
tiche seguono l’andamento medio di quelle esatte intersecandole in numerosi 
punti: tre per la tensione oz, quattro per ty, - dei quali due coincidenti 
nell’ origine per il caso della forza ©; -, cinque per oy — dei quali tre 
coincidenti nell’origine per il caso della forza © -. 

Tenuto anche conto del fatto che il valore prescelto per o ¢ da con- 
siderarsi come molto elevato G), e che al diminuire dell’inclinazione la solu- 
zione schematica si approssima con grande rapidita a quella esatta, si puo 
affermare che gli errori che si commettono accettando Ja soluzione sehematica 


(1) Si @ scelto questo valore onde ottenere delle differenze tra curve esatte e curve 
schematiche chiaramente visibili nelle figure. Tale valore é per altro relativamente molto 
elevato e da considerarsi non superabile, poiché altrimenti non esisterebbe 0 sarebbe ecces- 
sivamente limitata la porzione di solido abbastanza lontana dalla base libera e da quella 
incastrata perché vi sia applicabile la teoria. 

(2) Per il caso della coppia OV, vedi R. Zoja lav, cit. alla Nota 3 a p. 505; per 


il caso della forza G, vedi M. Framanr, «Annales des Ponts et Chauss¢es», 1593, ed 


anche R. Zoya lav. cit. alla Nota 3 a p. 505; vedi pure la soluzione data da G. SupINo 
(«R. Acc. dei Lincei», seduta 6 marzo 1932), il quale mostra come si possa passare da 
una soluzione elastica in due dimensioni alla corrispondente soluzione del problema di 
Clebsch. La soluzione elastica in due dimensioni é perd in generale praticamente sufh- 
ciente dando essa i valori medi delle tensioni (Cfr. ad es. A. MrsnaGer, Cours de ré- 
sistence des matériaux, 1928). 

(3) Loe. cit. a p. 505 nota 2. 
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non sono eccessivi. Innanzi tutto osserviamo che basta occuparsi della sola 
Gz, poiche per tyz gli errori sono in generale molto meno notevoli e per oy 
sono cosi piccoli che nella scala adottata non sono quasi pil apprezzabili: 
in particolare per y= + /, dove ordinariamente si ha il massimo divario 


2 OG 
tra curve esatte e schematiche, gli errori per ty; e oy sono rispettivamente 
eguali alla quarta ed alla sedicesima parte di quello per 6,. Riguardo all’errore 
che per y = + h si commette per o; notiamo poi che esso dipende essenzial- 
mente dalle condixioni di sollecitazione: esso raggiunge il valore massimo del 
12 — 10.892 
10.892 
) 2 11-433 


ees BP 
del rapporto tra OI e G. 


= 10.18 °/, nel caso particolare della sola coppia 91%, si riduce 


= 4.96°/, nel caso della sola forza @;, e varia al variare 


< 


E molto interessante la constatazione che esiste in particolare un valore 
del rapporto tra OI, e G; — ed ¢ immediatamente determinabile mediante la 
prima delle 2), noti i valori esatti di o, per y+ =) nei due soliti casi 
particolari — per il quale tale errore per oz, e quindi anche per tyz e per 


oy, si annulla. Nel caso attuale, i 
0.511 (/ —z), e per inclinazioni inferiori del profilo tende a 0.5 (J —2z). 
Per tale condizione di sollecitazione il numero dei punti di intersezione tra 
la curva esatta e quella schematica aumenta per o; di due (fig. 1d) salendo 
a 5; e le differenze tra le curve stesse divengono assolutamente insignificant : 
anche con la notevole inclinazione del profilo del solido preso in esame 
Yerrore massimo é dell’ordine del 0.11 °/,, e si ha per y= ~0.3 h. Per 
la tensione ty;, per y = 0, si ha un errore del 0.32°/,; ed infine per cy 
Yerrore massimo non raggiunge il 0.10°/,. A questa straordinaria appros- 
simazione della soluzione schematica fa riscontro la legge di variazione 
al solito completamente. errata che si avrebbe per tyz e€ oy usando le 
ordinarie formole. 

Pur riservandomi di ritornare sull’argomento - per ricercare le modi- 
ficazioni prodotte nella distribuzione delle tensioni dalla presenza del carico 
sulla superficie laterale del solido —- ¢ immediata l’estensione del risultato 
ora ottenuto al caso della mensola che sopporta un carico ripartito unifor- 
memente sull’orizzontale per tutta la sua lunghezza , poicheé la condizione 
che per una data sezione la risultante ad essa relativa passi a meta di- 
stanza dal vertice ¢ per questo carico soddisfatta per ogni valore di <, 
cosicch¢ — salva la riserva avanzata — per lale condizione di carico la solu- 
zione schematica é particolarmente appropriata. 


J I | 
Fey questo rapporto é uguale a 


(1) E interessante notare che per questo carico il solido considerato é solido di 
egual resistenza alla flessione: C. Gurp1, Scienza delle Costruxioni, parte I. 


Chimica (Biochimica vegetale). — Ricerche nel gruppo delle 
fitosterine. — II. Sulle sterine dell’olio di riso. Nota di C. ANTo- 
NIANI, presentata® dal Socio A. Menozz1. 


Le sterine dell’olio di riso vennero gid in precedenza studiate da Wein- 
hagen (3) che segnald la presenza di un prodotto sterinico con p. f. 131-133 € 
di un idrocarburo con p. f. 79.5-80.5. 

Recentemente un nuovo studio venne compiuto da Anderson e Ne- 
benhauer “) i quali hanno segnalato la presenza di diidrositosterina, di stig- 
masterina e di quattro altri termini cosi contrassegnat: 


fitosterina A: p. f. 139-140; ap — 38-Acetild. p. f. 135.5-136.5; %p— 41.6 
fitosterina B: p. f. 140-141; ap — 37-7-Acetild. p. f. 134-135; %»— 40.9 
fitosterina C: p. f. 140; ap — 36.7-Acetild. p. f. 131-1333 a>— 40 


fitosterina D: Acetilderivato ap — 29.7. 


Io venni a conoscenza di questi dati mentre attendevo ad uno studio 
di carattere chimico-fisiologico sull’insaponificabile dell’olio di riso e poiche 
alcune mie osservazioni incidentali non si accordayano interamente con le 
conclusioni di Anderson e Nebenhauer, ritenni opportuno di riprendere in 
esame la natura chimica delle sterine del riso. 


La materia prima utilizzata per queste ricerche fu la comune pula di 
riso, prodotto che, come si sa, corrisponde all’incirca allo strato aleuronico 
della cariosside di riso. Essa conteneva il 13 °/. di olio greggio. Di questo 
il 5.7°/o era costituito da sostanze insaponificabili, di cui la meta circa 
(2.7 °/> dell?olio) rappresentato da sterine, a loro volta presenti per il 40 °/, 
allo stato libero e per il 60°/, allo stato combinato. (Metodo Windaus alla 
digitonina). 

Per successive ricristallizzazioni da alcool-etere ottenni dapprima un 
prodotto non sterinico, identificato per alcool miricilico, conformemente ai 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di chimica Agraria del R. Istituto Sup. Agrario 
di Milano. 

(2) Nella seduta del 20 novembre 1932. 

(3) «Zeitschr. Physiol. Chem. », 100, p. 159 (1917). 

(4) «Journ. Am. Chem. Soc.», 48-2972 (1926). 
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risultati di Anderson e Nebenhauer “) poi varie frazioni steriniche con punto 
di fusione variabile da 129 a 132 e potere rotatorio variabile da —18 a -26. 

Di queste varie frazioni riunite procedetti alla purificazione secondo il 
noto metodo di Windaus e Hauth @) dell’acetilbromurazione: 

gr. 22 di acetilderivato, preparato nel modo solito, vennero disciolti 
in 250 cc. di etere e trattati con 375 cc. di soluzione bromoacetica al Sete 
di Br. La soluzione venne lasciata a st a temperatura ambiente (17°) e dopo 
tre ore circa si osservO una lievissima separazione di prodotto microcristal- 
lino. Data la scarsissima quantita di prodotto separatosi, la soluzione venne 
lasciata nuovamente a st per 12 ore a oC. Dopo questo tempo si notd 
abbondante separazione di una massa bianca cristallina, che si separd per 
filtrazione dalla soluzione madre. Questa lasciata nuovamente a s¢ a o°C 
diede origine, dopo 4-5 ore ad una leggera nuova separazione di prodotto 
che si riuni a quello di prima separazione. 

La massa cosi ottenuta venne lavata con una miscela di etere e acido 
acetico negli stessi rapporti della soluzione di bromurazione, e quindi ridi- 
sciolta in cloroformio. Essa forni, contrariamente a quant’era da attendersi, 
un prodotto solubile sia in etere che in alcool, con p. f. 70-71° € nel quale 
Ja reazione del bromo era negativa. Questo prodotto venne identificato per 
acetato miricilico. 

E noto che operando nelle condizioni descritte, ed anche senza bisogno 
di procedere ad un raffreddamento della soluzione bromoacetica, si ha, nel 
caso di presenza di stigmasterina, la separazione del corrispondente derivato 
acetiltetrabromurato insolubile. 

La soluzione madre etereo—bromo-acetica, dopo parziale evaporazione 
dell’etere in corrente d’aria, yenne trattata cautamente con acqua; il prodotto 
separatosi per effetto di tale trattamento venne raccolto e lavato alla pompa 
con acqua, essiccato nel vuoto su acido solforico e quindi ridisciolto in etere. 

Dopo qualche tempo (circa 12 ore) dalla soluzione eterea lasciata a se 
a temperatura ambiente (17°) si notd-la separazione di una leggera massa 
microcristallina che si asporto per filtrazione. Questa massa e difficilmente 
solubile in etere ed in alcool, da la reazione del bromo, fonde a 207°. Per 
successiva ricristallizzazione da cloroformio addizionato di qualche goccia di 
alcool essa ha fornito gr. 0.150 circa di un prodotto con p. f. 210° con- 
tenente il 37.3°/, di Br. Per successiva debromurazione e saponificazione 
questo ha dato una sterina con p. f. 164-165°. 


5) 


(1) Ecco le caratteristiche da me osservate per questo prodotto: p. f. 84° (Corr.) 
Anal. elem. sost. gr. 0.087 = gr. 0. 261 CO; gr. 0.113 H,O-C 82.1°/, —H 14.5°/, Cal- 
colato per CzoH6,0 : C 82.2 °/o —H 14.1 % 

Peso molecolare: 1) sost. gr. 0.0095 in gr. 0.1082 canfora: A 7.7>P.M. 454 

» » 2)» ~~» 0.0245 » = »> 0,0970 » A 13.0-P. M. 439 

Peso molecolare calcolato: 438. 


(2) Ber. 39-4378 (1906). 


Questi dati si accordano con quelli dati dal Windaus per la stigma- - 
sterina, della quale (o di sterina analoga) confermo pertanto la presenza 
nell’olio di riso conformemente ai risultati di Anderson e Nebenhauer. 

Ma cid che mi preme far rilevare & il fatto - sin qui non mai segna- 
lato per quanto ¢ a mia conoscenza - di queste condizioni affatto speciali 
di separazione del composto tetrabromurato ; condizioni che sono nettamente 
diverse da quelle indicate dal Windaus“) come caratteristiche per le miscele 
di stigmasterina e sitosterina. 


Dalla soluzione eterea madre del prodotto tetrabromurato teste descritto, 
ho separato frazionatamente i tre prodotti dibromurati seguenti: 


A)” ps be 1 30° B) p. f. 126° C) -pats Lae 
&p — 30.2 Brp292.°)5 Bre.28 00/5 
Bi. 2830.°}5 


Br. cals pet (Goylde Oe Bee 27:2 °i5 


questi, separatamente sottoposti a debromurazione e a saponificazione, diedero 
rispettivamente i tre prodotti sterinici seguentt: 


A) Acetilderivato: p. f: 127~128°; ap + 31-8. Sterina: p. £.137-138°; ap——-27-0 
B) Sterna: Pat. 138°> &p — 27.7 
G) Sterinas’p, £ 13893 &p— 19.6 


Le tre sterine cosi ottenute, sottoposte a ricristallizzazione da alcool 
a 99°, fornirono, dopo una diecina di ricristallizzazioni, i tre prodotti se- 
guentl: 


I) @=— 8.0 2) & = — II.4 3) ap =— 4.6 


mentre dalle rispettive soluzioni madri si ottennero i prodotti seguenti: 


As) ap = — 38.6 B,) ep. == —— 41.0 ioe ap = — 37.2 


che per successive ricristallizzazioni, sempre da alcool a 99°, portarono a 
tre prodotti di potere rotatorio leggermente superiore: 


A,) & = — 40.6 B,) ap = — 42.0 C,) &p=— 41.0. 


Queste tre frazioni vennero riunite e ricristallizzate. Dalla soluzione 
madre si separo una sterina con le caratteristiche seguenti: 


(1) Loc. cit. 


ce Gly a 


Sterina, 
Pecks 143° (coma 
potere rotatorio : p'-— 42.8 {C = 2:5) 
peso molecolare: mg. 9.4 in mg. 200.3 di canfora. A = 5.0-P.M. 376 
» » mg. 8.0 in mg. 93.2 di canfora. A = 8.5-P. M. 404 
Calcolato per C,,H,<O: 386. 


Acetato. 
pas835%5°: (corrs) 
potere rotatorio: ap = — 41.7 (C. 3.35) 
Analisi elementare: gr. 0.1640 di sost.: CO, gr. 0.485; 
oT, O er. 0,176 G80. 1, 11 120%), 
Calcolato per’ CAH nO>: © 8173 -e/03 5H 12 °/,. 


Dibromoacetilderivato, 


petal 320) (CoCr) 
Br. 26.65 °/. Calcolato per C,5H,sO,Br, : 27.2 Jo. 


Diidroderivato, 


Pode TA5e5 (COTS 
&p + 20.9 (C = 8.0). 


I prodotti debolmente levogiri 1), 2) e 3) vennero a loro volta riuniti 
e sottoposti a cristallizzazione frazionata da alcool a 99°. Con cio si separo 
una frazione con p. f. 142°, &p — 39.5 ed un’altra frazione con p. f. 140° 
ed wp + § circa. 

Una parte della frazione destrogira, sottoposta a bromurazione, forni 
un prodotto bromurato contenente 8 °/. di bromo, cioe circa un quarto del 
contenuto che gi calcola pel dibromoderivato sterinico. Questo fatto, unito 
al segno dell’attivita ottica, dimostra che questa frazione ¢ una miscela di 
sterina e di diidrosterina. 

La restante parte della frazione destrogira e la frazione levogira, ven- 
hero separatamente sottoposte a idrogenazione e con cid si ottennero due 
prodotti idrogenati tra loro identici, con p. f. 145°, &p + 20.0, che si iden- 
tificano cioe entrambi a loro volta col diidroderivato della sterina teste de- 
scritta. 
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Risulta da quanto ho esposto che per debromurazione e successiva sa- 
ponificazione delle tre frazioni bibromoacetilate 4), B) e C) si ottiene una 
sola sterina, accompagnata dal corrispondente diidroderivato. 

Tale sterina, presenta un punto di fusione ed un potere rotatorio sen- 
sibilmente pil alti di quelli dati da Anderson e Nebenhauer per la frazione 
indicata come fitosterina’ A. Credo che si tratti perd dello stesso termine e 
che le ‘differenze suddette tra i valori delle due costanti fisiche siano impu- 
tabili alla presenza di una piccola quantita di diidrosterina nella frazione iso- 
lata dai suddetti ricercatori. 

Oltre alla sterina ed alla diidrosterina qui descritte, nessun altro termine 
pote essere da me separato dai prodotti di debromurazione e saponificazione 
del biacetilderivato. I vari prodotti sterinici separatisi durante le numerose 
ricristallizzazioni da alcool, si rivelarono sempre miscele della stessa sterina 
e della stessa diidrosterina. 

In base a questi risultati debbo ritenere che le frazioni steriniche indi- 
cate da Anderson e Nebenhauer col nome di fitosterina B, fitosterina C e 
fuosterina D non siano altrettanti termini distinti, ma semplicemente miscele 
in vario rapporto di un’unica sterina - quella teste descritta - e del cor- 
rispondente diidroderivato. 


Chimica. — Protoselensolfocloruro. Nota“? di A. Baront, 
presentata “ dal Socio G. Bruni. 


Per quanto gia da tempo fosse noto che il selenio agisce sul protoclo- 
ruro di zolfo S,Cl,, non mi risulta che qualcuno abbia studiato quali composti 
si originano nella mescolanza di queste due sostanze. 

Infatti gia F. Kraft ed O. Steiner G) hanno osservato che lo zolfo é 
spostato dai suoi derivati alogenati dal selenio e Rathke “) ha notato la for- 
mazione del protocloruro di selenio Se,Cl, dal protocloruro di zolfo e selenio. 
Le ricerche di questi sperimentatori sono risultate complicate dalla forma- 
zione del protocloruro di selenio e dal fatto che per distillazione questo si 
decompone ‘in tetracloruro di selenio SeCl, e selenio. 

In un precedente lavoro sulla formazione di catene miste di zolfo e se- 
lenio con radicali alchilici 6, io ebbi occasione di occuparmi della azione 
dello zolfo sui poliseleniuri ¢ del selenio sui polisolfuri alchilici e di osservare 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica Generale e Chimica Fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 

(2) Nella seduta del 20 novembre 1932. 

(3) «Berichte», 34, I, 560 (1901). 

(4) «Ann. d. Chem.», rsa, 18r. 

(5) «Rend. Lincei», IX, 6° 1020 (1929). 
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che tale azione ¢ identica a quella deilo zolfo sui composti solforati semplici; 
infatti_ per riscaldamento a temperatura sufficentemente elevata (200°) del- 
diseleniuro dietilico con zolfo si ottiene la somma di un atomo di zolfo con 
formazione di diselensolfuro dietilico e per riscaldamento del disolfuro die- 
tilico con selenio si ottiene la formazione di disolfoseleniuro dietilico, com- 
posti identici a quelli da me preparati per azione dell’ossicloruro di selenio 
e del cloruro di tionile rispettivamente sulletilmercaptano e sull’etilselen- 
mercaptano. 

Era quindi logico supporre che una analoga reazione si originasse dalla 
mescolanza a temperatura ordinaria o nel riscaldamento a temperature suc- 
cessivamente crescenti del protocloruro di zolfo S,Cl, col selenio e che cioe 
il selenio potesse spostare parzialmente e gradualmente lo zolfo dal. proto- 
cloruro con formazione di cloruri misti di zolfo e selenio. 

Per potere provare cio io ho preparato deile miscele di protocloruro 
di zolfo e di selenio nelle proporzioni di una molecola del primo con un 
tomo del secondo e le ho sottoposte a distillazione frazionata dopo averle 
riscaldate in tubo chiuso ed in bagno dolio per quattro ore a temperatura 
di 100°, 150°, 200° e 250°. Mediante accurate distillazioni frazionate ho po- 
tuto osservare ed isolare vari composti che si originano dall’azione del selenio 
sul protocloruro di zolfo e cioe il dicloruro di zolfo SCl,, il tetracloruro 
di sefenio SeCl, ed un cloruro misto di zolfo e selenio o protoselensolfo- 
cloruro SeSC], che fino ad oggi non era noto: esso ¢ un liquido di colore 
rosso scuro che distilla a 60°-62° a 20 mm. La grande quantita di. SeCl, 
che si ottiene durante la distillazione mi induce a ritenere plausibile la for- 
mazione in un primo tempo del protocloruro Se,Cl, che, decomponendosi 
durante la distillazione, separerebbe selenio come ha mostrato Kraft. 

Il protoselensolfocloruro si ottiene con rendimenti bassi; la massima 
resa (13.2°/,) si osserva per le miscele riscaldate a 200°, mentre con le mi- 
scele riscaldate a temperature superiori o inferiori a questa si hanno rendi- 
menti notevolmente minori. Rendimenti migliori si hanno distillando delle 
miscele invecchiate dopo riscaldamento: distillando una miscela dopo invec- 
chiamento per quattro mesi ho ottenuto infatti una resa del 22 °/o. 

L’azione del selenio sul protocloruro di zolfo ¢ stata da me studiata 
anche mediante misure di indice di rifrazione delle miscele appena preparate 
e dopo invecchiamento per quattro mesi. In un precedente lavoro sull’azione 
dello zolfo sui cloruri di zolfo® ho potuto osservare che in funzione del- 
Yinvecchiamento le curve degli indici di rifrazione delle miscele riscaldate 
a 100°, 150° e 200° tendono a riunirsi alla composizione del cloruro_poli- 
tionico S,Cl,; un analogo andamento presentano le curve per le miscele di 
protocloruro di zolfo S,Cl, e di selenio (fig. 1 e 2). In questo caso lequi- 
librio si stabilisce molto pit rapidamente per la minore tendenza che ha il 


(1) «Rend. Lincei», XV, 6°, 305 (1932). 
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we 516 ed 
selenio di dare soluzioni soprasature, cosa che si verifica invece molto facil- 
“mente per lo zolfo, Da queste misure risulta anche che la solubilita massima 


del selenio nel protocloruro di zolfo e per Vintervallo di temperatura studiato, 
& di due atomi di selenio in una molecola di S,Ci,, perché le miscele piu 


1,74 


a] 
oi2 


frazion 


~ 
NM 
bh 
=z) 
; 
i 


indice! al 


1,70 


1,66 


4,65 


ricche in selenio depositano il selenio in eccesso subito o per successivo 
invecchiamento. 

La curva della densita di queste stesse miscele ha un andamento quasi 
rettilineo; non si hanno inoltre variazioni di densita per le miscele riscal- 
date alle diverse temperature. 
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PARTE SPERIMENTALE. 


Preparaxione del protoselensolfocloruro. — Questo composto si ottiene col 
migliore rendimento riscaldando una miscela di protocloruro di zolfo S.C, 
e di selenio nelle proporzioni di una molecola del primo con un atomo del 
secondo in tubo chiuso ed in bagno d’olio a 200° per quattro ore. Dopo 
raffreddamento la miscela viene distillata nel vuoto a 20 mm. di mercurio. 
Si ottiene una piccola quantita di dicloruro di zolfo SCl, che distilla gia a 
temperatura ordinaria e deve venire condensato in un apposito pallone posto 
dopo il ragno di frazionamento ¢ rafireddato fortemente con una miscela di 
anidride catbonica ed acetone; a 45° distilla una miscela di protocloruro di 
zolfo rimasto inalterato e di tetracloruro di selenio SeCl, che si forma nella 
reazione e nella decomposizione del protocloruro di selenio e che viene tra- 
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scinato quasi completamente; a 60°-62° distilla il protoselensolfocloruro che 
tisulta perd sempre impuro di SeCl,. Per ripetute distillazioni lo si puo pu- 
rificare perfettamente, come pure si pud utilizzare per cid la proprieta del 
tetracloruro di selenio di essere insolubile nell’etere: aggiungendo percio del- 
Vetere anidro alla frazione che distilla a 60°-62° si separa tutto il tetra- 
cloruro di selenio dal protoselensolfocloruro che invece si scioglie facilmente 
in etere. Per evaporazione della soluzione eterea e successiva distillazione 
del residuo nel vuoto, si ottiene il composto allo stato puro. 

Eseguendo distillazioni di miscele di protocloruro di zolfo e di selenio 
riscaldate a temperature di 100°, 150°, 200° e 250° in tubo chiuso ed in bagno 
d’olio per quattro ore, ho osservato che la quantita di protoselensolfocloruro 
che si puo ottenere cresce con la temperatura raggiungendo un massimo 
a 200° per poi diminuire. I rendimenti sono pero bassi perché appunto nelle 
migliori condizioni, cioe per distillazione della miscela riscaldata a 200°, da 
er. 53.2 di miscela S,Cl, + Se ho ottenuto solo gr. 5.9 di SeSCl,. Il ren- 
dimento in protoselensolfocloruro € stato quindi del 13.2 °/o. 

Il protoselensolfocloruro & stato analizzato decomponendolo secondo il 
metodo dato da Hidemaro Endoh“) per la determinazione dello zolfo e del 
cloro nel protocloruro di zolfo S,Cl,, e dosando il cloro come AgCl, il 
selenio come selenio metallico e lo zolfo come BaSQ,. I risultati analitici, 
sono 1 seguenti: 


peso sostanza peso AgCl peso Se peso BaSO, Clie Seca Sie 
0.4711 0.7404 0.2040 0.5996 38.88 43.3 17.48 
0.4280 0.6715 0.1859 0.5458 38.81 43-43 1 7252 


teontely, “Cli== 38-93 8/5) 9 De == AS 7 og | ee Oe OO ae 

Del protoselensolfocloruro ho determinato anche l’indice di rifrazione 
a 20° col metodo della deviazione minima usando un prisma con angolo di 
apertura di 15° ed ho ottenuto il valore 1.7233. Ho determinato anche il 
peso specifico pure a 20° ottenendo il valore 2.1503. 


Determinazione dell’indice di rifrazione delle miscele di S,Cl, + Se. — 
L’indice di rifrazione ¢ stato determinato col metodo della deviazione minima 
usando un prisma di vetro con angolo di apertura di 15° e calcolando l’indice 
di rifrazione con la formula: 


sen 


Sin = (04 
2 


Sin 


sen — 
2 
nella quale « ¢ langolo rifrangente e 8, ¢ la deviazione minima. 


(1) « Journ. chem. Soc. Ind.» (Suppl.) 33, 290 B-92B (1930). 
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Tia fig. 1 riporta gli indici di rifrazione delle miscele preparate a freddo 
e di quelle riscaldate a 100°, 150°, 200° e 250° in tubo chiuso ed in bagno 
@olio per quattro ore determinato subito e la fig. 2 riporta eli stessi ne 
determinati dopo invecchiamento per quattro mesi. 

Come ho gia rilevato, tali curve, specialmente quelle delle miscele in- 
vecchiate, tendono a riunirsi alla composizione del protoselensolfocloruro. Le 
differenze che si osservano con le curve ottenute per le miscele appena pre- 
parate, sono dovute al fatto che anche nel caso delle miscele S,Cl, + Se 
si € in presenza di un equilibrio che si stabilisce solo lentamente, perd con 
notevole rapidita rispetto a quello delle miscele S,Cl, ++ S da me precedente- 
mente studiate. Dai due grafici si osserva inoltre che la solubilita del selenio 
nel protocloruro di zolfo va aumentando con la temperatura fino a 200° per 
poi diminuire, come & dimostrato dallo scarto di indice di rifrazione. 


Axione del protoselensolfocloruro sulla gomma e sugli olii. - Molto curiosa 
€ Pazione del protoselensolfocloruro sulla gomma e sugli olii. Sono state fatte 
diverse prove sia in assenza che in presenza di solfuro di carbonio. In ogni 
caso si osserva che la formazione dei fatturati avviene istantaneamente a dif- 
ferenza di quello che si verifica col protocloruro di zolfo. Infatti, con questo 
mitime,-usando pr. 1.18 di S,Cl,, er. 10 di CS, .e er.4.di olio di ricine 
sia ha coagulazione con formazione del fatturato in sette minuti primi; col 
protoselensolfocloruro (SeSCl, gr. 1.58, CS, gr. 10, olio di ricino gr. 4) 
si ha invece coagulazione istantanea con forte sviluppo di calore. Con l’olio 
di colza mentre il protocloruro di zolfo (S,CI, gr. 1, olio gr. 4) in assenza 
di solvente da una soluzione assai viscosa dopo 5’ e coagula dopo 6’, il 
protoselensolfocloruro (SeSCl, gr. 1.30, olio gr. 3.5) da coagulazione istan- 
tanea pure con forte sviluppo di calore. Questa azione energica ¢ confron- 
tabile con quella data nelle stesse condizioni dal tetracloruro di zolfo SCl,. 
Anche sulla gomma il protoselensolfocloruro ha una azione molto energica, 
quasi bruciante. 


Azione del protoselensolfocloruro sulla piperidina. - Per vedere in che modo 
il selenio sia legato in questo composto, ho fatto reagire il protoselensolfo- 
cloruro sulla piperidina. A questo scopo ho sciolto gr. 4.03 di piperidina in 
etere etilico anidro e freddo e nella soluzione ottenuta ho fatto gocciolare 
lentamente gr. 2.16 di SeSCl, sciolto pure in etere anidro; la reazione ay- 
viene abbastanza energicamente con sviluppo di calore. Filtrando il cloridrato 
di piperidina che si forma nella reazione e il selenio che si separa contem- 
poraneamente ed evaporando la soluzione eterea rimane un residuo bianco 
esente di selenio che ho ricristallizzato dall’alcool. I] suo punto di fusione 
(p. f. 74°) corrisponde a quello della monotiopiperidina (C;H,.N).S che ¢ 
stata gid preparata per azione del dicloruro di zolfo SCI, sulla piperidina “ 


(1) «Berichte», 28, 1013 (1895). 
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In base a questa reazione si deve ritenere che nel protoselensolfocloruro il 
selenio sia unito allo zolfo e percid pit labilmente: a questo composto spetta 
quindi la formula Se =S = Cl.. 


Riassumendo: 


a@) Viene preparato il protoselensolfocloruro per azione del selenio sul 
protocloruro di zolfo S,Cl, e ne vengono determinate le costanti caratteri- 
stiche. Questo composto si presenta come un liquido di colore rosso scuro 
che bolle a 60°-62° a 20 mm. Viene inoltre esaminato i] suo comportamento 
nella vulcanizzazione del caucit e nella preparazione dei fatturati. 

b) Viene studiata Pazione del selenio sul protocloruro di zolfo anche 
mediante misure di indice di rifrazione di miscele riscaldate a temperature 
di 100°, 150°, 200° e 250°. Le misure sono state eseguite sulle miscele ap- 
pena preparate e dopo invecchiamento per quattro mesi. 

c) Viene studiata azione del protoselensolfocloruro sulla piperidina, 
azione che conduce alla formazione della monotiopiperidina con separazione 
di selenio: cid rende verosimile per questo composto la formula Se = S = Cl.. 


Fisiologia. — Sull’azione tossica e sulleliminazione della nico- 
lina. — J. Azione tossica della nicotina e dell ossinicotina “?. Nota 
di NicoLeTTa SABATUCCI, presentata ‘ dal Corrisp. S. BAGLIONI. 


Nicotina. Nelle nostre ricerche usammo la nicotina Merck e la nicotina 
Kahlbaum: di ambedue determinammo il reale contenuto in nicotina col me- 
todo gravimetrico di Bertrand e Javiller, basato sulla proprieta che ha l’acido 
silicotungstico, composto solubilissimo in acqua, di fornire, con le soluzioni 
degli alcaloidi, dei precipitati generalmente fioccosi, che dopo breve riposo 
diventano polverosi, cristallini e quindi facili a raccogliersi su filtro. Questi 
silicotungstati sono generalmente insolubili nell’acqua, resistono senza discio- 
gliersi all’azione degli acidi minerali e Jasciano per calcinazione un resi- 
duo fisso di anidride silicotungstica. Con la nicotina lacido silicotungstico 
fornisce un sale pochissimo solubile anche in acido cloridrico all’1 °/, 
(12 Tu,OSiO, - 2H,02C,.Hi,N.+ 5H2O) che precipita dalle soluzioni di ni- 
cotina sotto forma di fiocchi bianchi e che con il riposo cristallizza in lamelle 
fini e lucenti. 


(1) Le ricerche furono eseguite nell’Istituto di Fisiologia Umana della Regia Universita 
di Roma, per consiglio e sotto la guida del prof. S. BaGLion1 che ne ha gia comunicato 
alcuni risultati nel « Bollettino della Societa di Biologia Sperimentale» (Sull’eliminazione 
della nicotina, seduta del 7 maggio 1927). 

(2) Nella seduta del 20 novembre 1932. 
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Nella determinazione del contenuto reale di alcaloide nella nicotina da noi adoperata 
abbiamo operato nel modo seguente: una determinata quantita di nicotina in esame, in 
soluzione di acido cloridrico all’1°/,, venne trattata con una soluzione di acido silicotungstico 
ak 10°/,; il precipitato ottenuto separato per filtrazione e raccolto su filtro senza ceneri, 
venne lavato con una soluzione di acido cloridrico all’1 °/,, poi seccato, calcinato e pesato: 
moltiplicando il peso dell’anidride silicotungstica cosi ottenuta per il fattore 1.139 si ebbe 
la quantita di nicotina contenuta nella nicotina Merck e Kahlbaum in esame, Esse risultarono 
una contenente il 98°/,, Valtra il 95°/, di nicotina; nelle esperienze usammo sempre solu- 
zioni in acqua distillata. 


Abbiamo cominciato con lo stabilire le dosi tossiche e letali per la rana, 
servendoci di rane esculente del peso medio di circa 20 gr. sperimentando 
ad una temperatura di circa 15°. 


Dosi tossiche e letali della nicotina. Iniettando in una rana di 20 gr. 
3/10 di mmg. di nicotina, si osserva subito dopo l’iniezione, grande aumento 
iniziale dell’eccitabilita che fa compiere all’animale salti ripetuti spontanei, 
provocati da lieve stimolazione cutanea: dopo circa dieci minuti scompaiono 
il riflesso oculare, di posizione e quello delle narici (per il quale stimolando 
animale nelle narici con un filo metallico, esso porta gli arti anteriori sul 
luogo dello stimolo cercando di allontanarlo). 

L’animale assume quindi la caratteristica posizione tetanica di tutto il 
corpo: trae gli arti posteriori in alto flettendoli completamente in modo che 
i calcagni si avvicinano tra loro fino a toccarsi e quasi ad incrociarsi. Gli 
arti anteriori sono pure contratti: nelle femmine sono contratti lungo la linea 
mediana del corpo, nei maschi sono incrociati sotto il petto. 

Dopo circa 15 minuti dall’iniezione, ricompaiono 1 riflessi (di posizione, 
corneale e delle narici) e in breve la rana ritorna normale. 

Al disotto dei 3/10 di mmg. non esiste nessun’altra dose capace di dare 
aumento dell’eccitabilita senza dare perdita dei riflessi. Dosi minori dei 3/10 
di mmg. provocano nella rana solo qualche salto dovuto allo stimolo della 
puntura dell’iniezione, e del tutto paragonabile all’eccitazione ottenuta in una 
rana di controllo, iniettando solo acqua distillata. Questa dose di 3/10 di mmg. 
per una rana di 20 gr. corrisponderebbe a gr. 0.015 per kg. di peso. 

In altre rane abbiamo determinato Ia dose minima tossica capace di dare 
paralisi completa e ristabilimento in poche ore. Per una rana di 20 gr. questa 
dose ¢ di 1.2 mmg. In seguito ad un’iniezione di 1.5 mmg. di nicotina, la 
rana salta ripetutamente per pochi secondi, cade sul dorso, ma riesce a ri- 
prendere la posizione normale. Dopo due minuti gli arti posteriori assumono 
la caratteristica posizione tetanica: cessa il ritmo respiratorio visibile alla gola 
e gli arti anteriori sono contratti nelle femmine lungo la linea mediana del 
corpo, nei maschi contro il petto. Le palpebre inferiori sono sollevate e 
scompaiono rapidamente i riflessi corneali e delle narici. Dieci minuti dopo 
Viniezione Ja rana si presenta con il capo abbassato, ma senza toccare il fondo, 
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pizzicata sulla pelle mediante una pinza, reagisce debolmente con gli arti 
posteriori che non sono pit contratti; scompare del tutto il riflesso di posi- 
zione e la retrazione degli arti posteriori in seguito ad estensione provocata 
é torpida. Dopo 15 minuti dall’iniezione la rana é del tutto paralizzata. Questa 
paralisi dura 4 0 5 ore; dopo questo tempo la paralisi va lentamente risol- 
vendosi: ricompare il ritmo respiratorio alla gola e da ultimo il riflesso di 
posizione. Circa 6 ore dopo liniezione la rana si comporta del tutto come 
una rana normale. Questa dose di 1.5 mmg. per una rana di 20 gr. cor- 
risponderebbe a gr. 0.05-0.10 per kg. di peso. 

In altre rane abbiamo determinato Ja dose minima letale: per una rana 
di 20 gr. essa @ circa di 3 mmg. Iniettando per via sottocutanea 3 mmg. 
di nicotina ad una rana di 20 gr. si osserva subito aumento dell’eccitabilita 
iniziale: la rana salta ripetutamente per 10-30 secondi; 1 salti diventano poi 
pit’ deboli e cessano all’incirca un minuto dopo liniezione. Il capo & piegato 
verso il basso e gli arti anteriori contratti contro il petto o lungo il corpo 
secondo si tratti di maschi o di femmine. I muscoli degli arti anteriori e 
dello sterno si trovano in uno stato di rigidita. Stimolata due minuti dopo 
Piniezione, essa non reagisce pitt essendo scomparsi tutti i riflessi; gli arti 
posteriori assumono la nota posizione sopra il dorso: questa posizione ¢ 
cosi caratteristica ed avviene per dosi cosi piccole di nicotina che in me- 
dicina legale queste prove si ritengono come indispensabili per l’identifica- 
zione dell’alcaloide in caso di avvelenamento. Dopo 3 0 4 minuti dall’inie- 
zione, animale € in paralisi completa, alla quale segue la morte rapidamente. 
Questa dose di 3 mmg. per una rana di 20 gr. corrisponderebbe a gr. 0.150 
per kg. di peso. Queste dosi cost stabilite hanno valore solo se le rane durante 
Pintossicazione sono lasciate all’aria libera; vedremo nella seguente Nota, occu- 
pandoci dell’eliminazione, come queste dosi variano secondo l’ambiente dove 
si mantiene l’animale. 


Ossinicotina. L’ossinicotina usata nelle nostre esperienze ¢ stata da noi 
stessi preparata secondo il metodo di Pinner e Wollfstein, che consiste nella 
lenta ossidazione della nicotina con acqua ossigenata in presenza di asbesto 
platinato. E necessario trattare la nicotina con tanta acqua ossigenata che per 
ogni molecola di base ci siano 3 atomi di ossigeno attivo. 


Per 5 gr. di nicotina occorrono 125 gr. di acqua ossigenata al 2.5 °/,3; dopo filtra- 
zione, in seguito a leggero intorbidamento, si lascia stare il miscuglio per qualche settimana 
dopo aggiunta di piccole quantita di spugna di platino o di asbesto platinato. L’odore della 
nicotina scompare del tutto e per provare se il miscuglio non contiene piu. nicotina, se 
ne decompone una parte con soda; si agita con etere; il liquido filtrato per evaporazione 
non deve lasciare un residuo che odori di nicotina; si evapora allora tutto il liquido a bagno 
maria, cosi il miscuglio, fino ad allora del tutto incoloro, si trasforma in uno Sciroppo giallo 
che non presenta nessuna tendenza a cristallizzare, con odore che ricorda quello dell’acido 
cianidrico; per ottenere il prodotto cristallizzato si evapora il liquido nel vuoto a 40°-50° e 
SI ottiene cosi uno sciroppo giallo chiaro che si libera dall’eccesso di acqua ossigenata per 


agitazione con alcool assoluto. Il filtrato alcoolico si libera dall’alcool per evaporazione 
sempre nel vuoto e¢ si ottiene cosi uno sciroppo giallo che mantenuto convenientemente 
in essiccatore privo di aria solidifica cristallizzando. 


L’ossinicotina ¢ una base che differisce dalla nicotina per la presenza 
di un atomo di ossigeno in pit. Si presenta come una massa molto igro- 
scopica alterabilissima; ¢ una base debole, che presenta tutte le reazioni della 
nicotina, eccetto, secondo nostre personali osservazioni, quella di Ehrlich con 
la paradimetilamidobenzaldeide. Assai diverso ¢ il comportamento biologico 
di questa sostanza, essendo la sua tossicith molto minore di quella della 
nicotina. 

Per una rana di circa 20 gr. occorrono 6 0 7 mmg. di ossinicotina 
in soluzione acquosa iniettati sottocute per osservare appena qualche sintomo 
d’intossicazione, e cioe passeggera comparsa della caratteristica posizione degli 
arti posteriori. La rana si rimette dopo pochi minuti senza presentare affatto 
una fase di aumento dell’eccitabilita né di abolizione dei riflessi. Iniettando 
IO mmg. di ossinicotina si osservano quasi gli stessi fenomeni che si hanno 
iniettando 1.5-2 mmg. di nicotina e cioé scomparsa dei riflessi, posizione 
tetamica caratteristica e paralisi che si risolve pero completamente in due o 
ives Ofe: 

La dose minima letale ¢ rappresentata da 15 mmg. sempre per una rana 
di 20 gr. I sintomi dell’avvelenamento sono del tutto simili a quelli per 
nicotina, solo manca quasi del tutto il periodo di aumento dell eccitabilita 
agli stimoli meccanici. Due o tre minuti dopo l’iniezione, la rana assume 
la caratteristica posizione per poco tempo. Per dosi sufhcienti ]a rana entra 
subito in paralisi e cessano i riflessi di posizione e quello corneale. Scompare 
il ritmo respiratorio alla gola e gli arti posteriori sono fortemente contratti. 

A differenza dell’avvelenamento da nicotina, in questo caso |’animale non 
poggia con la testa verso il fondo, ma si mantiene nella posizione normale. 


Concludendo possiamo dire che per una rana di 20 gr. la dose minima 
tossica capace di dare paralisi completa e ristabilimento in poche ore ¢ di 
1.2 mmg. 

Sempre per una rana di 20 gr. la dose minima letale ¢ di 3 mmg.; 
vedremo nella Nota seguente come queste dosi varino secondo l’ambiente 
dove si mantiene l’animale. 

Per Vossinicotina la dose minima letale, sempre per una rana di 20 gr., 
é di 15 mmg.: il fatto della minore tossicita dell’ossinicotina dimostra che 
l’azione tossica della nicotina dipende, almeno in parte, dalla funzione chi- 
mica bloccata dall’ossigeno. 


Fisiologia. — Sull’azione tossica ¢ sull’eliminazione della nico- 
tina. - Il. Eliminazione ed assorbimento cutaneo della micotina e¢ 
della caffeina®. Nota di NicoreTTa SasaTuccl, presentata’ dal 
Corrisp. S. BAGLIONI. 


Le rane intossicate coll’inoculazione sottocutanea di nicotina, dopo le fasi 
di eccitazione e di paralisi, si ristabiliscono pil o meno rapidamente o non 
si ristabiliscono affatto, a seconda dell’ambiente in cui soggiornano (aria o 
acqua): pertanto la dose minima letale viene a variare in rapporto a queste 
condizioni. 

Iniettando ad una rana 1.5 mmg. di nicotina abbiamo potuto osservare 
in numerose esperienze, che se si pone la rana sotto una campana di vetro, 
all’aria umida, la rana si ristabilisce completamente in poche ore. Cio av- 
viene anche con volumi di aria confinati, purche non inferiori a 150 cc. 
Al disotto di questa quantita si ha la morte dell’animale anche per 1.5 mmg. 
Se invece si pone la rana subito dopo liniezione di 1.5 mmg. di nicotina 
nell’acqua, il suo comportamento ¢ diverso, anche. in questo caso, secondo 
la quantita di acqua. Nelle nostre esperienze ponevamo l’animale subito dopo 
l’iniezione in un cilindro contenente quantita note di acqua e lo mantene- 
vamo sospeso mediante un filo che gli passava attraverso le mandibole infe- 
riori, in modo che meta della testa restasse al di fuori dell’acqua. In seguito 
a numerosi esperimenti; abbiamo potuto stabilire che perche nell’acqua la 
rana si ristabilisca, come avviene nell’aria, per un’iniezione di 1.5; mmg. di 
nicotina, occorrono circa 400 cc. di acqua. Un ristabilimento pil. rapido, 
sempre per la stessa dose, si aveva invece tenendo Ja rana in acqua corrente. 

Ponendo la rana in 200 cc, d’acqua, sempre dopo Viniezione di 1.5 mmg. 
di nicotina, questa era del tutto paralizzata dopo circa uora, e all’autopsia 
eseguita dopo circa dieci ore i] cuore in poche esperienze batteva ancora 
debolinente. In una sola esperienza la rana moriva solo dopo 6 o 7 ore. 

In 100 cc. d’acqua, sempre per la medesima dose, la rana € comple- 
tamente paralizzata dopo circa mezz’ora e dopo aver assunto la caratteristica 
posizione tetanica muore in poco tempo. All’autopsia il cuore fu trovato 
sempre immobile in diastole. In una sola di esse il cuore, stimolato mec- 
canicamente toccando il ventricolo con la branca di una pinza, rea 
una revoliutio cordis completa. 


eo) con 


5 


(1) Ricerche eseguite nell’Istituto di Fisiologia umana della Regia Universita di Roma 
diretto dal prof. Silvestro Baglioni. 
(2) Nella seduta del 20 novembre 1932. 
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Nell’acqua dove erano state poste le rane intossicate abbiamo potuto 
nettamente stabilire la presenza di nicotina mediante l’acido silicotungstico. 

Altre esperienze sono state eseguite ponendo una rana mormale in un 
determinato volume d’acqua contenente diverse dosi di nicotina, per studiare 
assorbimento del veleno attraverso la cute. Ponendo una rana di 20 gr. 
in 200 cc. d’acqua contenente 3 mmg. di nicotina, essa assume la caratte- 
ristica posizione tetanica dopo circa.5 minuti. Dopo dieci minuti scompare 
il ritmo respiratorio visibile alla gola e dopo circa un quarto d’ora la rana 
& del tutto paralizzata e non si ristabilisce pit. Ponendo in 200 cc. d’acqua 
2 mmg. di nicotina, si hanno i medesimi effetti tossici, pero se appena so- 
praggiunta la paralisi si estrae la rana dall’acqua e si pone all’aria umida 
essa si ristabilisce completamente. 

Caffeina. Abbiamo ripetuto le medesime esperienze eseguite con la ni- 
cotina usando la caffeina in soluzione di benzoato di sodio secondo la F. U. 
e siamo giunti a risultati molto diversi. La tossicita della caffeina essendo 
molto minore di quella della nicotina, cosi la dose: minima letale di cafteina 
per una rana di 20 gr. ¢ di 12-15 mmg, iniettati sotto cute. Subito dopo l’inie- 
zione la rana salta e presenta ripetuti tetani estensori spontanei. La retra- 
zione degli arti posteriori in seguito ad estensione provocata & pil lenta che 
in una tana normale. Scompare quasi subito il riflesso di posizione, pil tardi 
quello corneale e quello delle narici. Dopo 5 minuti cessa il ritmo respi- 
ratorio alla gola e continuano sempre i tetani estensori. La rana muore dopo 
circa un’ora, mantenendo gli arti posteriori rigidamente in tetano. Iniettando 
da 5 a 10 mmg. di caffeina si ha subito scomparsa dei riflessi, ipertonia 
degli arti posteriori: la rana reagisce agli stimoli meccanici con ripetuti tetani 
estensori. Lasciando la rana all’aria occorrono da due a tre giorni perche 
essa ritorni del tutto normale: durante questo periodo la rana, ad ogni mi- 
nimo stimolo esterno, reagisce con ripetuti tetani estensori. Anche per la 
caffeina il comportamento della rana intossicata varia secondo l’ambiente in 
cui si mantiene dopo Viniezione. Ponendo l’animale subito dopo Piniezione 
in un cilindro contenente 200 cc. d’acqua, ¢ stato visto che per un iniezione 
di ro-15 mmg. di caffeina Ja rana, mantenuta sempre nell’acqua, allinfuori 
di un lieve aumento di eccitabilith, non presenta nessun sintomo d’avvele- 
namento. 

Occorrono 20-25 mmg. di caffeina per ottenere, sempre nell’ acqua, 
tetani estensori in seguito a percussioni lievi del cilindro nel quale era posta 
Ja rana; anche per queste dosi, la rana si ristabilisce completamente in tre 
oO quattro ore. 

20-30 mmg. rappresentano, per una rana di 20 gr., la dose minima letale, 
quando |’animale € mantenuto nell’acqua; in questo caso la rana presenta 
tutti i sintomi dell’intossicazione che offre l’animale lasciato all’aria. Abbiamo 
inoltre osservato che per 5-10 mmg. di caffeina, il ritorno alla norma, te- 
nendo l’animale sotto una campana di vetro all’aria umida, ¢ molto lento 
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e occorrono da tre a quattro giorni perché si abbia la totale scomparsa dei 
tetani. f 

Se perd al secondo giorno di avvelenamento la rana, gia in tetano si 
pone nell’acqua, dopo una o due ore, la rana ritorna completamente normale. 

Volendo studiare anche l’assorbimento cutaneo della caffeina, abbiamo 
posto la rana normale in un cilindro di vetro contenente 200 cc. di acqua 
e 20 mmg. di cafteina, che rappresenterebbero la dose minima letale per 
una rana di 20 gr. lasciata all’aria; Ja rana in esperienza non presentava 
nessun sintomo d’avvelenamento, Occorre aggiungere all’acqua, nella quale 
si pone la rana, 30 mmg. di caffeina per notare soltanto aumento dell’ec- 
citabilita. Aggiungendo 40 mmg. si osservano tetani estensori solo dopo 
24 ore. Questo stato di tetano dura molto tempo, durante il quale la rana 
stimolata continua a reagire. Dopo circa 36 ore la rana muore. 


Considerazioni e conclusioni. 


Abbiamo visto che la dose minima letale di nicotina per una rana di 
20 gr. ¢ di 3 mmg., se dopo liniezione si lascia l’animale all’aria umida; 
se subito dopo liniezione la rana si pone in 200 cc. di acqua, la dose mi- 
nima letale scende a 1.5 mmg. Mettendo Valcaloide in 200 cc. d’acqua e 
ponendovi una rana normale, la quantita minima di nicotina necessaria per 
provocare la morte della rana ¢ di 3 mmg. 

Presupposto che la cute e i tessuti siano permeabili al veleno, e che 
la nicotina possa spostarsi tra acqua e rana (che possiamo considerare come 
due soluzioni) secondo le leggi della diffusione chimica, qualora l’affinita del- 
Pacqua e della rana per la nicotina fosse la medesima, occorrerebbero, con- 
siderando il peso complessivo acqua pil rana, 33 mmg. di nicotina invece 
di 3 mmg. Cio non avvenendo & evidente che la rana presenti una speciale 
afhnita per la nicotina essendo capace di assorbirla dalla soluzione acquosa. 

Nel caso della caffeina, la dose minima letale per la rana lasciata al- 
Paria € di r5 mmg. Ponendo subito dopo Viniezione l’animale in 200 cc. 
d’acqua essa sale a 25 mmg.,e mettendo infine una rana normale in 200 ce. 
d’acqua contenente l’alcaloide, occorre aggiungere 40 mmg. di caffeina perché 
avvenga la morte della rana. Anche in questo caso se ]’affinita dell’acqua e 
della rana per la caffeina fosse la medesima, occorrerebbe aggiungere una 
quantita di alcaloide molto maggiore, per produrre la morte della rana. In- 
fatti riferendosi al peso totale di acqua, pid rana, se ne sarebbero dovuti 
impiegare 44 mmg. Anche in questo caso la rana possiede quindi un’affi- 
nita elettiva verso la caffeina. 

fl diverso comportamento della rana intossicata con nicotina nell’acqua 
e nell’aria, molto probabilmente dipende dal fatto che la nicotina, alcaloide 
volatile e solubile nell’acqua, diffonde dall’organismo nell’ambiente esterno 
lentamente e gradatamente secondo la concentrazione che essa va assumendo 
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nei due mezzi. Tale diffusione dalla superficie cutanea e polmonare nella rana 

costituirebbe, forse pil che l’emuntorio renale, il Processo normale di eli- 

minazione del veleno. Esso cessa quando nell’ambiente esterno l’alcaloide ha 

raggiunto la stessa concentrazione che ha nell’ambiente interno, secondo la 

legge della diffusione chimica tra due soluzioni di diversa concentrazione. 

Le osservazioni fatte suggeriscono l’ipotesi che l’azione tossica della ni- 
cotina non consista nel fatto che essa formi nell’organismo un composto 
stabile con i tessuti; se si formasse una combinazione chimica, non varrebbe 
pitt la legge della diffusione chimica, ma si potrebbe pensare invece che essa 
formi un composto instabile, che si dissoci secondo la legge della tensione 
(o grado di concentrazione) parziale. D’altra parte questo comportamento di 
eliminazione del veleno ¢ reversibile; abbiamo visto che la nicotina si as- 
sorbe procedendo dall’ambiente (aria 0 acqua) verso interno dell’organismo, 
attraverso tessuti permeabili (cute negli anfibi, superficie polmonare nei ver- 
tebrati superiori), se l’organismo, privo di nicotina nel suo interno, soggiorna 
in ambiente contenente nicotina. 

Se questa ipotesi & vera, allora molto probabilmente la nicotina agi- 
rebbe come per contatto coi centri nervosi, similmente ad un processo ca- 
talitico, e non verrebbe distrutto per tale processo come invece crede Dixon; 
oppure la nicotina formerebbe una combinazione chimica instabile, come 
quella che forma l’ossigeno coll’emoglobina (ossiemoglobina). 

La minore tossicit’ della caffeina sta in rapporto al fatto che essa non 


€ volatile, ma solo solubile in acqua. La sua eliminazione ha luogo solo per 
via renale e non per la cute. 
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Fisiologia. — Avilaminosi ed intossicazion. - Il. Scorbuto spe- 
rimentale ed intossicazione chimica da metalli ¢ metalloidi. Nota @) 
di M. Mrroto, presentata dal Corrisp. 5. BaGLIONI. 


Proseguendo nello stesso ordine di ricerche, gia esposto nella Nota 1%), 
ho considerato il comportamento dello scorbuto sperimentale nelle cavie, di 
fronte a piccole quantith di una miscela salina di vari metalli e metalloidi 
in soluzione acquosa. Le esperienze sono state eseguite su 15 animali divisi 
in 5 lotti, ciascuno di tre cavie: il primo era sottoposto al regime artificiale 
incompleto (costituito, secondo Bezssonoff, di avena p. 86, crusca p. 10, 
lievito di birra gr. 4, tuorlo @uovo gr. 7.5, diluiti in 20 cc. d’acqua) con 
aggiunta di vitamina (4 cc. di succo fresco di arancia per animale e per 
giorno); il secondo lotto era tenuto al regime esclusivo scorbutogeno, per 
tutta la durata dell’esperienza; il terzo era sottoposto a questo regime, ma, 
ai primi segni dell’avitaminosi C, ricevette una piccola dose di miscela 
metallo—metalloidica; il quarto lotto era sottoposto alla dieta artificiale 
incompleta con laggiunta, sin dall’inizio dell’esperimento, di una piccola dose 
di miscela metallo-metalloidica; finalmente il quinto lotto era tenuto al 
regime attificiale, reso completo dall’aggiunta di succo fresco di arancia, 
pil una piccola dose di miscela metallo-metalloidica (sin dall’inizio del- 
V’esperimento). 

Si sono impiegati animali aventi press’a poco lo stesso peso iniziale, 
ed in buone condizioni di salute; essi sono stati tenuti separatamente nello 
stabulario, nelle gabbie speciali che si adoperano per lo studio del ricambio 
materiale; erano pesati giornalmente alla stessa ora ed esaminati dal punto 
di vista del comportamento generale e della sintomatologia eventualmente 
offerta. Si conosceva sempre il peso dell’alimento somministrato (30 gr. 
pro die, per ciascun animale); il giorno dopo questo si ripesava e dalla 
differenza si ricavava l’alimento ingerito, tenendo conto, per quanto ¢ stato 
possibile, delle piccole quantita di cibo che lo stesso animale espelleva dalla 
gabbia. Il succo di arancia era pipettato nella cavitd orale delle cavie; anche 
la somministrazione della miscela acquosa metallo-metalloidica si faceva 
per via orale. Per la composizione di quest’ultima rimando alla Nota I. 

I risultati ottenuti, per quanto si riferisce alla curva del peso (espresso in 
grammi) degli animali in esperimento ed alla sintomatologia da essi presentata, 
sono riassunti nella seguente tabella. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Fisiologia umana della R. Universita di Roma. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 18 ottobre 1932. 
(3) M. Mrroo, questi « Rendiconti», XVI, 1932. 
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Dalla tabella appare che gli animali del primo lotto, a dieta scorbutogena 
pit: succo fresco di arancia, si sono conservati bene e sono cresciuti di peso; 
solo Ia cavia n. 2 alla fine dell’esperienza aveva un peso corporeo inferiore a 
quello iniziale, probabilmente perché, a lungo andare, si ¢ stabilito uno stato 
carenziale di origine alimentare (non di vitamina C, ma di qualche altro 
fattore nutritivo). Al principio della ricerca le cavie hanno perduto un po’ 
di peso, ma entro 4-5 giorni lo hanno ricuperato, non appena si sono 
assuefatte alla dieta; hanno poi raggiunto il massimo peso corporeo tra 
Vr1° e il 13° giorno di esperienza. 

Le cavie del secondo lotto hanno perduto peso al principio della prova, 
ma lo hanno ricuperato (lentamente la cavia n. 1) per raggiungere il mas- 
simo in un tempo uguale a quello impiegato dal primo lotto; pero, al 
15° giorno, gli animali sono stati colpiti dai primi sintomi dell’avitaminosi 
(anoressia, dimagramento progressivo, tumefazioni dolorose articolari prima 
degli arti posteriori, poi degli anteriori); in seguito si ¢ notato torpore nei 
movimenti e pelo arruffato. Alla fine dell’esperienza, cioe al 25° giorno, 
non erano ancora comparsi i segni terminali dello scorbuto sperimentale, 
ossia le feci emorragiche, il tremore generalizzato, lo stato paralitico, la 
dispnea, le emorragie gengivali, la caduta dei denti, ecc. 

Le cavie del terzo lotto, dopo aver ricuperato, pid o meno lentamente, 
il proprio peso, hanno anch’esse raggiunto il massimo peso corporeo verso 
Pr1° giorno; al 15° (primi sintomi dell’avitaminosi) sono state trattate con 
cc. 0.5 di miscela metallo-metalloidica, pro die; alla fine dell’esperienza gli 
animali erano ancora in vita, e ciascuno aveva ricevuto cc. 5.5 di miscela 
(ossia mgr. 1.98 di sali metallici e metalloidici). Non si puo dire che, ri- 
spetto al secondo lotto, vi sia stato nel terzo una accelerazione o una 
complicazione nell’andamento dell’avitaminosi. ; 

Gli animali del quarto lotto sono stati trattati dal 5° giorno di espe- 
rimento con 3 cc. di miscela salina; il ricupero del peso é stato piu lento, 
ma anch’essi hanno raggiunto il massimo peso corporeo verso lrr° giorno. 
Dopo di che sono comparsi la perdita dell’appetito, il dimagramento pro- 
gressivo, le tumefaziont articolari e (per la cavia n. 1) tutto il corteo dei 
sintomi, anche i pil’ gravi, dell’avitaminosi sperimentale della cavia (tremore, 
dispnea, emorragie gengivali, diarrea sanguinolenta). La morte & sopravve- 
nuta al 25° giorno per la cavia n. 1, al 20° per la cavia n. 2, al 22° per 
la cavia n. 3. Allautopsia, si notavano emorragie pil o meno estese, sot- 
_tocutanee, intramuscolari e sottoperiostee, ed aumento del volume delle 
capsule surrenali e della milza. In altri termini, per gli animali di questo 
lotto, carenzati, ma trattati con miscela metallo-metalloidica (la cavia n. 1 
ne ha ricevuto cc,..42.§, pari 4 mgr. 15-30 di sali lascavia ns omceemo. 
pari a mgr. 14.40; la cavia n. 3 cc. 41, pari a mgr. 14.76), non si sono 
avuti sintomi propri dell’intossicazione da metalli e metalloidi, ma l’evolu- 
zione dello scorbuto sperimentale ¢ stata notevolmente accelerata, tanto da 
portare a morte tutte le cavie del lotto medesimo. 


Infine, gli animali del quinto lotto, tenuti a dieta scorbutogena pili vita- 
mina e (dal 5° giorno) misce'a di metalli e metalloidi, non hanno subito alcun 
disturbo, comportandosi come le cavie del primo lotto e raggiungendo il 
massimo peso tra 11° e il 13° giorno: eppure ciascuna ha ricevuto cc. 43 
di miscela (ossia mgr. 15.48 di sali metallici e metalloidici). La sommini- 
strazione orale, in un sol giorno, ad una cavia (di gr. 360), di cc. 4o della 
miscela (in quattro volte; 10 cc. per volta) non ha provocato nell’animale 
alcun sintomo di intossicazione. 

In conclusione, l’ingestione, per via orale, di una miscela di sali me- 
tallici e metalloidici, in dosi tali da non riuscire tossiche per gli animali 
normali, provoca, nelle cavie in avitaminosi C , modificazione nell’andamento 
della carenza alimentare, nel senso che essa viene favorita ed accelerata. 

Se non si ¢ verificata una netta agevolazione della sindrome scorbutica 
in cavie che hanno ricevuto la miscela salina soltanto all’inizio dell’avitami- 
nosi, l’accelerazione della carenza é stata molto evidente quando gli animali 
carenzati sono stati trattati sin dal principio dell’esperimento con una pic- 
cola dose di metalli e metalloidi. Tutte e tre le cavie del quarto lotto sono 
venute a morte, a differenza di quelle degli altri lotti carenzati; e si puo 
dire che per gli animali de! quarto lotto l’evoluzione dello scorbuto é stata 
completa (si sono notate perfino le feci emorragiche, la grave dispnea, il 
tremore generalizzato, le emorragie gengivali, sintomi che di solito si veri- 
ficano soltanto negli stati terminali dell’avitaminosi). 

Pero a differenza di quanto si ¢ alcune volte osservato nel decorso 
della polineurite sperimentale in piccioni contemporaneamente avvelenati con 
miscela metallo-metalloidica (v. Nota I), per le cavie non si é notata, né 
clinicamente, né al tavolo anatomico, associazione della sindrome e del reperto 
scorbutico con quelli di intossicazione da metalli e metalloidi; ma senza 
dubbio questi ultimi hanno favorito nettamente il decorso dell’avitaminosi. 

I risultati delle ricerche, comunicate in questa e nella I Nota, trovano 
un certo riscontro nella vecchia teoria sul significato biologico delle vita- 
mine (sostenuta da Eijkmann, Jamigava, Koyama, Midorikawa, Mogi, 
Bucco, ecc.), secondo cui questi fattori alimentari esplicano nell’organismo 
una prevalente azione antitossica. 
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Matematica. — Inlorno ad alcune serie invarianti di gruppi di 
punti sopra una superficie algebrica. Nota‘? del Socio F. ENr1Ques. 


1. Il sig. Severi® - avendo posto felicemente la definizione delle serie 
raxionali di gruppi di punlti equivalenti sopra una superficie, e insegnato a ofe- 
a rare su di esse per somma e sottrazione — € riuscito a trovare una inte- 
ressante interpretazione geometrico—funzionale del carattere numerico 1, co- 
nosciuto come invariante di Zeuthen—Segre. Si tratta precisamente di una 
serie di grado 1 + 4, che viene definita virtualmente a partire dal gruppo 


a — jacobiano (C); di un fascio lineare di curve C, mediante Ja formula 
(C); — (CC) — 2(CC’): 


(CC) designa il gruppo delle intersezioni di due C, e (CC’) il eruppo delle 
‘& intersezioni di C con una curva C’ aggiunta a | C|. 

a La serie di Severi cosi definita gode di invarianza relaliva, in ordine 
Be alle trasformazioni birazionali della superficie F che non introducono curve 
eccezionali, riuscendo indipendente dal fascio o dal sistema | C| scelto su F. 


“ (1) Presentata nella seduta del 4 dicembre 1932. 
(2) Un nuovo campo di ricerche... « Memorie della R. Acc. d'Italia », vol. III (1932). 
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Ora a me sembra interessante notare che il modo tenuto dal Severi 
non @ il solo modo con cui si possono costruire sopra una superficie delle 
serie invarianti di gruppi equivalenti. 

In particolare voglio indicare la costruzione di una serie invariante di 
eruppi di p -+ 1 punti (p = pa = genere numerico), che gode dell’invarianza 
assoluta. 

Alla serie invariante che qui abbiamo in vista, si arriva seguendo Videa 
generale che sta a base della teoria delle curve invarianti, come é sviluppata 
nella mia Introduzione alla geometria sopra le superficie... (« Societa Italiana 
detta dei XL», 1896) e - nella forma pil semplice - dalla Nota Intorino 
ai fondamenti della geometria sopra una superficie... (« R. Acc. di Torino», 
1901)“, Analoga dimostrazione potrebbe svilupparsi per l’invarianza della 
serie di Sever. 


2. Si consideri una rete di curve C e le curve cuspidate che le appar- 
tengono. E noto che il numero x di queste si esprime semplicemente per 
mezzo del genere 7 delle C e del genere numerico p (= pa) della super- 
ficie, colla formula: 


(1) y= 24(m +p). 


Ora il gruppo (C), delle cuspidi di codeste curve cuspidate appartiene, 
in generale, ad una serie razionale covariante di |C|; ed é facile vedere 
come questa serie si modifichi quando si passa da |C| ad un sistema li- 
neare pil ampio | C + K|. 

Precisamente si pud dimostrare la relazione di equivalenza 


(2) (CK) 2 (Oyad (COE IO 


dove (CK) designa il gruppo delle intersezioni di una C con K, e (Kk’) 
un gruppo canonico di K, intersezione di K con una curva aggiunta K’. 

Per dimostrare questa relazione conviene considerare una rete K + (C), 
di curve spezzate K + C, con K componente fissa, ritenendola come limite 
di una rete (L), contenuta entro |L| =|C + K|, la quale sia fatta ten- 
dere alla prima, in un modo determinato, attraverso una serie co’ di stati. 

Siccome la rete delle curve riducibili K + (C), contiene infinite curve 
cuspidate, essendo K luogo di tacnodi delle curve composte con x e con 
una C tangente, occorre esaminare pit da vicino il passaggio al limite sopra 
indicato. 


(1) Cfr. F. Enrtques, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, redatte da L. Cam- 
pedelli. Edizione litografica, Cedam, Padova, 1932. Cap. II. 

(2) Cfr. H. G. Zéuruen, Etudes eéontétriques, «Math. Annalen», 4 (1871); M. Noruer, 
Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens..., «Math. Ann.», 8 (1875); F. Severt, Il genere 
aritmetico..., « Atti Acc. Torino», 37 (1902); T. BoNNESEN, Sur les séries linéaires..., 
«Bull. de PAcadémie de Danemark», 1906. 


ne bP ree! 
Designamo: 

con m, come gia si é detto, il genere di C 

con e il genere di K, 

con d@ il numero delle intersezioni (CK), 

e quindi con T=x+o+ aes il genere di {L[:. 

Giova considerare: 

a) Una rete generica (L), di curve L irriducibili, che possiamo sup- 
porre contenga 24 (II + p) curve cuspidate distinte, e non contenga entro 
di se auite curve spezzate di cui faccia parte la K; 

b) Una rete particolare (L), di curve irriducibili L, che contenga 
dentro di sé un fascio K + (C), di curve spezzate colla componente fissa K : 
questa rete e la K + (C),, avendo comune un fascio, saranno contenute 
insieme in un sistema lineare co} (L),, per cui K & curva fondamentale; 

c) La rete delle curve riducibili (CL), = K + (es 

Osserviamo anzitutto che cosa diventi il gruppo delle cuspidi delle curve 
cuspidate di (L)., cioé il gruppo (L),, quando (L), diventa (L),. E ovvio 
che un certo numero di cuspidi dara, al limite, cuspidi delle curve L. fuori 
di K, il gruppo delle quali potra essere designato con (L),; invece alcune 
delle curve cuspidate di (L), tenderanno alle 2d + 2%—2 curve com- 
poste’ di K e di una C tangente del fascio (C),: il gruppo delle cuspidi di 
queste ultime curve ¢ il gruppo jacobiano della serie g’, segnata dalle curve 


di (C), sopra K, da contare un certo numero x di volte. Cosi potremo 
scrivere : 


(3) (L), =), + «{ 2(CK) + (KK’)} 


2 


essendo (CK) il gruppo delle intersezioni di K con una C, e (KK’) un 
gruppo canonico di K, intersezione di K con una curva aggiunta K’, 

Ora cerchiamo che cosa diventi il gruppo (L), quando la rete (L)., 
variando entro il sistema lineare (L),, attraverso una successione co’ di 
stati, tenda alla (L), = K + (C)p. 

A tal uopo ci riferiremo alla superficie F dello spazio S; che ha come 
sezioni piane le curve di (L),. 

Su F un gruppo (L), si costruisce intersecando la curva Ravabolien 
C,, sezione della hessiana H di F, colla curva sezione della polare di un 
punto generico A (cioe colla curva jacobiana C; della rete delle sezioni di 
F coi piani per A), e prescindendo dalle intersezioni delle due curve C; C;, 
che cadono nel punto multiplo (d-plo) O, immagine di K. Pertanto, se il 
punto A, movendosi sopra una linea per O, tenda ad O (€ quindi la rete 
(L), alla (L), = K +(C),) il gruppo delle cuspidi (L), si moverd sopra 
la curva Cy, e infine si ridurra al gruppo (C), costituito dalle cuspidi della 
rete (C), aumentato del gruppo dei punti di C; infinitamente vicini ad O, 
da contare un certo numero y di volte. Ora, che cos’t il gruppo dei punti, 
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infinitamente vicini ad O, sulla curva parabolica C;? E, evidentemente, un 
gruppo di intersezioni (C) K), poiche Vintorno di O rappresenta appunto la 


curva K. Si pud verificare precisamente che quel gruppo eguivale (sopra K) 
ad un gruppo jacobiano della serie ga segata dalle C, e quindi che 


(L), = (C), + y{2(CK) + (KK). 


La verifica accennata si fa valutando il comportamento della hessiana 
di F (e cosi della curva Cy) nel punto d—plo O. Si puo riconoscere che 
la hessiana si comporta in O, come se avesse la molteplicita 4 d-4, € quindi 
come una superficie del sistema quadruplo delle aggiunte 9,—., che con- 
tenga 4 volte la curva (infinitesima) K, costituente l’intorno di O. Cio posto, 
la curya luogo delle cuspidi delle curve di un sistema lineare co} (Lae 
in generale, una curva del sistema |4L + 4L’| =|4C + 4K +4 C Aaa Kee 
quando (L), si riduce ad (L), da essa si stacca 4K, cosicche 


G =8C a 7! Ke 
e quindi il gruppo di punti 
(C, K) = 8 (CK) + 4 (KK’), 
ossia (C, K) & equivalente ad un gruppo jacobiano della serie ga segnata 


dalle C sopra la K. 


_ In ultima analisi avremo dunque 
(L), = (©), + {2 (CK) + RR’) }, 
e infine, ‘per la (3), 
(L), =(©, + ( + y) (2 (CR) + KRY}. 
La relazione numerativa (1), gid innanzi ricordata, da x + y = 12, e 
percio 
(2) (L), = (C + K), = (C), + 24 (CK) + 12(KK’). 
Scambiamo le due curve C e K, scrivendo 
(C + K), = (K), + 24 (CK) + 12(CC’). 
Ne deduciamo in generale la relazione d’equivalenza sopra la superficie 


(4) r -)) (0) fs (COD Sr on 


Questa relazione si lascia interpretare come segue. Al variare di una 
rete (C), entro il sistema lineare | C}, il gruppo delle cuspidi della rete de- 


Bao es 


scrive una serie razionale di grappi equivalenti: sottraendo 12 volte un gruppo 
della serie razionale descritta dai gruppi (CC’), si definisce ancora una serié 
razionale di gruppi equivalenti. Ebbene: 

La serie razionale di gruppi: equivalenti che si oltiene parlendo dal gruppo 
delle cuspidi di una rete di C e togliendo 12 volte il gruppo delle intersezioni 
di una C con una curva aggiunta C’, riesce indipendente dal sistema Clare 
percid ha carattere invariante rispetto a trasformazioni birazionali della super- 
ficie. 

Il grado della serie invariante cosi ottenuta vale 24 (p + 1). E, poiche 
P (genere numerico) ¢ un invariante assoluto della superficie (anche rispetto 
a trasformazioni birazionali che introducono curve eccezionali) si comprende 
che la detta serie dovra godere egualmente della invarianza assoluta. Cid si 
verifica senza difficolta, osservando che i gruppi di essa non dipendono af- 
fatto dai punti base del sistema |C|, e quindi non si altera Vordine della 
serie stessa quando un punto base di | C| venga sostituito con una curva 
eccezionale. 


4. Sopra una data superficie F conosciamo ora tre serie invarianti: 
1) la serie di Severi, Ss (che egli chiama canonica); 
2) la serie canonica S- definita dai gruppi delle intersezioni delle curve 
canoniche (poiche a questa serie ci sembra pitt conveniente di riservare un 


tal nome); 
2 yea nostta série S23 
i gradi rispettivi delle serie S;,S- e S. sono 


eee ee Ve 2p tt), 


designando I linvariante di Zeuthen-Segre, p™ il genere lineare (relativo) 
di F, e p il suo genere numerico. 
Ora fra i detti numeri sussiste la relazione indicata da Nother “): 


I= 12p—pO.+tg, 
Oy Nee eo A Nee 24 DO — 1). 


Si presenta subito alla mente Videa che questa relazione numerica am- 
metta un’interpretazione geometrica funzionale, cioé che si abbia: 


, Se = 28s -+- Be. 


cioe 


Per stabilire effettivamente questa relazione, basta interpretare geome- 
tricamente i passaggi con cui Bonnesen ©) dimostra Ja relazione numerica di 
Nother, sopra ricordata. 


(T)PLOG, ‘cit. 
(2) Nella citata Nota dell’Accademia danese, 


Si assuma, come modello della superficie, una F dotata di curva doppia 
ordinaria nello spazio S,, le cui sezioni costituiscano le curve C. Sopra F, 
il gruppo delle cuspidi di una rete di C é dato dalle intersezioni della curva 
sezione della hessiana colla polare di un punto O, fuori dei punti cuspidalt 
della curva doppia. E sopra la medesima curva intersezione di F colla polare 
di O si ha il gruppo dei punti doppi per un fascio di C. Indichiamo con H 
la curva sezione di FE colla hessiana, con T e T’ le curve intersezioni di F 
colle polari di due punti O e O’, e con G il gruppo dei punti cuspidali della 
curva doppia di F. Avremo 

(C), = (HT)— 2G 
(C=C) G. 

Si tratta di verificare che 

(Oy 12 (CC 2 | (Cy (GO ate) 2 Cen) ene 


ossia 


(C), = 2(C + 4(CC) + 2(C' ©), 
e quindi che sussiste lequivalenza dei gruppi di punti 
(AT) = 2(TT’) + 4(CC) + 2(C CY. 


A tal uopo si ricordi che 


H=4C+4C, 

Caer Beton B 
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Or dunque si deve verificare l’equivalenza 
(4C £4C)QC+C)|/S2(GC+O)GCHC)= 
+ 4(CC)+2(C C), 


che appare manifesta sviluppando i prodotti simbolici qui indicati. 
In conclusione: 


La serie invariante Se da noi definita é il doppio della somma della serie 
di Severi e¢ della serie canonca: 


Sz = Dy (Ss ob Sc) . 
Naturalmente anche la serie, virtualmente definita, 


Shae 


ng Seems 

di cui S. & il doppio, costituira una serie invariante per Ja superficie e godra, 
come S,, dell’invarianza assoluta: cid resulta subito dal modo di variare in 
senso opposto delle due componenti, Ss e S-, per Pintroduzione di una curva 
eccezionale. Ma potra darsi che, per qualche superficie, esista effettivamente 
Se e non Ss + S-, mancando ambedue o almeno una delle serie componenti. 

Frattanto Ja circostanza che S. si esprima come combinazione delle Ss 
e Sc, lascia presumere che in generale le serie invarianti sopra una superficie 
si riducano a due indipendenti, cosi come vi sono due caratteri numerici in- 
dipendenti; mentre vi € un solo sistema lineare invariante (il sistema ca- 
nonico) ai cui multipli si riducono tutte le formazioni invarianti di questa 
natura ©, 


5. La questione fondamentale di calcolare la dimensione delle serie in- 
varianti, o almeno un suo limite inferiore, e quindi — in particolare — di 
decidere quando esse abbiano un’esistenza effettiva, si presenta meno ardua 
di quel che a priori potrebbe aspettarsi. Per risolverla giova esaminare alcuni 
esempi. 

Nel piano la Ss (come Severi ha osservato) é la serie delle terne di 
punt: fos == 95.. 

Invece la S; vien data dalle intersezioni delle curve anticanoniche C — C’, 
cioe dalle cubiche: cosicche S; = S,. La somma ¢ la serie dei gruppi di 
12 punti S,,, e la S. € il doppio di questa serie. 

Sopra la superficie generale del 4° ordine (le cui sezioni piane verranno 
designate con C) la serie Ss si costruisce a partire della serie dei gruppi 
jacobiani dei fasci (C): 


(C)=(2C+C)GC+ CY], 
togliendo 
(CC) + 2(CC); 


si avra dunque 
S:=[@ C+ C)(C + C’))—(CC’— CC), 


e poiche 
|C| = [C’|, 


la serie S; (d’ordine 24) verra segnata sopra la superficie dalle sestiche inter- 
sezioni di una quadrica e di una cubica. 


(1) La cosa si presenta come naturale estensione della costruzione e della dimostra- 
zione dinvarianza data da Enriquzs (per la serie canonica sopra le curve, 1899, €) per 
il sistema canonico sopra le superficie a partire dalla jacobiana di una rete di curve « Ren- 
diconti Accademia di Torino», 1901. Il resultato si lascia prevedere a priori in base alla 
veduta, confortata da noti esempi, che per le superficie di moduli generali il nwmero-base 


di Prcarp-Sgveri resulta eguale ad 1, 


ae SG oe 
Siccome poi la serie canonica S- ¢ nulla, resulta 


Se = 2Ss: 


la Sp verrd segnata sopra la superficie del 4° ordine dalle curve d’ordine 12 
intersezioni di una cubica con una superficie del 4° ordine. 

Dal precedente esempio si pud elevarsi alla costruzione delle serie 1n- 
varianti, dapprima per le superficie d’ordine  qualunque, senza curva doppia, 
e poi per le superficie F dotate di curva nodale con un numero finito + di 
punti cuspidali. Ma questa ricerca, e le osservazioni e i problemi che essa 
suggerisce, eccedono dai limiti della presente Nota. 


Matematica. — Sulle irrazionalita aritmetiche che occorrono 
per la rappresentazione piana della superficie raxionale a seziont ellit- 
tiche dell’ottavo ordine. Nota‘? del Socio F. Enriques. 


In una Memoria dei « Math. Annalen » (Bd. 49) del 1896, ebbi gia 
a classificare le superficie razionali in ordine alle irrazionaliti aritmetiche che 
occorrono per la loro rappresentazione piana. In questa ricerca compare come 
uno dei tipi la superficie Fs dell’ottavo ordine a sezioni ellittiche, che ri- 
sponde al sistema lineare co’ delle quartiche piane con due punti base doppi 
(A e B). Tale superficie io ritenni potersi rappresentare sul piano senza in- 
trodurre irrazionalita aritmetiche, avendo considerato come razionalmente dato 
il sistema co? delle coniche di essa che risponde alla rete delle rette (lad- 
dove esso & contenuto nel sistema co} che risponde a quello delle coniche 
per A e B). Il Severi ha avuto occasione di rilevare recentemente questa 
svista. Sorge ora la domanda: 

Da quali irrazionalita aritmetiche dipende la rappresentazione piana della 
superficie Fs? 

La risposta non é difficile, ma interessante per la semplicita del resul- 
tato. La rappresentazione piana della Fs si pud far dipendere da tre radicali 
quadratici. 

AlPuopo osserviamo: 

1° La Fs contiene due fasci di coniche rappresentati sul piano dai 
fasci di rette per A e B; le coniche di essi stanno in piani formanti due 
serie razionali, diciamo « e #. 

2° Le due serie di piani « e 8 generano due varieta a tre dimensioni 
secantt uno S, secondo due curve razionali C, e Cg. 

3° Mediante un radicale quadratico (risoluzione d’un’equazione di 
2° grado) si pud separare le due curve Cye Cg; e l’introduzione di altri due 


(1) Presentata nella seduta del 4 dicembre 1932. 


radicalt quadratici serve a determinare due punti di esse, uno sopra ciascuna 
delle due curve. Dopo cid avremo due coniche di Fs secantisi in un punto 
razionalmente determiuato della superficie. 

4) Ora, essendo dato un punto di Fs, la Fs potra proiettarsi dal re- 
lativo piano tangente sopra una superficie di Veronese, sulla quale saran pur 


dati razionalmente dei punti, e quindi rappresentarsi sul piano senza aggiunta 
di altre irrazionalita. 


Meccanica. — Corrente traslocircolatoria in presenza di un 
oslacolo circolare munito di un’appendice rettilinea indefinita. Nota“ 
del Corrisp. U. Cisortt. 


In una Nota precedente © ho esposto un primo esempio di corrente 
traslocircolatoria piana in presenza di un ostacolo illimitato. Come gia an- 
nuncial, in questa Nota tratto un altro esempio, meno semplice, ma non privo 
di interesse e che ha il vantaggio, sul precedente, che il modulo della velocita 
si mantiene sempre limitato. E da rilevarsi il comportamento delle linee 
di flusso, specialmente del filone [n. 3] e delle azioni dinamiche della cor- 
rente sul profilo circolare, che si manifestano con una resistenza diretta e 
un’azione sostentatrice [n. 4, formule (11)], la quale ultima ha umintensita 
che € di 16/15 di quella che competerebbe al disco isolato, senza appendice, 
secondo il teorema di Kutta~Joukowski. 


1. Corrente circolatoria. — Ponendo: 
I ge a 
1=_— — G pe =f ye 5 
J 4 (|/ a x 


con C e a costanti reali e a>>0, risulta definito nel piano x = x -+ zy il 


potenziale cinetico f; = 9, + i, di una corrente piana circolatoria attorno 
a un profilo costituito dalla circonferenza |z%| =a e dalla semiretta y = 0, 
x =a (fig. 1 e 2) %). La costante C rappresenta la circolazione relativa al 
profilo circolare a partire dal punto x = a: € positiva nel verso indicato dalla 
fig. I e negativo in quello segnato nella fig. 2%. 


(1) Presentata nella seduta del 4 dicembre 1932. 

(2) Cisorri, Corrente traslocircolatoria piana che invesle un’asta rettilinea indefinita. Questi 
«Rend.», vol. XVI (2° sem. 1932), p. 465. 

(3) Ip., Sulle azioni idrodinamiche in prossimild di salienti. Questi «Rend. », vol. VIII 
(2° sem. 1928), p. 458. 

(4) I disegni delle figure sono del prof. Masotti, a cui vanno i miei cordiali rin- 
oraziamenti. 
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La velocita, complessa, é definita dalla seguente relazione: 


© wee (VET) 


Da questa risulta il carattere locale della corrente, cioe evanescente per 
x—> co. Il modulo della velocita é nullo per 7 = a e x->0o ed € sempre 
finito nel campo del moto“. 


y 


C<0 


ae 


Bigca2s 
2. Corrente traslatoria. — La relazione 


(3) f= —V(e +2) 


iN 


(1) A differenza del caso trattato nella Nota precedente a questa, in cui il profilo 
essendo costituito dalla sola asta rettilinea la velocita diviene infinita nel punto cuspidale. Puo 
: om ' ; Cc 
essere interessante notare che il modulo della velocita assume il massimo valore ———- 
12V3a 
petee== aide 


ae AS 
definisce, com’é notissimo, il potenziale cinetico di una corrente di velocita 


assintotica di valore V, parallela all’asse reale e di verso opposto. La cor- 
rispondente velocita, complessa, é definita dalla relazione 


(4) w= 2 = —v(r— 5] 


hel . . . . 
E pure notissimo ’andamento delle linee di flusso “). 


3. Corrente traslocircolatoria. — Colla posizione 


(6) fer h=-VvVie+F)+ec(V~esy4), 


risulta definito il potenziale cinetico di una corrente traslocircolatoria, il cui 
andamento ci proponiamo di ricavare dalla precedente posizione. Ponendo 
x= pe, f=o-+ ib, dalla (5), separando le parti, reale ed immaginaria, 
si ottiene: 


LUE i; a ae oe Pa a 
= V(e + “\eosa+ tc(V/t VE Joost, 
eg oe. DRC hice | eee 
(Nes V(¢ )sene+ tcl] \<)sen 3 
Quest’ultima puod altresi scriversi: 
eee os a Ce Cee = o 
y 2aV (V! +} Jeos $ ee Bi fe sen > 


Scende da questa relazione che la linea di flusso ) =o © costituita: 
della circonferenza p =a e 0=o=—2n, delle semirette c= 0,5= 27, 
9 =a, e infine della linea di equazione 


© (EH S)=s-av 


che é il filone. Si noti che il punto 


C 1c; 
16aV 16aV 


GD) e=a , Go = 2 arc COS <5) 


5) 


&€ quello in cui il filone si stacca dal profilo rigido circolare: precisamente 
se o< C< 16aV il punto appartiene alla semicirconferenza superiore 


(1) Cfr. ad es. Cisorti, Jdromeccanica piana, Milano, Tamburini (1921), p. 115; nella 
fig. 43 il verso & opposto a quello che ora consideriamo, 


ike 


ne 0<0<16aV 


(ep =a,0o<o<n, fig. 3); se —16aV<(.C <0 esso appartiene alla 
semicirconferenza inferiore (p =a, m<o< 27, fig. 4). 
Se 


leneas 


la (6) non & soddisfatta per nessun punto della circonferenza, il che signi- 
fica che il filone non ha alcun punto comune colla predetta circonferenza. 
Poiche la (6) risoluta rispetto a e fornisce 


tes C ae CG 


o 
128 aV?2 cos? = 


“ 


dalla quale scende, per o = 0 € o = 277 


2 
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in 3 0 Mai 
valendo il segno + per 6 =0 e il segno — per o = 27. Ne segue che 


se |C| > 16aV la (6’) & soddisfatta per il valore di 


C |C| C 
(8) Sabai" T 8V V aséar Va 


Cio significa che per |C|>>16aV il filone g si stacca dall’asta rettilinea 
nel punto precisato dalla (8): se C>>16aV si stacca dal bordo superiore 


(ep >a,o=0; fig. 5); se C<— r6aV dal bordo inferiore (pea, om 20; 


fig. 6). 
tg 


Per} €i-16 aV; la (6’) diviene: 


2 tg — 


, valendo il segno + se C>>0, il segno — se C<o. 


Figs 7: 


In tal’ caso il filone si stacca dal punto di saldatura del profilo circolare 
coll’asta: dalla parte del bordo superiore (ep = a, =0; fig. 7) se C= 16aV, 
dalla parte del bordo inferiore (0 = a,o = 27; fig. 8) se C= — 16aV, 


Per derivazione dalla (5), oppure direttamente dalle (2) e (4), la ve- 
locitd risulta definita, in modo complesso, nel modo seguente: 


Ghacey ee Be C ve ian 
Oe ee ie v(: a) tele Vo 


Ponendo x = pe*,9 = 4,0 =o =—2T Si Ottiene: 


I 
i 1 — oe 
(9) 3 


Risulta che w= 0 nei puntip =a eo=0;p=—ae o = 27, corri- 


spondenti alla saldatura del cerchio coll’asta rettilinea, e inoltre quando é 


nulla lespressione entro le ultime \, cioeé quando 


(Ve + Ve )ea “ae oa) epee 


et Ve oMe_ whe. yer% 
VEPs VE ees 


Bee aaa 


La prima di queste dice che il punto ulteriore in cui w = 0 appartiene 
al filone che ha per equazione la (6), e la seconda esprime che dev’essere 
P = 4, Oppure o = 0 oppure o = 2m: dunque w =o nel punto in cui il 
filone si stacca dalla parete rigida, sia che cid avvenga dalla circonferenza, 
oppure dall’asta. Il filone si stacca dalle pareti rigide normalmente tranne 
nel caso in cui il distacco ha luogo nel punto di saldatura del disco collasta ; 
in tal caso infatti il filone si stacca con un angolo di 45° sull’asta e sul 
profilo circolare. 

Ponendo nella (9’) 9 =a si ottiene: 

G 


(10) w= sg 4 V cos Sf (~4) sen 2 


4. Azioni dinamiche sul profilo circolare. — Chiamando w la densita co- 
stante del fluido, Je note formule di Blasius consentono di determinare le 
componenti Rx e Ry della risultante delle pressioni dinamiche subite dal pro- 
filo circolare y, nel modo seguente: 


Ry + iRx = a p few dx, 


¥ 


effettuandosi l’integrazione nel senso antiorario. Portando nella precedente 
Pespressione (10) di w, con facili calcoli, si ottiene: 
Ty C? 16 


(11) x os heagsa 3 Ry = — —ypCVv. 


La prima ¢ una resistenza diretta, la seconda un’azione sostentatrice, la 
cui intensita € 16/15 di quella che competerebbe al disco isolato, cioé senza 
appendice: dunque munendo il disco di una lunga appendice rettilinea vi é pre- 
sunzione di un aumento di portanza, relativa al solo disco. 


Fisica. — Su di un nuovo fenomeno fotoelettrico presentaio da 
lamine metalliche. Nota ™ del Socio Q. Mayorana. 


Ho ripreso lo studio sperimentale dell’azione di un raggio luminoso 
pulsante, su di una sottile lamina metallica, del quale studio ho gia dato 
notizia in due recenti Note, presentate a questa Accademia. Ho accresciuto 
Pilluminamento della lamina, portandolo, nel, caso della lampada intensiva 
ad incandescenza a pili milioni di lux; ho perfezionato inoltre il congegno 
per la misura dello spostamento di fase @, tra le pulsazioni della luce e 
quelle della resistenza elettrica della Jamina. 

Le conclusioni sperimentali a cui sono arrivato nelle Note citate sono 
cosi state in generale confermate e, solo in parte, leggermente modificate 
od ampliate. Cosi, si ¢ riconosciuto che Pargento, pur presentando sensi- 


bilita selettiva per le A< 3000 A, & ancora abbastanza sensibile alle 2 mag- 
giori. Inoltre, tutti gli altri metalli sperimentati e gia allora elencati (escluso 
sempre l’Al) presentano anche essi una discreta sensibilita per lu. v., della 
quale non mi ero accorto nelle esperienze gia descritte. Avverto per altro, 
che tale discriminazione ¢ stata ancora fatta, come gia si disse, semplice- 
mente interponendo una lastra di vetro comune, sul percorso dei raggi della 
lampada a mercurio. Purtoppo la intensita’ luminosa necessaria all’ esperi- 
mento @ tale, che non si pud pensare per ora a studiare il fenomeno me- 
diante luce dispersa per es. da un prisma. Debbo dire inoltre, che uno studio 
preliminare della distribuzione della energia raggiante nello spettro della lam- 
pada a mercurio, compiuto con la pinza termoelettrica, mi ha fatto vedere 


che circa la meti di tale energia ¢ concentrata verso le A< 3000 A. Questo 
fatto va tenuto presente, nel dare una corretta interpretazione a quanto da 
me é stato osservato. 

Le ulteriori ricerche di cui qui riferisco, mi hanno fatto accertare, in 
modo che appare indubbio, la reale esistenza del nuovo fenomeno elet- 
tro-ottico o fotoelettrico, gia da me sospettato nelle precedenti conclusioni. 
Tale fenomeno corrisponde ad un accrescimento della resistenza elettrica 
del metallo, sotto l’azione della luce; esso, data Ja sua natura, deve natural- 
mente manifestarsi con estrema prontezza come tutti gli altri della elettro— 
ottica. Esso, peraltro, si manifesta comunemente, frammisto con la nota va- 
riazione termica di resistenza; ma ho potuto discriminare con tre 0 quattro 
differenti metodi tali due effetti. 


Primo metodo. — Ho sotituito all’azione del fascio di raggi perio- 
dicamente interrotto una fiamma manometrica, pulsante vivacemente sotto. 


(1) Presentata nella seduta del 4 dicembre 1932. 


Sar SADA 

Pazione di un suono di circa 500 vibrazioni a 1’. La lamina metallica, 
sostenuta al solito su vetro, viene accostata, sino quasi a lambirla, alla 
detta fiamma. Al telefono del?amplificatore, montato come gia si disse, non 
si ascolta cosi alcun suono; ma se ne ha una traccia quando la fiamma 
tocca addirittura la lamina, provocandone anzi (se questa & di Ag) la rot- 
tura o fusione. Difficilmente, mi sembra, si pud mettere d’accordo questo 
fatto con la esclusiva ipotesi termica nelle gia descritte esperienze, special- 
mente quando si pensi alla piccola quantita di calore ceduta dalle radiazioni, 
alla lamina metallica libera (cioe senza nerofumo). A parte cid, non voglio 
dare a tale metodo di indagine che un carattere indiziario. 

Pit conclusivi sono i seguenti altri tre metodi; in essi mi sono ser- 
vito per ora esclusivamente di vetri platinati, che pit facilmente resistono 
alle varie operazioni di carattere meccanico, elettrico e termico. 


Secondo metodo. — E quello che riguarda la misura della differenza 
di fase g. Il perfezionamento introdotto consiste nell’ottenere mediante una 
vite micrometrica lo spostamento dell’alidata a cui é affidato il getto di 
mercurio (v. fig. 1 delle Note precedenti). Con cid l’approssimazione con 
cui si misura @ si aggira intorno ai 2° d’arco. Con tale dispositivo, si & 
misurato @ in tre condizioni distinte della lamina di Pt, e cioé: lasciando 
la sua superficie libera; ricoprendola di nero fumo; facendo scivolare su di 
essa una corrente d’acqua. Quest’ultima condizione si ¢ realizzata sovrap- 
ponendo alla lamina, alla distanza di 1 o 2 decimi di mm. una lamina di 
quarzo; nell’intercapedine cosi risultante, si fa scorrere Pacqua che, sotto 
la pressione della conduttura stradale, pud assumere Ja velocitd massima 
di 16 m./sec. 

A queste tre condizioni superficiali delle lamina, cosi sostanzialmente 
diverse, corrispondono sovraelevazioni termiche differentissime, sotto ]’azione 
della luce. Pil propriamente la massima si ha per la lamina annerita; la 
minima per il caso della circolazione d’acqua a grande velociti. Si com- 
prende percio come cosi, l’effetto puramente termico debba presentarsi cor- 
rispondentemente al massimo ed al minimo. II nuovo effetto fotoelettrico, 
se esiste, si presentera viceversa al minimo o praticamente manchera (per 
Popacita del nerofumo) nel primo caso; coesister’ con quello termico per 
la lamina libera; potra persino manifestarsi praticamente isolato, nel caso 
della circolazione d’acqua. 

Ora, precisamente, la misura di @ nei vari casi permette di verificare tali 
previsioni. Ho gia detto come tale misura si esegua compensando anzitutto 
l’intensita della corrente pulsante (per la variazione periodica della resistenza) 
mediante il descritto dispositivo potenziometrico; e poi regolando la posizione 
angolare del getto di mercurio. Ecco i risultati a cui sono pervenuto: 

Lamina libera. - Usando la lampada di mercurio, si trova g prossimo 
a 45° per frequenze del raggio luminoso intorno a 300; esso va afhevo- 
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lendosi notevolmente per frequenze superiori a 700. Questa é dunque una 
prima prova della presenza dei due effetti; di cui, il termico ha predominio 
alle basse frequenze e va affievolendosi alle alte; lo spostamento @ nullo non 
pu infatti corrispondere che ad un effetto pronto. 

Lamina annerita. — Nettamente si ha, per qualunque frequenza, 9 pros- 
simo a 45°. Da cid si deduce l’assenza dell’effetto fotoelettrico, ostacolato 
evidentemente dal nerofumo. Inoltre, il suono cessa al telefono se lo spes- 
sore di questo & eccessivo, cioe superiore alla lunghezza d’onda calorifica. 

Lamina nell’acqua. - Qui ho adoperato una lampada a incandescenza 
da 1000 watt. Si trova @ prossimo a zero tanto con acqua ferma che in 
moto. Si ha percid da fare solo con Veftetto fotoelettrico; e si comprende 
percid che la presenza dell’acqua abbatte tutto o gran parte dell’ effetto 
termico. 


Terzo metodo. — Si adopera sempre la lampada ad incandescenza; 
& soppresso il congegno per la misura di @, per cui, al telefono il suono ¢ 


337 463 617 718 
fre quenra del raggio luminoso 


Fig. 1. 


molto pit puro mancando inevitabili perturbazioni prodotte dal getto di 
mercurio. Ma al telefono ho sostituito un sensibile amperometro a corrente 
alternata (10 microampere per divisione). Si leggono cosi le correnti in 
uscita dall’amplificatore, che sono dell’ordine di 1 ma. Facendo variare 
la velocita di rotazione del disco a fori, si costruiscono le curve della 
fig. 1, che fanno vedere per la lamina di Pt come vari la intensita della 
corrente amplificata con la frequenza. Oltre quattro di cotali curve, é se- 
gnata una quinta curva ottenuta sostituendo alla lamina di Pt una cellula 
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fotoelettrica al sodio; in tale caso la corrente che fa deviare l’amperometro 
€ dovuta al classico fenomeno f. e. che certamente non é perturbato da 
alcun fatto termico. 

E ora interessante osservare l’andamento delle cinque curve. I] mag- 
gior divario si ha tra quella del Pt annerito e quella della cellula fotoelet- 
trica. L’andamento di quest’ultima € ascendente; e cid non pud essere 
dovuto che alla caratteristica complessiva dell’amplificatore (a tre stadi). 
Se questa fosse parallela all’asse delle frequenze, altrettanto avverrebbe per 
la curva tracciata. 

‘La curva della lamina annerita é, per contro, cadente. Cid fa sicura- 
mente comprendere che l’effetto alternato termico della luce sul Pt va af- 


lampada adincandescenta 


lampada a mercurio 
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Fig. 2. 


fievolendosi con la frequenza. E la pendenza della curva € anzi mitigata dal 
detto difetto dell’amplificatore. 

Le altre curve corrispondenti al Pt in aria od in acqua hanno anda- 
menti intermedi. Cid si spiega, ammettendo che l’effetto termico della luce 
& sovrapposto al nuovo effetto fotoelettrico, che, come quello classico, ten- 
derebbe a rendere ascendente la curva. Particolarmente si deve ammettere 
che l’effetto termico & pit marcato per le basse frequenze. 


Quarto metodo. — In questo metodo si abbandona del tutto I’uso 
dell’amplificatore e della luce pulsante; e si procede alla misura diretta della 
variazione di resistenza provocata dalla luce, cercando di eliminare l’effetto 
termico con la energica corrente d’acqua. Il dispositivo consiste in un 
comune ponte di Wheatstone che permette di apprezzare con una devia- 
zione, su scala, di circa un metro, una variazione di 1/500 della resistenza 
della lamina (46 ohm). Su questa si fa cadere la luce della lampada a mer- 
curio o di quella ad incandescenza, e si costruiscono cos} i diagrammi della 
fig. 2, facendo variare la velocita dell’acqua sulla lamina (si deduce tale 
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velocita dalla portata di efflusso e dalle dimensioni dell’ intercapedine gia 
accennata). 

Tali diagrammi sono disegnati in iscale diverse, percht Veffetto della 
lampada ad incandescenza ¢ assai diverso di quello della Jampada a mer- 
curio. Le due curve sono assintotiche ciascuna ad un asse spostato paral- 
lelamente a quello delle velocita; e cioé di AR/R = 0.000011 per la lampada 
a mercurio e di AR/R = 0.00016 per quella a incandescenza. Tali valori,, 
che non hanno peraltro importanza assoluta (dipendendo essi dalle particolari 
intensiti luminose usate), sono coincidenti come ordine di grandezza con 
quelli a cui si perviene mediante il dispositivo per la misura di @, quando 
questo tende a zero. 

Concludendo, si rileva come i descritti tre ultimi metodi quantitativi, 
per la separazione dei due effetti, abbiano dato risultati concordi, sia per 
senso che per ordine di grandezza. Per cui, appare come definitivamente 
provata la esistenza del nuovo fenomeno fotoelettrico da parte di sottili 
lamine metalliche sottoposte all’azione della luce; cid vale per ora, per il 
platino, col quale metallo si @ sperimentato. Mi riservo di riferire su espe- 
rienze con altri metalli. E con tutta probabilita, leffetto qualitativo, sostan- 
zialmente gid intravisto nelle mie primitive ricerche, deve verificarsi anche 
per essi, facendo riserva per l’alluminio e forse per altri non ancora mai 
sottoposti ad esperienza. 


Chimica (Chimica biologica). — Presenza nelle cellule del tes- 
suto adiposo di una deidrogenasi altiva su gli acidi grassi superiori . 
Nota™ del Corrisp. G. QUAGLIARIELLO. 


In una Nota precedente %) ho riferito alcune ricerche dalle quali risulta 
che nella bile é contenuta una deidrogenasi che agisce sugli acidi grassi su- 
periori. Guidato.da osservazioni fatte in precedenti ricerche e da considera- 
zioni teoriche che non equi il caso di esporre, ho ricercato se un enzima 
della stessa natura esistesse nelle cellule del tessuto adiposo. La ricerca é 
stata condotta nel seguente modo: 

Del tessuto adiposo (sottocutaneo ed omento di cane) viene tagliuzzato 
con le forbici e pestato in mortaio con sabbia quarzosa. La poltiglia viene 
estratta per umora in agitatore meccanico con circa 10 parti di miscela di 
fosfati a pH7,5, satura’ di toluolo. 

L’estratto, centrifugato ‘e liberato dal grasso che si separa in superficie, - 
viene introdotto in‘un grande apparecchio di Barcroft che si riempie di os- - 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica Biologica della R. Universita di Napoli. 
(2) Presentata nella seduta del 4 dicembre 1932. 
(3) Questi « Rendiconti». : 
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_sigeno. L’apparecchio ¢ mantenuto per una intera notte in continua agita- 
zione in termostato a 37°C. 
L’assorbimento di ossigeno, assai forte all’inizio, dopo 14 ore di agi- 
tazione viene ridotto in limiti molto modesti. 
Con l’estratto in tal modo trattato, vengono preparate, in cinque piccoli 
apparecchi di Barcroft, le seguenti miscele: 
DreEstuatto ce 3+; acqtascc 2; 
2 » » 35 soluzione 0,5 °/, stearato sodico cc 1 ; acqua cc I. 
‘ » ~ » 35 acqua cc 2; difenilammina mg 3. 
3; soluzione 0,5 °/o5 di fluoruro sodico cc 2. 
; soluzione 0,0125 mol. di acido cianidrico cc 2. 
Un 6° apparecchio serve come termobarometro. 


2 
2 
4. » » 
35: » » 


os) 


@urya-1 : Estratto cc 3.5; acqua ce 2. 


Sy Re » » 353 soluzione 0,5 %/o stearato sodico cc 1; acqua cc I. 
Se » » 33 acqua cc 2; difenilammina mg 3. 

yeas » » 33 soluzione 0,05 °/o di fluoruro sodico cc 2. 

Diese » » 33 soluzione 0,0125 mol. di acido cianidrico cc 2. 


Gli apparecchi, contenenti aria, vengono introdotti e agitati nel termo- 
stato a 37°, e ad equilibrio termico raggiunto, si cominciano a registrare 
le variazioni di volume. 

Il risultato dell’ esperienza € graficamente rappresentato mella figura. 

L’assorbimento di ossigeno nell’apparecchio n. 1, contenente solo estratto, 
pud essere dovuto sia all’ossidazione dei doppi legami ancora esistenti negli 
acidi grassi presenti nell’estratto, sia, supposta l’esistenza di una deidroge- 
nasi, a formazione di nuovi doppi legami, o, infine, allo svolgersi simul- 
taneo di tutti e due 1 processi. 

Il fatto che V’aggiunta all’estratto (apparecchio n. 2) di un po’ di stea- 
rato sodico, di una sostanza cioe capace di essere deidrogenata ma non di- 
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rettamente ossidata, produce un aumento nell’ assorbimento dell’ ossigeno, 
dimostra che nel sistema si svolgono certamente processi deidrogenativi, che 
Vossigeno consumato serve, cioe, almeno in parte, come accettore d’idrogeno. 

Nell’apparecchio n. 3, per la presenza di un antiossigeno, quale ¢ la 
difenilammina, i processi di autossidazione dei composti insaturi devono 
essere quasi completamente soppressi: il consumo di ossigeno si mantiene 
tuttavia elevato (70 °/. circa in confronto dell’apparecchio n. 1) confermando 
cosi l’esistenza di processi deidrogenativi. 

Nell’apparecchio n. 4 dovrebbero essere 1 processi deidrogenativi ad 
essere pill o meno inibiti, se la deidrogenasi del tessuto adiposo, come Ja suc- 
cinodeidrogenasi dei muscoli©) e quella degli acidi grassi superiori conte- 
nuta nel fegato 3), & inibita dai fluoruri. E infatti vediamo che la fissazione 
di ossigeno si abbassa sino al 45 °/o. 

La somma dell’ossigeno fissata nell’apparecchio n. 3, in cui € inibita- 
la ossidazione dei doppi legami, e di quello fissato nell’apparecchio n. 4, 
in cui é inibita la deidrogenazione, ¢ di poco superiore (115 mm}) all’os- 
sigeno fissato nell’apparecchio n. 1 (100 mm/}) in cui si svolgono tutti e 
due i processi, evidentemente perché l’inibizione non € completa. 

Nell’apparecchio n. 5, infine, in cui ¢ contenuto cianuro potassico alla 
concentrazione 0,005 molare, l’assorbimento di ossigeno ¢ praticamente nullo. 
Questo comportamento si intende agevolmente; a concentrazione tanto ele- 
vata, l’acido cianidrico non solo inibisce i processi deidrogenativi (ved. mia 
Nota precedente), ma anche lossidazione dei doppi legami. 

In conclusione, mi sembra che le esperienze riferite dimostrino la esi- 
stenza nel tessuto adiposo di un enzima deidrogenante gli acidi grassi su- 
periori. 


(1) Rona, Asmus e Sreineck, Beitrdge zur Kenntniss der Autoxydation von Doppel- 
bindungen, « Bioch. Zeit.», 250, 148 (1932). 

(2) OPPENHEIMER, Die Fermente, 2° ed., 1926, vol. 2, p. 1712. 

(3) Ricerche inedite. 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 
Matematica. — Sulla serie canonica duna superficie algebrica. 


Nota‘? di A. ComessaTTI, presentata dal Socio F. Srevert. 


1. In due recenti Memorie, il Severi ha posto i fondamenti d’una teoria 
delle serie di gruppi di punti d’una superficie algebrica ©, iniziando cosi un 
indirizzo, il cui successo non puo deludere l’aspettativa con cui i cultori 
della geometria algebrica ne attendevano la comparsa. 

Nella nuova teoria ha un posto segnalato la nozione di serie canonica. 
Questa vien definita dal Severi come la serie principale d’equivalenza (effet- 
tiva o virtuale) alla quale appartengono tutti i gruppi del tipo 


(1) Jee) 2 A), 


indicandosi con A una curva della superficie F in discorso, variabile in un 
sistema lineare infinito, con A’ una sua aggiunta, con J il gruppo jacobiano 
(gruppo dei punti doppi) d’un fascio di curve A, ed attribuendosi ad (A, A), 
(A, A’) il corrente significato di simboli d’ intersezione. Si tratta d’una serie 
invariante (relativa) d’ordine I + 4, essendo I l’invariante di Zeuthen—Segre 
delat. 

Trovandomi presente ad una breve comunicazione del Severi sull’argo- 
mento, tenuta al recente Congresso internazionale dei matematici in Zurigo, 
mi sovvenne poco appresso d’essermi imbattuto nello stesso carattere I + 4 
in una questione d’altra natura, ma pero con un significato, che, ravvici- 
nato alle nuove concezioni del Severi, conduceva quasi naturalmente alla 
considerazione d’una serie invariante. Si tratta di questo: 

Introdotta la varieta V immagine delle coppie (ordinate) di punti della F, 
si consideri in essa la superficie Q, birazionalmente identica ad F, che ivi 
rappresenta le coppie di punti coincidenti (la corrispondenza identica). Entro 
la riemanniana ad otto dimensioni di V la Q resta rappresentata da un ciclo 
quadridimensionale, che pertanto, combinato con se stesso, da luogo ad un 
indice di Kronecker [Q,Q] finito (o nullo). Orbene il calcolo mostra che 
tale indice vale precisamente I + 4. 


(1) Presentata nella seduta del 4 dicembre 1932. 

(2) F. Severt, a) La serie canonica e la teorta delle serie principali di gruppi di punti 
sopra una superficie algebrica [« Comm. Math. Helvetici», vol. 4° (1932), pp. 268-326]; 
b) Un nuovo campo di ricerche nella geometria sopra una superficie e sopra una variela alge- 
brica [«Mem. Ace. d’ Italia», vol. III (1932), matem. n. 5]. 

(3) Non ci tratteniamo sui dettagli del calcolo; e nell’occasione avvertiamo che rin- 
yiamo lo sviluppo di molti dettagli (segnatamente del n. 5) ad uno scritto pill ampio, 
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Poiché il teorema di Lefschetz circa l’eguaglianza fra il numero alge- 
brico (indice di Kronecker) ed il numero aritmetico delle intersezioni, sus- 
siste anche per le V. d’una V,, ne consegue che 1+ 4 é il grado virtuale 
della Q in V, cioe Vordine della. relativa serte caratleristica, opportunamente 
definita quale serie principale (nel senso di Severi) sulla Q, quindi su F. 
Tale serie caratteristica ¢ pertanto anch’essa una serie invariante d’ordine 
I+ 4; e da cio ad identificarla colla serie canonica é breve il passo. 

Mi propongo di assodare rigorosamente tale identita, gia affermata, a 
titolo di previsione, allo stesso Congresso di Zurigo. Ne resta acquisito, per 
la serie canonica di Severi, un nuovo interessante significato, espresso dal 
teorema seguente : 

Data una superficie algebrica F, sia V la varieta immagine delle coppie 
ordinate dei suot punti, Q la superficie, birazionalmente identica ad F, che rap- 
presenta le particolari coppie costituite da punti coincidenti. La serie caratteri- 
stica di questa Q entro V (trasportata, se si vuole, su F) é la serie canonica 
di Severi. | 


2. Non sara inopportuno, avanti di procedere alla dimostrazione, con- 
siderare brevemente la questione analoga, nel caso delle curve. Sia C una 
curva algebrica (irriducibile) di genere p, in relazione alla quale V ed Q 
abbiano ‘significati analoghi ai precedenti. E intanto noto che il grado virtuale 
della curva Q in V vale — (2 p — 2)); onde, nell’ordine d’ idee prospet- 
tato, ¢ da prevedersi che la serie caratteristica di Q dovra identificarsi colla 
relativa serie anticanonica |— K| (virtuale se p > 1). 

La conferma si raggiunge facilmente. Prendasi in V un sistema lineare 
|G| di curve, che contenga parzialmente Q, e sia |H| il sistema residuo. 
Denotando col simbolo (Q, ) un gruppo caratteristico, si avra (Q, Q) = 
= (0, G)— (©, FB). 

Sulla C le curve G,H son rappresentate da certe corrispondenze alge- 
briche, ed (Q, G) , (Q,H) dai gruppi delle relative coincidenze; inoltre il 
fatto che G varia in un sistema lineare, porta di conseguenza che i due 
gruppi X,Y formati dagli omologhi d’un fissato punto P di C in una G 
e nella sua inversa, variano entro serie lineari determinate, cosi essendo 
pure degli analoghi gruppi X’, Y’ relativi ad una H. Infine per essere le H 
residue .delliidentita rispetto allewG, wsishawdhe Ki=2K — Pave 

Aggiungiamo ora lipotesi, del tutto lecita, che |G| sia un sistema 
lineare di curve a valenza y; allora anche |H| & un sistema analogo colla 
valenza y’= y + 1, ed il principio di Cayley-Brill (nell interpretazione fun- 
zionale di Severi) porge (Q,G)=X+Y-+yK 4+ 2yP, (Q,H)=X’+ 
+ Y'+ y/K + 2y'P. Tenendo conto delle espressioni di X’, Y’, 7’ la se- 


(1) Cfr. F. Srvert, Trattato di Geometria Algebrica [Bologna, Zanichelli, 1926], n. 86. 
Questo carattere si calcola anche agevolmente per via topologica (cfr. n. 6). 


Sey eras 
conda equivalenza si trasforma ‘nella (Q,H) =X + Y + (y 4 1) K + 2yP, 


€ sottratta dalla prima porge appunto (Q,Q)=—K, come si. era 
previsto. 


3. Tornando al problema principale, occupiamoci anzitutto della defi- 
nizione di serie caratleristica d’una superficie Q in una V,- Non volendo 
fare alcuna ipotesi circa la possibilit’ di variare della Q,, tanto pil in vista 
della circostanza, che, appunto nel nostro caso, Ja Q é isolata (salvo quando F 
possieda un gruppo continuo di trasformazioni birazionali in sé) ci porremo, 
com’é naturale, nella scia della nota detinizione di Severi relativa alle curve (), 

Preso a considerare in V, un sistema algebrico irriducibile {G} di 
superficie, che soddisfi alle condizioni seguenti: 

a) La generica G sega Q in un gruppo (Q,G) d’un numero finito 
di punti variabile su Q in una serie principale d’equivalenza ©); 

b) Esiste qualche G contenente parzialmente Q; sia G una fra queste 
spezzata in Q +H; iz 

c) La superficie H appartiene totalmente ad un sistema irriducibile 
{H} la cui superficie generica sega pure Q in un gruppo (Q, H) dun nu- 
mero finito di punti, variabile in una serie principale ; 

definireno quale serie caratteristica di Q in V, la serie principale 
(effettiva o virtuale) differenza delle due serie principali [((2,G)],/(Q,H)], 
e conformemente, introducendo anche ora per il gruppo generico della serie 
caratteristica il simbolo (Q,Q), scriveremo (Q,, Q) = (Q, G) —(,H). 

Naturalmente la definizione ha senso soltanto ’se gli elementi discre- 
zionali che vi intervengono non hanno influenza sull’ente definito. La prova 
di cid non é difficile, e la rinviamo ad un’esposizione piu. dettagliata. 

Aggiungiamo un’osservazione a riguardo della c). Tal condizione si é 
introdotta per evitare la considerazione di gruppi eccezionali come (Q, H) 
che contengono infiniti punti; dovendosi avvertire che quando la G varia- 
bile in { G} viene a spezzarsi, la connessione con Q resta mantenuta lungo 
una curva. Comunque per |’adeguamento alle condizioni a), b), c) rimane 
una larga arbitrarieta. 

Notiamo infine che le condizioni imposte ai gruppi (Q, G)(Q,H) son 
certo soddisfatte se ciascuno dei sistemi {G},{H} ¢ contenuto in un si- 
stema principale d’equivalenza di superficie della V,%). Questa perd é una 
restrizione del tutto superflua, che nei casi pratici potrebbe imporre delle 
inutili verifiche. 


(1) F. Severt, Osservazioni sui sistemi continui, ecc. [« Atti Acc. Torino», vol. 39 
(1903-04), pp. 490-506]. 

(2) La nozione di serie principale puO venir presa tanto in senso ristretto (serie ra- 
zionali) quanto in quello pitt lato (serie unirazionali) della Memoria (2) b) del Srvert. 

(3) Il Severr, generalizzando il tema principale, ha anche introdotto Je nozioni di 
sistemi d’equivalenza per le Vm duna Vn» (Memoria (2) b), n. 38). 
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4. Volendo costruire, in base alla definizione del numero precedente’ 
la serie caratteristica sulla nostra Q del n. 1, convien fare, senz’altro, rife- 
rimento alla F, tenendo presente che ogni superficie G della varieta V delle 
coppie di punti ¢ ivi rappresentata da una corrispondenza algebrica (che con- 
tinueremo ad indicare alla stesso modo) ed (Q,, G) dal relativo gruppo delle 
coincidenze. 

Il problema offre qualche difficolta, non soltanto perché occorre tro- 
vare dei sistemi {G}{H} di corrispondenze per cui sian soddisfatte le con- 
dizioni a), 5), c); ma anche, e specialmente, perche occorre che i relativi 
eruppi di coincidenze sian determinabili funzionalmente, cioe mediante espres- 
sioni in termini di opportune, e, in certo senso, tipiche, serie principali della 
superficie; giacché lo scopo a cui si mira, € quello di ottenere per il gruppo 
(Q , Q) un’espressione che s’identifichi colla (1). 

Le corrispondenze G da me considerate, sono ciascuna somma di una L 
fissa, e di una M variabile in un sistema {M} definito in modo sempli- 
cissimo, e soddisfacente alle condizioni a), b); in modo preciso, per cid 
che concerne la b), v’ha in {M)} una particolare operazione M (= Q + N) 
che contiene come parte l’identita Q. L’aggiunta della corrispondenza fissa L 
ha lo scopo di render possibile ?adeguamento alla condizione c); giacché, 
mentre non siriesce, col far variare la sola N,.a far sparire la relativa curva 
di coincidenza, cid & possibile per la N +L, col farla muovere in un si- 
stema {H} opportuno. E, colle notazioni ora introdotte, sl avra 


(2) (2,9) =(@,M) + @,L)—(@,H). 


5. Andiamo a precisare le definizioni delle M,L,H, e quel che ri- 
guarda le loro coincidenze, senza pero trattenerci sulle deduzioni. 

Assunta la F @’ordine in S,, priva di punti multipli, ed indicata 
con A una sua sezione iperpiana generica, sia m un piano, pure generico, 
dell’ambiente, @ un’omografia nella stella di S, coll’asse 7. La corrispon- 
denza M (variabile con » in {M}) si definir’ assumendo come omologhi 
(nell’ordine) due punti P e P’ di F allorché gli S;(~, P) (x, P’) si corri- 
spondono in w. I suoi punti uniti cadono nelle intersezioni con F di treS; 
della stella (7), quindi 


(3) (Q,M)=3(4,A). 


Quando l’omogratia @ si riduce all’identita, la M si spezza nell’identita Q 
di F e nella corrispondenza simmetrica N (che convien pil specificamente 
indicare con N,) in cui sono omologhi due punti di F quando stanno in 
uno stesso S, di (7), cioe quando la loro congiungente si appoggia a 7. 
Essa ha una curya di coincidenza, luogo dei punti di contatto delle tangenti 
di F appoggiate a 7, 


ST ere 


Fissato in S; un altro piano generico , dal quale resta individuata una 
corrispondenza N, analoga ad N,, porremo L =N,+N,. La corrispon- 
denza L cosi definita ha un numero finito di coincidenze, il cui gruppo ¢ 
caratterizzato dall’equivalenza 


(4) | @,L)=J +D+4+P +4 2(n—2)(A,A)—(A,A), 


dove J ed A’ hanno il significato del n. 1, D @ il gruppo dei punti d’ap- 
poggio su F delle corde uscenti da un punto (punti doppi impropri della 
proiezione in S,) e Pil gruppo dei punti di contatto delle tangenti appog- 
giate ad una retta (punti cuspidali della proiezione in S,), gruppi tutti varia- 
bili in serie principali ben determinate. 

Per far variare N, +L in modo che il gruppo delle sue coincidenze 
si riduca a contenere un numero finito di punti, si fissi in S, un terzo piano, 
pure generico, m’, ed un’omografia biassiale t cogli assi m, x’; indi, indi- 
cati con P,,P,,+++,P,_, gli omologhi d’un punto P di F in N,, e con 
PY, P,,:-+,P%_. i loro trasformati mediante t, si proiettino quest’ultimi 
da o sulla F. Si ottengono cosi (nm — 1) punti, che assumeremo come 
omologhi di P in una corrispondenza H, variabile con t in un sistema {H}. 
Manifestamente, quando + tende all’identita, H tende ad N, + L; inoltre 
si trova che il gruppo delle sue coincidenze varia nella serie principale pre- 
cisata dalla ‘ 


(5) (Q,H)=D +T 4 22 (AA) 4 (AA). 


Ora non resta pil che sostituire nel 2° membro della (2) al posto di 
(Q, M) @, L) (Q, H) le espressioni (3) (4) (5) ottenute. Con cid quel 


2° membro si riduce ad (1), e questo prova il nostro teorema. 


6. Il nuovo significato acquisito alla serie canonica d’una curva e d’una 
superficie, conduce spontaneamente ad estenderne la nozione alle varield alge- 
briche ad n dimensioni Vi. 

Introdotta la V,, immagine delle coppie ordinate di punti di V,, e 
considerata in essa la Q, birazionalmente identica a V,, che rappresenta 
le coppie di punti coincidenti, si definira quale serie canonica (di gruppi di 
punti) di V,, la serie caratteristica od anticaratleristica di Q in V,,, a se- 
conda che m é pari o dispari, trasportata poi su V,. L’ordine v di questa 
serie puO determinarsi topologicamente, valutando, entro Ja riemanniana 
di V.,, Vindice. di Kronecker [Q, ©]; si trova [Q,Q] = >» (— 1)' Ri, 

Zo 


dove R; sono i numeri di Betti (ordini di connessione) della riemanniana 


2n 


di Vin (Ro — Rg n—I 5) Ry == Ryes) ? quindi Ve > Ce i eee Ri a Ri ea 


70} 


—2R,-: + 2R,-,+-+: +2(—1)”R.. Introducendo l’invariante di 
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Zeuthen-Segre I, di V, e tenendo conto della relazione che lo lega ai 
‘numeri di Betti ®, si trova in definitiva la semplice. espressione’ 


(6) v=1,+2( )"2, 


che in particolare per n= 1,2(1,=2p , L =I) riporta ai valori noti 


OND ape > I+4. 


Matematica. — Su di un’equazione trascendente della statica. 
Nota® di F. Trico, presentata dal Socio T. Levi—Civita. 


1: In una Nota pubblicata in questi stessi_ « Rendiconti» ® il ptofes- 
sore G. Krall si occupa dell’ interessante problema della determinazione dei 
carichi critici per un’asta sollecitata di punta, uniforme salvo un’« intacca- 
tura », vale a dire tale che il momento d’inerzia della sua sezione trasversa 
sia costante ed uguale ad un certo J,, tranne in un breve tratto in cui Si 
riduce all’altro valore, pure costante, J< Jo. L’A., supponendo asta libera 
agli estremi, mostra come i suaccennati carichi critici P; possano calcolarsi 
per mezzo della formula 


ieee 
(1) | Pee fe Ae» 


dove L é la lunghezza dell’asta, E il suo modulo d’elasticita e A, una delle 
radici dell’equazione trascendente in A 


sin Ag, ) sinajé, —cosajé, 
en oe cos Ae, | O j aa a j sin Alte aie 
) sin A (1 — &,) sin Aj&, — cos aj&, | - 
0 —cosa(1—&,) jcosajé& jsin aAj&. 
essendosi posto 
Jo x2 


(t) C. Secre, Intorno al wn carattere delle superficie e delle variela superiori algebriche 
[« Atti Accad. Torino», vol. 31 (1896), pp. 485-501]. 

(2) J. W. ALEXANDER, Sur les cycles des surfaces algébriques, ecc. [Questi « Rendi- 
conti», vol. XXEHI (2° sem. 1914), pp. 55-62]. 

(3) Pre:entata nella seduta del 4 dicembre 1932. 

(4) Inlorno ai carichi di punta, ecc. [« Rend. Lincei», (6), rz (19301), pp. 564-567]. 
In una successiva Nota [Ibidem, pp. 745-748] la ricerca fu poi estesa al caso di un’asta 
di tipo qualunque. 


a SG 


con X, € x, ascisse (contate lungo l’asse dell’asta in condizione naturale, a 
partire da uno degli estremi) del principio e della fine dell’intaccatura. 

« Rinunciando alla ricerca delle radici (pur permettendoci di segnalarne 
linteresse) di siffatta equazione » — aggiunge il Krall - «passiamo ora ad 
indicare la soluzione offerta dalla teoria delle equazioni integrali » che invero, 
abilmente maneggiata, gli permette anzitutto di dimostrar subito l’esistenza 
d’infiniti avtovalori (radici della [2]) reali e positivi A, , A. , hy, °%*, © SUC- 
cessivamente di ricavare il seguente valore approssimato dell’autovalore mi- 
mimo A, , ch’é il solo veramente interessante per la tecnica: 


I I 


Se - © 
= a2 


Gola ee, sb >(: mgt 5) 


< 


con 
(3) 5= ce FS a ’ 


4 , 7 : I : 
donde, nel caso di un’ intaccatura in mezzeria (. = al si deduce, a 


meno di termini dell’ordine di 8?, che 


(4) P, ( 7? Je : FF 


d=18=-x,—x, 


formula «non molto diversa » (perche 2?/8 non differisce molto da 1) da 
una, intuilivamente ricavata dal Féppl: 


(5) ay ee sar 


e*citata dal Krall. 

Nella presente Nota, seguendo l’implicito suggerimento di Krall, mi 
son proposto di discutere direttamente l’equazione trascendente (2), indicando 
dei metodi per la determinazione approssimata delle sue radici. Rervengo 
cosi, fra altro, a dimostrare che, a meno di termini dell’ordine di 82, vale 


la formula 


Bho te? 


(L 4d ae ies =) 


(6) P, = 


Ja quale, nel caso dell’intaccatura in mezzeria, si riduce sostanzialmente 
alla (5) che quindi ¢, nell’indicato ordine d’approssimazione, esatta e come 


tale da preferirsi alla (4). 
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2. Sviluppando il determinante che costituisce il primo membro della (2) 
pei minori contenuti nelle prime due colonne, si ha 


D (A) = —j? sin Ag, sin A(t — &) sin jA(E. — &) + 
+ j sin A, cosa (1 — &,) cos jr (E, — Sr) + 
4- jcos AB, sin A(t — &) cos jA (G2 — &) + 
+ cos A&, cos A (1 — &) sin jr (€.—&) =0, 


da cui, dividendo per cos A&, cos A (1 — &,) cos ja (€, — &:), segue 
[1 — jreg né. tg a(1 —&)] tg ja E. —&) + jltg re: + teat — €.)] =0 


ovvero, dividendo per Ja prima parentesi, 


jtgré + jteaG—&) _ , 
1— 77 tg as, tg A(1 —&,) 


te pA, Gt) ot 


Osserviamo ora che, se momentaneamente indichiamo con py € po due 
archi tali da aversi rispettivamente 


jtght, =teu, , jtgrx(1—&)=tgy, 


la frazione che figura nella precedente equazione si riduce a tg (ur + pa), 
di guisa che l’equazione stessa potra interpetrarsi dicendo che la differenza 
fra jA (&. — Er) € — (pr + pe) devessere un multiplo intero di 7; dunque 
Vequazione fondamentale potra scriversi sotto la forma 


jr(S. — Er) + arctg (jtga&,) + arctg [j tg r (1—%,)| = ke 


con k numero intero qualsiasi, ovvero, avvalendosi della posizione (3) ed 


osservando che, data l’arbitrarieta di k, non é restrittivo riferirsi a parti- 
colari determinazioni degli archi tangente: 


(7) jdm + arctg (j tg A &) + arctg [j tg (1 — &)| = kr, 


dove col simbolo arctg s’intende denotare la determinazione dell’arco tan- 
gente ottenuta proseguendo per continuita quella nulla nell’origine, e dove 
si © scritto Ax in luogo di A per ricordare che si tratta della radice (o delle 
radici) della (2) connesse ad un certo intero k. 


3. Mostriamo anzitutto come, fissato che sia k, Pequazione (7) am- 
metta una ed una sola’ radice reale e positiva (se k >>0) che potremo 
percid, senza pik ambiguita, denotare con Ae. 


Infatti, indicato per brevitt con F (Ax) il primo membro di detta equa- 
zione, derivando si ha 


; Yew tas jC haar) 
: fo ae + (j? — 1) sin? &, aes + (j? — 1) sin? Ay (1 — &,) 


GAecUi,.essendO: Bae 0, 1, =~ 6, 0, fF re ee I—6,j>>1, si trae che 


FQ) &j3+ =" >o, 


il che mostra che la funzione F é una funzione sempre ed indefinitamente 
crescente del proprio argomento; ma d’altra parte ¢ F (0) = 0, dunque 
esistera uno ed un solo valore reale (e positivo, se k>>0) di Ax per cui 
Cet Og) = hte. 

Mostriamo ora come, almeno in certi casi, quest’ unica radice A: della (7) 
sia facilmente calcolabile per approssimazioni successive o, pit. propriamente, 
per ilerazione. 

Infatti, posto per semplicita 


arctg (j tgx) — x = 9(x), 


cioé detta (x) la parte periodica della funzione arctg (j tg x), la (7) pud 
scriversi 


(8) (r+ G— 1) d}]e 4 9 (8) + [a(t — &)] = be 
o anche 
Ar = ®; (Ar), 


avendo posto 


(9) DA) = : 


r+G—18 


{ke — 9 (AvE,) — [a(t — &)]}- 


\ Oo . 
Ne segue che, sempreche (per un certo 2 > la successione 


(10) WY = Dy Ge) ’ a = ®, OP) ’ ng? = ®, (a) Soo 


convergera, il suo limite dovra necessariamente soddisfare la (8), cioé sara Ax. 
In particolare, per un noto teorema, la successione (10) sara sempre 


, 
convergente ed avra per limite A, se ¢ sempre |®, (x)| <1. 
Converra dunque. derivare la (9), con che si ha 


15 jes) 


’ JT oi [Pat Ar 
ea) Gsm, 1G sm ur 5) 


Pie ets ; , 
ciok, indicando con & un opportuno numero compreso fra & ed (1— &), 


ey oe j 
1+(j—1)8 r+G7— 1) sin? Ar & 


®, (x) = 


donde segue 


(629s oss 26ers 
i Ge Dee ee eee 


e, a fortiort, 


(11) |, a) | = CUD. 


Se ne conclude pertanto che, se la quantita a secondo membro della (11) 


; ee. I 
& minore di 1, come certamente si verifica se ¢ Le te oppure (caso pill 
interessante) se 
1—8 
1—.28’ 


allora la successione (10) tendera a A, comunque sia scelto at”. (Per esempio, 


potra prendersi iO = kre) . 


4. Potremo pero ottenere dei risultati pil. espressivi, specie se 5 € molto 
piccolo (ch’é il caso tecnicamente interessante) con l’osservare che, poiche 
o(x) ¢ una funzione dispari, periodica col periodo 7, la (8) pud anche scriversi 


[1 +G—18)u=kn + 9 [kr —a (1 — &)] —9 (A &) = 
=hr+o[me& + ke — (1 —8)] — 9 (rS) 


donde, detto p: un opportuno numero compreso fra AS e Ae + ha — 
— i (1 — 8), definito dall’equazione 


(2) of (pee aeRO) 


hy 


(hy = kx —2d. (1 — 8)), 


si trae 


[1 + (j—1) 8] = Fn + [km — (1 —8)] ¢ (i), 


equazione da cui, sostituendo alla derivata la sua espressione, si deduce facil- 
mente che 


kr 
13) i ee eee 
(13 bs I + 8G? —1) sin’ Or 


Mostra gia linteresse della formula trovata la circostanza che da essa 
si deduce subito che é 


kr 
(14) Ray =kr 


e quindi, in particolare, che gli autovalori A; sono tutti non superiori a quelli 


A. = kn corrispondenti al caso § = 0: risultato che Krall deduce dalla teoria 
delle equazioni integrali. Ora si puo perd inoltre asserire che la differenza 
fra kx e dx & dellordine di 8, il che fornisce una prima, sia pur grossolana, 
approssimazione degli autovalori A.. 

Per poter procedere notevolmente oltre basta pero ulteriormente os- 
seryare: 

1) Che, soddisfacendo l’/; che figura nella (12) alla disuguaglianza, 

facile a controllare, 


== Pee yr 
(15) PONSA TE reg home ae 


esso € dell’ordine di grandezza di 8 
2) Che, purche la derivata seconda deila funzione non sia nulla, il 


numero § che compare nella formula lagrangiana del valor medio differisce, 


da 1/2 per termini dell’ordine’dell’incremento bh. 

Invero, tenendo presenti queste due osservazioni e avvalendoci della 
comoda notazione O (8), O(6?)--+ per indicare termini dell’ ordine di 
5,82, +++, dalla (12) potremo dedurre ~che: 


er = AE, + _ In 4+- O(8?) 
cioeé che 


(16) Or hie: +(4-5) (kre — dx) + —hnd + O(8) 


o, pil semplicemente, che 


(17) Or = kr&, -+-+ O (8). 


Dalla (17), sostituendo nella (13) si ottiene senz’altro 


| = kr 
Ge) | age + 8(j?— 1) sin? kr 
| 


ee, 


formula da cui, facendo k = 1 e tenendo conto della (1), segue subito la (6). 
3 
Se invece si vuol maggior precisione (errore dell’ordine di 83) si dovra 
far uso della (16) tenendo conto che, in virtu dell’ultima formula, ¢ 


pS je 3) sii bn ey +O (8); 
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Sane 


troveremo cosi che é 
sya eeetee (> x | (j2 —1) sin? ke, + + | 3+ 0(8), 


da cui segue 
Se seid il ied aie eh re SL on ee ee 


kr 
ToT) sin*) kre, +|(—8)G— sim kn, + —hr 


(19) Ak = 


Notiamo infine che, dalla circostanza che ex & compreso fra Ar & e€ 
AE, + bee dalle (14) e (15), si deduce subito che ¢ 


e 
i+8@P—1) 


Ps 


ee eiGeo) 


fa<er<(E. + 


disuguaglianze da cui, supposto che fra il primo ed il terzo membro non sia 
compreso nessun multiplo di 2/2 (massimie minimi della funzione sin? x) 
& facile trarre due valori, uno certamente approssimato per difetto e l’altro 
certamente approssimato per eccesso, di Ax la cui differenza & dell’ordine 
di 8°. Se invece fra le due dette quantita cade p. es. un multiplo dispari di 77/2, 
allora il valore approssimato per difetto si otterra ponendo sin? ep; = I. 


Matematica. — L’intégration des équations aux dérivées par= 
elles du 2" ordre avec 2 fonctions de 2 variables indépendantes. — 
II]. Sysiémes contenant quatre dérivées du second ordre. Nota“ 
di M. Kourensky, presentata dal Socio T. Levi-Crvira. 


§ 1. — Quand les systtmes contiennent quatre dérivées du second ordre, 
de toutes les 15 combinaisons de 6 dérivées r,s, +++ /, dont on ne prend 
gue quatre, il faut étudier les 12 suivantes: 


pice Sasktel e | cre, pet ee (3) 'e teateree B 
(eyes, t Mele) [oii 0t.565 >) 5 Poteet gs ae abs 
Bites ss) ctslO)7 str. (toler. 78) eb Tiler aon tes 

. Rea Soars wee 
Il est aisé d’obtenir les equations auxiliaires pour les combinaisons 
esha Sat SES Lape ro Secs LS par, ea ed 


des équations pour [1],[2],[3] par les changements des variables r,s, 1 
et des déterminants g,o,+++ y; par la méthode, indiquée dans la Note II. 
Pour les équations ; 


() Fe(X Ys % 3% 0 P39. P59s 5,7 8,1) =0, (k= 1,2) 


qui correspondent a la 1'* combinaison [1], nous aurons le systéme de 2 
équations linéaires 4 une fonction inconnue ®: | 


; 30 so 30 , 30 
(pt NiO Nine Os a7 NT a Os + A: 61) 57» 


5 


(2) : , 
d® d® ie cD 3D oD 
AS, dae dy et) as rib ay yp 


ol A; est une des racines de |’¢quation quadratique 
6,? +o,A +0, =0. 


Il faut trouver les intégrales particulicres ©, = C,,®,=C,,---, 
qui ne contiennent pas les variables r et 1. Chaque paire d’ intégrales 
®, = C,,®, = Cy doit étre compatible avec chacune des ¢quations pro- 
posce ul w= O-et 1s ==; 


(1) Pervenuta all’Accademia il 25 agosto 1932. 


La 2™ équation du systéme (2) peut ¢tre remplacée par une des 4 
équations 

d® d® , oO oD ay 

eas logins: a &, aaa ay MeN) caeace (E + Aim) 5 + Mh O79 > 


oD cD 
(Gis; + a) = ae S Ovick Ne eee Mi bs aa + Om + &:) ap > 


d® _e e® 
0; Ae | 0; fh ise at 8s cers a or’ 


= 0; 


eit) , oO ; . oD 
hi oy" ae O97 ie (n, Se Ki 1) =| 


i 3b © 3® 3b |, 1 BERD 
29, B= a 6, + HE) ME gr — Egy FO —8 ze] 


Pour les equations 
nt ; , 
F/I 2 XP OP eo dot ot oS ot ee War Ey 2) 


il faut trouver les intégrales particuli¢res, qui ne contiennent pas s et / du 
systeme 

: ~ oO ty) c® cD 
(o a5 Xi % ) we = (Ai Pe e;) or’ Ki Px as’ “F Px ot’ 


d® d® , ~ oD cD oO 
Ki ae + Ps ‘dy te Ae G ef Ws =n 5 ay" + Yr or? 


lié avec une des racines de |’équation 
0; A7 —9.A + 9; = O. 


Pour la combinaison analogue [3] le systeme auxiliaire et l’équation 
quadratique s’écriront: 


Ne eee) 2 3 2 
Gk eh a aie dit) 57 
a® o® o® 


aera ioe a Oe +A poe y ape re 
7, —TA+ 7, = 0. 
§ 2. — Pour les équations 
Ei(9, 25% DeGoPs esas =O (Rei) 
il faut trouver les intégrales, qui ne contiennent pas r et r’ du systtme 


oo, , ES. 30 
\—aa Ft + Ma) — tae FG ag = O 


d® d® cD 1, oO ~ 6D 
| 02 dx = (T cat e) dy. as (&. as ;) 3 =e (Y; = 2) Os age 2 (1 a 1.) We 


eee 


at re Na ee acl hc bh tage oe eae 


ou A; est une des racines de |’équation 


pA? + (6; —T.)A +p’ =O. 


Pour la combinaison analogue [5] le systeme auxiliaire et l’équation 
algébrique seront: 


cD ce op Px) 
a Sat ee KiGi) at Cag (Pat Nt). = 0 


cate + (6. tt) — (me HE gr = Orbs — 1) —E ENE) 
tA? + (Q,—G:)A+ 7 =O. 
Quand nous avons le systeme d’equations 
FeX 595% 525 P59 5P595551,158) =O, (k = 1, 2) 


on peut chercher les intégrales, qui ne contiennent pas r et t, du systéme 


co ob cD oD 
te ae =i ae S453 = e) 
d® oD _ oD 3D 
ere =i eee dy =e Boe Os = es dy’ Ny n, ‘OF seus iM ao Os’ ? 


lié avec une de racines de |’¢quation 


tv, 2 —(t, + 6,)A + oO, = 0, 
ou du systeme 


te yell? ay oD oO cD 
i if fee ete (Pe K,02) 7 7+ K615 0 
5 , oD 
x; 3. +66 +t —(&, +A Me =— (y; ey ye Se WS se: 


lié avec une des racines de |’équation 
vN2+(t;—o,)A4’ +9 =0. 
Pour la combinaison analogue [7], par ex., les derniéres ¢quations se 
remplaceront par les suivantes: 
! A a a, a 
+ 1 oO oD puis pa OD 
(G,=A Pi, — 5, + mk APgg X Pra = © 


oD 


, ~e® 
I ete tKegy E+ W) 5 = Gi — AW) 57 tn +a va) Si 


or 


po X* + (9; —o2,)A +t =O, 


Pe ey efor 
tM ras ree ee Oe 
“« pee > 


S Shs Si nous avons le systeme 
Fi (% 595% CoP odsP oI oh ot 2558) = 0 (k =1,2) 


. a . rary ° ° , 
il faut chercher les intégrales particuli¢res, qui me contiennent pas 1 du 


systtme de 3 equations 


aaa o@ ab are ob 
ae Bis saat irre lg 
VD |, MON eon Let 
cd Piast Plas (Pin ao Psa 


| d® d® oy, OD , oD 3 oD 
Mia a Pas: dy +28 5, +, aN a says OF 
oli A; est une des racines de Péquation cubique 

p2 A* (pP: A— 72) + 7; (P; A— 73) = O. 


Pour le cas de la combinaison analogue [9] les derniéres equations 


seront: 
| xt) 3® mx) oD 
NO = ar eee 
oD eious : oe 
oa ae 3 Oy! a+ Oras Bae 


id d® AD ja) BD he ge ee ee 
| ROT Ras ec Nor dy =H 8S + Ms xy BG ae lly ogee 


6, A? (GxA + 63) +7; (4: A +73) =O. 


Pour le systeme 


Ey (sary ees PIG SPs Goto s hoy aeO Ce aT? 


nous viendrons a trouver des intégrales particulieres, qui ne contiennent 
pas 2’, du systeme 


oD oD oD oO 
oa GR 3s Ai Pr B, 
oD oD ob ob 
Oe uneiage gia Oey, 
d® d® ei) oD a) , oD ’ 


ane 


Ki 2: = Pi ea a ey, tS ee 
| Pre | 8 dy B13, Mag thE a 


ou. pour A nous avons l’équation cubique 


e: A? (Pp, A —) — T, (e. A — 7.) = 0. 


Pour la combinaison analogue [11] les equations s’écriront: 
| aod eS 3 
he a SS a on Oe by Nyy eae 
S or 03 3/ 03 a5 4 Xr Pr af 
oD o@ et) ob 


C 
So ae pda ead ey 


Os 


d® d® oD oD oO oD 
Joy ree 7 :E,< — ms =0; 
id dx a 0; dy r e or St i %, Os =r A er or’ Ne or O; 


Q: A? (0: A-++ 3) + 9; (G1 A + 63) = 0. 


§ 4. - Pour la dernigre combinaison des dérivees du second ordre, 
quand nous avons le systéme 


BECes rts oP ate sda fhe a) Oy (k= 1,2) 


les conditions de compatibilité des équations F, = 0, F, = 0,® = const. 
s’écriront sous ]a forme suivante : 


XH o® et) 
Ves tir tr) [ey ar re. 
CeO irene eds GE): 


HO 5 P15; 


ce qui donne, pour déterminer les équations ®, = C,, +++ le systeme 


a en 
uae IAs a ifs at 
20 Fo aD 

ob , b 

Tae ar eh 


i® ,o@ , @ dD, ob a 
ni (eee +E bsnl + Gy $1 ap a = 0, 
oll A; est une des racines de l’equation biquadratique: 


po: A? (7 A? ++ 7; P3) + 7; (01 TA? + 7;) =O. 


Matematica. — Sulle condizioni di validitd dello sviluppo di Taylor nel 
campo reale. Nota di G. Ascout, pres. dal Socio G. FUuBINI, 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo, 
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Matematica. — Opération linéaires. Matrices limitées. Nota di R. L. Gomes, 
pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Un teorema generale sulle successioni di funxtoni con- 
vergenti verso una funzione olomorfa. Nota di S. Minerti, pres. dal Socio 
F. SEVERI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Insiemi tensoriali generali da sistemi assoluti di Pascal- 
Vitali. Nota di M. Pasrort, pres. dal Corrisp. U. Ctsorti. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Sulla distribuzione delle tensiont interne in un so- 
lido ad asse rettilineo con sezione trasversale rettangolare. Ripart- 
zione uniforme della tensione tangenziale. Nota V di R. Zoya, pre- 
sentata “) dal Corrisp. C. Guip1. 


Come unico caso nel quale sia giustificato ammettere una ripartizione 
uniforme dello sforzo di taglio sulla sezione trasversale di un solido pri- 
smatico C. Guidi da quello dei gambi dei chiodi ribaditi a caldo nelle chio- 
dature di forza @). 

In ogni altro caso poiche la sollecitazione al taglio semplice non puo 
aversi che per sezioni isolate del solido, e non puo neppure estendersi ad 
un tronco di solido anche di limitatissima lunghezza, senza essere accom- 
pagnata da un momento flettente sia pure piccolissimo ®, la distribuzione 
delle tensioni tangenziali viene alterata ed ¢ necessaria una apposita tratta- 
zione per trovarne la legge di variazione. Sono ben note, nel caso dei so- 
lidi prismatici, la trattazione rigorosa e quella approssimata del problema 
della flessione e taglio, le quali conducono a distribuzioni della tyz netta- 
mente differenti da quella uniforme. 

Ma se consideriamo un solido non prismatico ¢ possibile ottenere, per 
determinate forme di esso e condizioni di sollecitazione, una distribuzione 
uniforme della tensione tangenziale su una sua sezione trasversale. 


(1) Nella seduta del 4 dicembre 1932. 
(2) C. Guipt, Scienza delle costruzioni, parte Il. 


Speed Op hie 
Mi propongo di dimostrare questo in un caso che, per Ja sua grande 
semplicita, per la possibilita di facili verifiche sperimentali, e per la sua di- 
retta estensione a problemi pratici, merita di essere segnalato. 
I] solido & ancora la mensola di spessore costante, a profilo rettilineo, 
sollecitata al vertice da una coppia SI e da una forza &) (problema piano), 
del quale mi sono occupato con altri intendimenti nella Nota precedente “), 
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Per giungere rapidamente al risultato enunciato basta ricordare |’espres- 
sione che con la soluzione equilibrata schematica (3) si ha nel caso attuale 
per la tensione tangenziale ty; : 


=o pills ac 
2 2\hb)\|l—z ° \h 


ed osservare che quando per la sezione di quota z si abbia 


(1) iBT ais . | 


(2) NC, = o @ —_ z) 6) 
la (1) si riduce a 

6) 
(3) Vee agi ey 


espressione indipendente da y. 


(1) R. Zoya, Sulla distribuzione delle tensioni in un solido ad asse reltilineo con sexione 


trasversale rettangolare, Nota IV, (R. Acc. Naz. Lincci, seduta 6 novembre 1932). 


ras 


Nella fig. 1 si sono attribuiti al rapporto tra coppia e forza anche di- 
versi altri valori e sulle verticali delle risultanti, che a tali valori rispetti- 
vamente corrispondono, si sono portate le fondamentali coi relativi diagrammi 
che danno le corrispondenti leggi di variazione di tyz sulla sezione gene- 
rica di quota 7. Le tensioni tangenziali sono tutte dello stesso segno 
-quando la risultante ¢ compresa tra il vertice e la sezione, ed in partico- 
lare quando essa giace nella sezione si ha la stessa legge di variazione che 
per la trave prismatica a sezione rettangolare sollecitata a flessione e taglio. 

Come si é dimostrato, la ripartizione uniforme della tensione tangen- 


ziale si ha quando la risultante dista dalla sezione di = (J —xz) dalla parte 


del vertice; tale posizione della risultante separa due regioni per le quali la 
concavita della parabola & rispettivamente rivolta da una parte e da quella 
opposta. 

Notiamo che a risultati cosi semplici ed immediati ben difficilmente si 
sarebbe potuto giungere senza ricorrere alla soluzione equilibrata schema- 
tica discussa nella IV Nota. Dopo quanto é stato detto in tale Nota ¢ ap- 
pena necessario aggiungere qui che la soluzione esatta differisce dalla (1), 
ma che le conclusioni alle quali si ¢ pervenuti non sono per questo sostanzial- 
mente da modificare, se |’inclinazione del profilo del solido € sufficientemente 


piccola: cosi ad esempio quando tale inclinazione sia eguale ad on il va- 


‘ ; es 
lore massimo della tyz per OI) = yo €, supera il valor medio = 


A 


dato dalla (3) — in corrispondenza di y = + hb — di appena I’ 1.1 °/,. 

Con una osservazione analoga a quella avanzata al termine della IV Nota 
relativamente all’influenza della presenza del carico sulla superficie laterale 
del solido, possiamo estendere immediatamente la (3) al caso della mensola 
che sopporta un carico ripartito linearmente sull orizzontale d’intensita nulla al 
vertice: poiché per tale condizione di carico la (2) ¢ verificata per ogni va- 
lore di x, possiamo concludere che la ripartizione uniforme dello sforzo di 
taglio ha luogo per tutte le sexioni del solido ). 

Questo notevole risultato ¢ in accordo con la teoria delle dighe, ed 
anzi ne costituisce un caso particolare. Ed infatti C. Guidi nella trattazione 


(1) Se immaginiamo di far ruotare di 90° tutti i diagrammi attorno alle loro fon- 
damentali, o cid che é lo stesso se portiamo i valori di ty, nella direzione del terzo asse x, 
si viene ad individuare una superficie rigata a direttrici paraboliche, la quale pud essere 
interpretata come superficie d’influenza della tensione tyz, in quanto le sue generatrici, 
sezioni coi piani y = cost., sono le linee d’influenza della ty, ai-diversi livelli y della se- 
zione trasversale generica di quota z. 

(2) In questo caso anzi si pud facilmente dimostrare che la ripartizione uniforme 
non € solamente approssimata, ma assolutamente rigorosa. Su questa e su altre interes- 


* santi particolarita del problema mi riservo di ritornare ulteriormente. 
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del muro a sezione triangolare dimostra che per esso vale per le tensioni 
tangenziali — agenti in una sezione orizzontale, in generale obliqua all’asse — 
la legge lineare®); ma per il solido considerato la condizione di sollecita- 
zione é, rispetto a quella di una diga, soltanto parziale, poiché non vi é 
che una componente del carico idrostatico; in tali condizioni, come caso 
particolare della legge lineare, si ha la ripartizione uniforme delle tensioni 
tangenziali sulle sexioni trasversali. 


Meccanica. — Parametri variabili e previsioni asintotiche in qualche pro- 
blema di meccanica celeste. Nota di G. Kratt, pres. dal Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica, — Sull’aumento di massa di un pianeta per effetto di pulvi- 
scolo cosmico. — I. Premesse e caso particolare. Nota di F. Zacar, pres. dal 
Socio T. Levi-Civira. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. — Suill’aumento di massa di un pianeta per effetto di pulvi- 
scolo cosmico. — II. Caso generale. Nota di F. Zacar, pres. dal Socio T. Levi- 
CIvITa. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) C. Gurpt, Statica delle dighe per laghi arlificiali, 3* edizione, 1928, n.9 a p. 18, 
N. 15 a p. 34. 


Geofisica. — Misure magnetiche a Mogadiscio. Nota di 
M. Bossoxasco, presentata‘ dal Socio L. Patazzo. 


La Stazione Geofisica di Mogadiscio, creata per iniziativa del Consiglio 
Nazionale delle Ricerche in occasione del Secondo Anno Polare Interna- 
zionale, ha, fra le altre attribuzioni, il compito di seguire in modo continuo 
andamento degli elementi del magnetismo terrestre, il che viene realizzato 
mediante variometri e registratori del tipo ideato dal prof. D. La Cour, 
che sono appunto stati costruiti e distribuiti in un numero relativamente 
notevole di esemplari in varie regioni della terra per le ricerche da com- 
piersi durante il Secondo Anno Polare Internazionale. 

A due mesi soltanto dall’inizio dellattivita di questa Stazione € pre- 
maturo cercare di discutere i diagrammi delle registrazioni magnetiche sinora 
raccolti; non altrettanto pud dirsi invece per le misure assolute eseguite in 
questo primo periodo per fissare e controllare di continuo i valori di rife- 
rimento delle predette registrazioni, poiché il confronto fra i valori medii 
attuali degli elementi magnetici a Mogadiscio e quelli dedotti dalle prece- 
denti osservazioni compiute nella stessa localita gid consente di dedurre 
Pandamento delle variazioni secolari che si sono avute negli ultimi anni in 
queste regioni. 

Com’é naturale, in quanto segue mi riferiro particolarmente alla Me- 
moria del prof. L. Palazzo sulle Misure magnetiche in Oltregiuba e Somalia 
nel 1926), nella quale non soltanto sono discusse le numerose osserva- 
zioni eseguite dall’A. in quell’anno — osservazioni che portarono alla cono- 
scenza della distribuzione degli elementi magnetici in una regione del 
continente africano fino allora inesplorata ad eccezione di qualche localita 
costiera — ma vi si trova in pari tempo lesame dettagliato delle variazioni 
secolari secondo i risultati delle poche misure precedenti, tra le quali sono 
da ricordare quelle dello stesso prof. Palazzo nel viaggio che egli fece in 
Somalia verso la fine del 1909. 

Secondo quanto ho riferito in una apposita « Notizia» 6), dove sono 
esposti altri dettagli sull’impianto e sul funzionamento della Stazione Geo- 
fisica di Mogadiscio, le coordinate geografiche della medesima sono le se- 
guenti : 


O. = 22 02" 037 Nu w -faeeA S45 02 | weO raat GI ea eens 


(1) Nella seduta del 6 novembre 1932. 

(2) Nelle « Memorie del R. Ufficio Centrale di Meteorologia e Geofisica, Roma», 
serie III, vol. II, 1929. 

(3) Cfr. La Stazione Geofisica di Mogadiscio, nel « Bollettino del Comitato Naz. It. 
per la Geodesia e la Geofisica», dicembre 1932. 
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Con riferimento alla posizione dove il prof. Palazzo esegui a Moga- 
discio le sue determinazioni nel marzo 1926, dird che la Stazione, nella 
cui immediata vicinanza compio le misure assolute, ¢ situata a N. E. ed a 
circa 1200 m. dalla suddetta posizione; tenendo presente Ja natura uniforme : 
del suolo, nonché la distribuzione regionale degli elementi magnetici secondo 
quanto indica la carta magnetica costruita dal prof. Palazzo per l’epoca 
1926,0, si arguisce subito come le misure fatte nelle due localita riescano 
senz’altro paragonabili senza bisogno di riduzione alcuna per quanto con- 
cerne la differente posizione. 

Dopo queste premesse accenno sommariamente alle caratteristiche degli 
strumenti disponibili presso questa Stazione per l’esecuzione delle misure 
magnetiche assolute, strumenti appartenenti tutti all’Istituto Idrografico 
della R. Marina in Genova. 

Per la determinazione della declinazione e della componente orizzontale 
serve il magnetometro n. 90, del tipo di Kew e di costruzione Elliot 
Brothers, Londra, strumento impiegato nella Spedizione De Filippi all’Hima-: 
laia negli anni 1913-14 e rimasto poi in Russia sino al 1925 a causa della 
guerra, allorché venne ricuperato in perfette condizioni insieme agli altri 
apparecchi della spedizione. Dopo Vutilizzazione fattane in alcune campagne 
compiute negli ultimi anni dall’l. I. G. il magnetometro in oggetto venne 
rimesso a nuovo nell’Officina dello stesso Istituto verso la fine dello scorso 
anno. A seguito di cid si dovettero determinare nuovamente tutte le costanti 
dello strumento, il che feci io stesso presso l’'Istituto Idrografico sotto la 
guida del prof. M. Tenani durante la mia permanenza a Genova dal di- 
cembre 731 al febbraio ’32. Onde evitare gli effetti che potevano provenire 
dagli inevitabili errori che si incontrano nella delicata operazione della de- 
terminazione del momento d’inerzia dei magneti, lo stesso magnetometro 
venne da me confrontato presso l’Osservatorio Magnetico di Rude Skov 
(Copenaghen) nel marzo del corrente anno: siffatte misure di confronto, 
eseguite anche per la declinazione, hanno portato alla conclusione principale 
che per il magnete 90 A del magnetometro in questione & tuttora valido 
il valore del momento dinerzia K determinato nel 1913. all’Osservatorio 
di Kew e cioé si ha: log m K = 3.48660 a 0° C. Rinviando alle pubbli- 
cazioni nelle quali si trova riprodotta la copia del certificato del magneto- 
metro 90 per cid che riguarda le costanti geometriche di tale strumento “), 
mi limiterd a riportare il nuovo valore della correzione di temperatura: 


0.0003125 t + 0.00000505 ??, 


(1) G. Aperrt e A. Atxssio, Misure di magnetismo terrestre eseguite in Asia Centrale. 
Relazione e calcoli del prof. M. TENANt, vol. II, serie I delle « Pubblicazioni sulla Spedi- 
zione De Filippi», Bologna. Nonché: M. TENANI, Strumenti e metodi da campo per le 
misure di magnetismo terrestre, Genova, 1927. 


nonché Vattuale coefficiente d’induzione p = 6.92 (log p = 0.84011) per il 
magnete 90 A, le altre costanti fisiche del medesimo essendo discusse in 
appresso. Non acceitno alle caratteristiche del magnete « deviato » néa quelle 
del secondo magnete collimatore 90 D, poiche quest’ultimo, possedendo un 
momento magnetico relativamente basso, non viene di solito impiegato 
nelle misure. 

La registrazione del tempo nelle misure di durata delle oscillazioni del 
magnete avviene a mezzo di un cronografo da campo Mioni, sulla zona 
essendo registrati i secondi, ad eccezione del 60.mo di ogni minuto, battuti 
dal cronometro da marina Nardin n. 2357, cronometro. che viene confron- 
tato ogni settimana coi segnali orari di Bordeaux che si ricevono presso la 
locale Stazione Radio, 

L’inclinazione é misurata con l’inclinometro Dover n. 134 munito di 
una sola coppia di aghi n. 63 e n. 134; questo strumento, che non ha 
potuto essere rimesso a punto con la stessa accuratezza che si adotto nel- 
lI. I. G. per il magnetometro, non consente, anche per effetto della propria 
natura, il raggiungimento di una esattezza notevole, tanto pit che dopo ri- 
petute misure, come sara’ riferito nel seguito, si ¢ dovuto scartare l’ago 
n. 134 per imperfezione dei perni, dato che losservazione ai microscopi 
delle relative estremita metteva in evidenza il comportamento non isocrono 
delle’ semioscillazioni a destra rispetto quelle a sinistra, Ad ogni modo, le 
ripetute misure compiute col solo ago n. 63 danno afhdamento in una 
sufficiente approssimazione, pur rimanendo giustificata la convenienza di 
aumentatla con almeno un/’altra coppia di aghi. 

Per le determinazioni d’azimut dispongo di un tacheometro Troughton 
& Simms, coi cerchi graduati del diametro di 6 pollici ed a lettura diretta 
dii30 

Sino ad oggi e cioe alla fine di settembre, sono state eseguite misure 
magnetiche assolute nei giorni: 31 luglio; 8, 9, 14, I5 e 21 agosto; II 
e 25 settembre; come apparira nel seguito dove sono esposti i risultati di 
siffatte determinazioni, qualcuna di queste non ¢ completa nel senso che 
non é stato possibile eseguire nello stesso giorno tutte e tre le misure di 
DrHeedsE 

Come ho gid avuto occasione di render noto nella « Notizia» dianzi 
citata, le misure assolute vengono eseguite su di un pilastrino fatto appo- 
sitamente costruire nel giardino cintato adiacente alla Stazione Geofisica: 
il che @ anche stato fatto tenendo presente la convenienza che potra aversi 
nel conservare il pilastrino stesso almeno quale « stazione di ripetizione » 
per misure magnetiche assolute da compiersi a Mogadiscio dopo la fine 
dell’Anno Polare, convenienza dovuta alla favorevole ubicazione della Sta- 
zione Geofisica anche rispetto alla distanza dalle nuove possibili costruzioni. 

Come gia aveva riconosciuto il prof. Palazzo e secondo quanto ha ora 
confermato l’esame delle registrazioni raccolte, in queste regioni le ore pil 


erates fe are 

propizie per l’esecuzione di misure magnetiche durante il giorno sono quelle 
del tardo pomeriggio, che ho pertanto adottato ed adotto tuttora procedendo 
nell’ordine seguente per le singole determinazioni: 1) inclinazione, 2) de- 
clinazione, 3) componente orizzontale. Per tutte le misure impiego gli ap- 
positi moduli dell’Istituto Idrografico della R. Marina ai quali mi attengo 
nelle successive esperienze ad esclusione di quelle di oscillazione che eseguo 
sia prima che dopo le deviazioni, procedendo in questo modo: osservo 
venti passaggi successivi del magnete sia verso destra che verso sinistra, 
lasciando poi che il magnete continui ad oscillare sino alla cinquantesima 
oscillazione dall’inizio, per riprendere da questa l’osservazione di tutti'i pas- 
saggl sino al settantesimo “. 

Cade ora a proposito notare come per il magnete 90 A non ho riscon- 
trato nessun cambiamento della sua orizzontalita durante le esperienze di 
oscillazione in confronto alle precedenti misure eseguite a Genova ed a 
Rude Skov, cambiamento che avrebbe potuto influire sulla durata delle 
oscillazioni: questa constatazione proviene dalle letture fatte durante tutte 
le esperienze sulla scala verticale del magnete, letture che sono rimaste 
comprese fra la 13* e la 16% divisione, mentre il valore di una divisione 
é di circa 1’.8.e la graduazione corrispondente alla posizione orizzontale 
risulta la 15°. 


(1) A titolo d’esempio riporto il risultato dello spoglio della zona cronografica ese- 
guito per la seconda esperienza di oscillazione - cioé dopo le deviazioni — relativa alle 
misure del 21 agosto: 


Durate di 50 oscillazioni (da 18h 01™ a 18h 05™ T.L. M.) 


di ordine pari di ordine dispari _ 
2A 5°02 2™ 45°.04 
44 -95 44 .96 
44 .92 44 +93 
44 .92 44 88 
44 .88 4S .05 
44.88 44 .93 
45 .0O 44 .80 
44 .82 44 91 
44 .94 44 87 
45 .08 45 .0O 
Durata di una oscillazione 
35,29882 38.29874 


T, medio = 35.29878, 
GOIN jf WG eyo 
Da questo esempio, non scelto fra i migliori, appare giustificata l’effettiva consistenza 
della cifra dei decimillesimi di secondo per i valori di T determinati con sole cinquanta 


oscillazioni. 
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Senza accennare, per brevita, ad altri accorgimenti adottati nelle mi- 
sure, ecco ora come si prospettano i risultati delle medesime. 

Azimut delle mire. — Per le determinazioni della declinazione ho scelto 
non una sola mira, ma due, situate in direzioni quasi opposte, allo scopo 
di avere la possibilita di un controllo, nonché per assicurare in ogni caso 
la collimazione ad almeno una di esse se l’altra divenisse invisibile, seb- 
bene le due mire siano state scelte in guisa da rendere minima tale pro- 
babilita. 

La prima mira é lo spigolo a SW dell’edificio della R, Capitaneria si- 
tuato ad oriente della Stazione Geofisica ed a una distanza di circa 500 metri 
da questa. Per seconda mira venne scelto lo spigolo NE del fabbricato della. 
vecchia Dogana, fabbricato che & situato a SW della Stazione Geofisica 
distando dalla medesima di oltre 700 m. in linea d’aria. L’angolo che for- 
mano le due visuali che vanno dal centro del pilastrino alle mire predette, 
& stato ripetutamente misurato ottenendosi il valor medio: 146° 35’ 58”. 

Onde avere un controllo sicuro, le determinazioni d’azimut sono state 
compiute indipendentemente per le due mire, .collimando in ogni caso al 
sole secondo il noto procedimento d’osservazione dei due lembi del sole 
prima e dopo linversione del. cannocchiale “). 

La misura d’azimut relativa alla mira della R. Capitaneria venne fatta 
il 12 agosto, dalle 16"36™ alle 16" 49™ di T.M.L. (45° meridiano), aven- 
dosi allora k = — 13° per la correzione del cronometro Nardin. La media 
dei risultati portd al valore: 92°07’ 54’’ per l’azimut della mira, contato 
da nord. 

La determinazione dell’azimut della seconda mira ebbe luogo il 9 set- 
tembre, dalle 16" 21™ alle 16" 36™ di T.M.L., con & = — 278, ottenen- 
dosi il valor medio: 238° 43' 27’. La differenza fra questo valore e l’azimut 
della prima mira fornisce l’angolo compreso fra le visuali dirette alle due 
mire: 146°35’ 33”, in suthiciente accordo col valore direttamente mi- 
surato. 

Declinazione. — Il filo di seta della sospensione del magnete collima- 
tore € ancora oggi quello da me posto a Rude Skov per le misure di con- 
fronto cola compiute. Siccome col magnete 90 A il relativo effetto per 90° 
di torsione é risultato nelle varie misure di circa 1',4, nessuna correzione 
per effetto della torsione residua ho dovuto introdurre sinora nell’elabora- 
zione delle letture. Nello specchio sottostante riporto i risultati ottenuti per 
elemento magnetico in discorso, avvertendo che le relative misure sono tutte 
state eseguite col magnete 90 A; inoltre, che nessun valore si riferisce ad 
un intervallo di tempo nel quale l’esame della corrispondente registrazione 
metta in evidenza una forte variazione della declinazione. 


(1) Cfr. p. es.: D., L. Hazarp, Directions for magnetic measurements, Washington, 
1930, Do S318 SB 
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Componente orixzontale. - Avverto subito. che per questo elemento i 
valori che qui comunico non sono da riguardarsi come definitivi, perché 
essi saranno migliorati allorché, disponendo di un numero notevole di mi- 
sure di deviazione, si potra dedurre un valore medio sufficientemente pre- 
ciso per la costante di distribuzione P del magnete 90 A. 

Delle prime due determinazioni di H eseguite a Mogadiscio comunico 
i soli risultati finali, poiché ritengo di dover attribuire ad esse un peso mi- 
nore di quanto spetta invece alle due misure successive, per la ragione che 
queste ultime sono relative ad esperienze di deviazione compiute alle tre 
distanze di 22.5, 30 e 40 cm., mentre Je prime due non si appoggiano 
sulle deviazioni a 22.5 cm. 
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Questi risultati per H e per il momento magnetico m del magnete 90 A 
provengono quindi dai diversi valori della costante di distribuzione ricavati 
con i relativi esperimenti di deviazione a 30 ed a 40 cm. 

Cid premesso, ecco ora come si prospettano i risultati delle misure 
compiute il 21 agosto e l’r1 settembre. 

Oscillazioni: 


Dien er fo 40-165 52" f= 26°.9 | == 3".999065.1'¢- Vlog mE 2asgos:: 
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BieOas ri G27 an.6P e185 i= 2e7°6 TL ==,3°.29904.:; logmiH = 2.45435; 


f 17h 48™—r7h 52m ¢ = 259.8 4T’’ = 3°.29699- 5 log mH = 2.45431. 


In entrambe le misure l’effetto di 90° di torsione era di 1’.44 di cut 
si tenne conto nel calcolo di log mH. 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 39 
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Il log =" ora scritto corrisponde al valore del log 4 a meno del fat- 


m 
H, 
e ; 
tore (: — a per r; = 22.5 cm. Con Panalogo logaritmo dedotto dal- 
1 
Vesperienza di deviazione a 30 cm. si sono ottenuti rispettivamente i due 
valori seguenti per la costante di distribuzione: P = 5.99, P= 6.96, va- 
lori la cui media si accorda bene con l’importo medio della medesima co- 
stante ottenuto a mezzo delle numerose misure compiute dalla Spedizione 
De Filippi all’Himalaia con gli stessi_magneti deviatore e deviato, il che 
& lecito osservare, dato che le costanti di distribuzione P e Q dipendono 
essenzialmente dalle dimensioni dei due magneti impiegati. Circa la co- 
stante Q, anche per la distanza di 22.5 cm. ho ritenuto di poterla trascu- 
rare nei computi, avvalendomi della considerazione che per tutte le misure 
compiute dalla Spedizione De Filippi si ¢ proceduto in tal guisa, utilizzando, 
come dissi, gli stessi magneti. Ad ogni modo, & mia intenzione assicurarmi 
direttamente di tale possibilita, utilizzando in seguito tutte le misure di de- 
viazione a 22.5, 30 e 40 cm. col dedurre da queste sia P quanto Q. 


Cc Phoe india My mens : : : : 
orreggendo i valori di log F sopra riferiti coi corrispondenti valori 
di P, pure dianzi indicati, si € ottenuto: 

m 


m 
log Fy = 3-41444 5 log Fy = 3.41367, 


per Je due determinazioni in discorso, logaritmi che combinati con quelli 
del prodotto mH desunti daile esperienze di oscillazione hanno portato ai 
risultati finali seguenti: 
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Tenendo conto che, ad es., il magnete 90 A possedeva nel marzo scorso, 
secondo le misure di confronto eseguite a quell’epoca presso |’Osservatorio 
di Rude Skov, un momento magnetico medio di 859.5 unita c. g.s., i risul- 


tati di cui sopra attestano che il magnete medesimo, dopo il trattamento 
al quale € stato sottoposto nella rimessa a punto del magnetometro, ha 
bensi un momento attuale da riguardarsi come relativamente molto al di- 
sotto del valore che possedeva nel 1914 (1030 umita circa), ma che tale 
momento ha ora raggiunto un livello di sufficiente stabilita. 

Non ho fatto cenno alle misure di H del 25 settembre, poiché tale giorno 
€ stato discretamente perturbato, specie appunto per questo elemento, riscon- 
trandosi nella registrazione relativa variazioni di circa 4oy durante linter- 
vallo delle esperienze. Ho ritenuto, invece, plausibili i valori di D e di I 
ricavati nello stesso giorno, a causa sia della minor variazione subita da D 
secondo il relativo diagramma, sia per la precisione relativamente ridotta 
che puo conseguirsi coll’inclinometro. 

Inclinazione. — Per le ragioni gia‘ addotte, raccolgo i risuitati delle 
misure di questo elemento eseguite col solo ago N. 63 @: 
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Conclusioni. — E interessante confrontare ora i risultati di cui sopra 
per gli elementi magnetici a Mogadiscio coi valori degli stessi elementi rica- 
vati dal prof. Palazzo nelle sue precedenti misure, misure che costituiscono, 
secondo quanto ¢ a mia conoscenza, le prime determinazioni complete ese- 
guite in questa localita e delle quali riesce pertanto opportuno riportare 1 
risultati relativi, che si trovano illustrati e discussi nella Memoria gia citata 
dello stesso prof. Palazzo: 
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L’esame di questi dati ed il confronto coi valori degli elementi ma- 
gnetici determinati nell’anno in corso, all’epoca 1932.6-1932.7, dimostra 
chiaramente come negli ultimi sei anni le variazioni magnetiche secolari a 
Mogadiscio hanno continuato nello stesso senso di prima, ma con un ritmo 


notevolmente pili lento. 


(1) Onde dimostrare l’opportunita di non far uso dell’ago N. 134 in conseguenza 
dell’ irregolare suo comportamento, rendo noti i valori di I con esso ottenuti nei giorni 8, 
9 € 14 agosto: 16° 53’,6; 16° 54’,1 e 16° 47’,5. 


Tuttavia, io non ritengo opportuno precisare numericamente leffettiva 
variazione secolare avutasi negli ultimi anni, poiche le piccole diminuzioni 
riscontrate dal 1926 possono essere mascherate in misura sensibile dall’in- 
fluenza degli andamenti diurno ed annuale, oltre che dalle alterazioni proprie 
dell’attivith del magnetismo terrestre “), Coi dati che si raccoglieranno du-_ 
rante tutto l’Anno Polare sulle variazioni diurne e su quella annuale si potra 
pertanto pervenire anche ad una pil: esatta conoscenza delle variazioni seco- 
lari, circa le quali appare pero abbastanza ben fondata la conclusione di cui 
sopra, al cui riguardo termino osservando come per la componente orizzon- 
tale le misure fatte e le registrazioni raccolte in questi due ultimi mest 
sembrano lasciar supporre che questo elemento gia abbia raggiunto il suo 
minimo valore e si trovi ora in periodo di accrescimento, in modo ana- 
logo a quanto si é verificato a Massaua, pure per Ja componente orizzon- 
tale negli anni fra il 1920 ed il 1926, secondo le misure e le deduzioni 
del prof. Palazzo. 


Chimica (Chimica agraria). — Su alcune relazioni tra com- 
posizione chimica del terreno e composizione chimica del suo contenuto 
colloidale ©. Nota di O. Borrint, presentata “? dal Socio N. Par- 
RAVANO. 


La Chimica Colloidale ha fatto certamente il suo pil grande passo 
quando é riuscita a dimostrare che i colloidi non esistono come un gruppo 
di sostanze con proprieti e caratteristiche particolari, ma come stato della 
materia in condizioni particolari e determinate. 

Per tale assunto, che ha segnato il fondamento della nuova disciplina, 
il fondamento cioé della scienza dello stato colloidale, la caratterizzazione 
sostanziale di materia colloidale ha ceduto il posto alla caratterizzazione fisica 
di stato colloidale della materia. Non si esclude perd nella struttura e nella 
costituzione di certe sostanze una predeterminazione all’assunzione dello stato 


(1) Cfr. J. Barres, Permanentes Feld und Sakularvariation, nell’ « Handbuch der Expe- 
rimentalphysik» di Wien u. Harms, vol. 25, I, p. 612. Inoltre: H. W. Fisk, Secular 
Variation of Magnetic Intensity and its Accelerations in Pacific Countries, nei « Proceedings 
Fourth Pacific Science Congress, Java, 1929»; e dello stesso A.: Regional Distribution of 
Magnetic Secular -Variation over the Earth's Surface, nei «Reports of the Amer. Geophy- 
sical Union», 1930, p. 215. te 

(2) L. Paazzo, Variazioni magnetiche secolari a Massaua col contributo di recenti mi- 
sure, negli « Atti Pontif. Accad. Nuovi Lincei», vol. LXXX, 1927, p. 165. 

(3) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica Agraria del R. Istituto Superiore 
Agrario di Portici. 

(4) Nella seduta del 20 novembre 1932. 


colloidale. Si parla infatti oggi di eucolloidi® o di sostanze colloidali. E~ 
questo tuttavia il caso di un numero non molto rilevante di sostanze. 

Lo stato colloidale viene considerato come uno stato disperso della ma- 
teria: tra gli stati dispersi si distingue per la grandezza delle sue particelle: 
si dicono precisamente colloidali le dispersioni nelle quali il diametro di tali 
particelle si trova compreso tra wu. I e 100. 

Trasportati questi nuovi princip? nel campo della pedologia, il terreno 
viene considerato come un sistema disperso, nel quale é presente tutta la 
scala dei gradi di dispersione: dalle dispersioni ioniche, alle molecolari, alle 
colloidali, alle sospensioni e oltre ancora, fino ai ciottoli ed alle pietre. I suoi 
colloidi, geli o soli, non vengono pit riguardati come sostanze particolari, 
dotati di proprieta particolari, dalle quali vengono contrassegnati e per le 
quali vengono distinti, bensi come stato e caratterizzati solo dal loro grado di 
dispersione. Mentre pero anche per essi il limite inferiore di grandezza del dia- 
metro delle particelle disperse viene mantenuto in py. 1, il limite superiore 
é stato innalzato a 250), spesso a 300%), talvolta a 1000 wy. (1 p.) ®. 

Dai costituenti allo stato colloidale, che nella gamma delle dispersioni 
stanno tra la parte meno attiva, le sospensioni grossolane, e la parte atti- 
vissima, dispersioni molecolari e ioniche della soluzione circolante, in stretti 
rapporti genetici colla prima, in intime e sostanziali relazioni di coesistenza 
e di interdipendenza, oggi abbastanza ben definite, con la seconda, dipendono 
in gran parte le proprieta di un terreno. Tali costituenti rivestono percio 
una speciale importanza ed hanno suscitato in questi ultimi tempi un grande 
interesse ed un grande fervore di studi e di ricerche. 

Insieme ed accanto allo studio delle proprieta lindagine ¢ stata rivolta 
alla natura e alla costituzione dei composti che si ritrovano alla stato col- 
loidale del terreno. 

Una netta distinzione é stata stabilita fra costituenti minerali e costi- 
tuenti organici, con tentativi diretti alla loro identificazione. Per difficolta 
di tecnica e per la sua complessa e complicata natura poco ha lasciato finora 
intravedere la parte organica. Meno oscure appariscono le cose sulla com- 
posizione e nella costituzione della parte minerale. L’indagine della geologia 
sperimentale sulla dinamica di formazione “), |’ applicazione diretta dei mezzi 
della chimica, della microscopia (7) e della réntgenografia ‘? hanno gia por- 


(1) W. Ostwatp, Die Welt der vernachlissigten Dimensionen (Th. Steinkopff, Dresden, 
1927), p» 140. 

(2) K. K. Gepromz, « Kolloidchemische Beihefte», 29, 161 (1929). 

(3) W. O. Rostnson and R. S. Hotmss, « U.S. Dept. of Agr. Bull. », 1311 (1924). 

(4) P. L. Guz, H. E. Mipperon, W. O. Rosison, W. H. Fry, M. S. ANDERSON, 
«U. S. Dept. of Agr. Bull. », 1193 (1924). 

(5) E. Brancx, « Handbuch der Bodenlehre », II, p. 193 ¢ seg. (J. Springer, Berlin, 1929). 

(6) W. O. Rostnson and R. S. Hotmes, loco citato, V. Novak und L. Smorix, 
«Koll. Zeitschr.», 32, 338 (1923); « Act. de la IV Conf. Int. de Pedologie », II, 128 (1926). 

(7) S. B, Henpricks and W, H. Fry, «Soil Science», 29, 457 (1930). 
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tato a soddisfacenti risultati sull’origine e sulla natura di questa che ¢ la 
parte predominante. Onde ¢ lecito ritenere allo stato attuale delle cose che 
i costituenti minerali della frazione colloidale rappresentino le particelle ultime 
della alterazione fisica da una parte, ei prodotti solidi terminali dell’altera- 
vione chimica dall’altra: e cioé particelle di silicati indecomposti, alluminio— 
silicati con carattere zeolitico ricompostisi per sintesi dai prodotti ultimi della 
decomposizione, silice, sesquiossidi di alluminio e di ferro, ecc.; sostanze 
cristalline, sostanze amorfe, esistenti le une accanto alle altre, le une impa- 
state con le altre, le seconde sulle prime in quanto esse rappresenterebbero 
lo strato decomposto delle particelle ancora indecomposte all’interno. 

Tali metodi di indagine, specialmente quelli che si prefiggono l’iden- 
tificazione dei singoli costituenti nelle dispersioni colloidali, siano essi chi- 
mici o fisici, lavorano perd ancora in fase puramente sperimentale: a tale 
ricerca manca ancora un metodo controllato e sicuro che soddisfi per i suoi 
risultati pratici. 

Non si é poi ancora addivenuti ad un accordo sulla scelta di un procedi- 
mento da seguire per la separazione di questa frazione colloidale. O meglio 
non & sul metodo di separazione che non si ¢ d’accordo: difatti quello usato 
comunemente ¢ il metodo per sedimentazione, o sotto la sola forza di gravita, 
come quello usato fra gli altri da Given, da Novak e Smolik @ e da Ge- 
droiz @), o sotto Vimpulso di una forza centrifuga, come ¢ stato fatto da 
Robinson e Holmes“ e da Ungerer (5). Solo qualche tentativo é stato fatto 
da Reifenberg © per separare e frazionare il materiale colloidale mediante 
lelettroforesi. Le opinioni sono invece discordi sul metodo di trattamento 
preliminare del terreno da cui deve venir estratto il colloide: ed in linea 
generale si pud dire che le diverse proposte rispecchiano quelle fatte per il 
trattamento preliminare del terreno per |’analisi meccanica. 

Non essendo possibile ancora trar partito dall’uso e dall’applicazione 
dei metodi che tentano la identificazione dei diversi composti colloidali, con- 
viene tuttavia approfittare nel momento di quello che la tecnica ed il metodo 
sono capaci di offrire, pronti ad usufruire di quanto una indagine rigorosa 
ed accurata non manchera di perseguire. Si ¢ percio tentato di stabilire quale 
valore possa avere la determinazione della composizione elementare eseguita 
sul complesso delle porzioni considerate per le loro dimensioni come col- 
loidali e-quale significato possa assumere tale composizione considerata a se 
e messa in relazione con la composizione elementare del terreno, dal quale 
tali porziont vengono separate. 


(1) G. Given, «Handbuch der Bodenlehre», VU, 97 (J. Springer, Berlin, 1931). 
(2) V. Novak und L. Smotik, loco citato. 

(3) K. K. Geproiz, «Giorn. di Agricolt. Sperimentale » (russo), 22, 37 (1924). 

(4) W. O. Ropinson and R. S. Hotmés, loco citato. 

(5) E. UnGgrer, « Zeitschr. f. PAlanzenernahr., Ding. und. Bodenk. », 19, 111 (1931). 
(6) A. ReenserG, « Zeitschr. f. PHanzenernahr., Ding. und. Bodenk.», 21, 138 (1931). 


PARTE SPERIMENTALE. 


I terreni dai quali sono stati estratti 1 colloidi sono terreni privi di cal- 
care, tutti e tre appartenenti a depositi alluvionali. 

Un primo é del Campo Sperimentale Aniene, sito nei pressi del Monte 
Sacro, sulla destra del flume Aniene, della R. Stazione Chimico-Agraria 
Sperimentale di Roma: é€ un terreno del quaternario recente dovuto ai de- 
positi dell’Aniene. 

Un secondo é dell’Azienda di Montecorvino Rovella, in provincia di 
Salerno, del Laboratorio delle Coltivazioni del R. Istituto Superiore Agrario 
di Portici: deriva da alluvioni fluviali recent. 

Un terzo ¢ del Campo di Concimazioni in contrada Torretta in, Ceri- 
gnola, provincia di Foggia, del Laboratorio di Chimica Agraria del R. Istituto 
Superiore Agrario di Portici, ed ¢ un terreno alluvionale posto su fondo 
lagunare o palustre del quaternario antico. 

Tali terreni dopo essere stati lasciati essicare all’aria, sono stati passati 
al vaglio con fori di mm. 0.25 di diametro. Sulla parte passata attraverso 


lo staccio é stata fatta l’analisi chimica. I dati delle analisi si trovano ripor- 
tati nella tabella I. 


TaBELia I, 


Composiziore chimica dei terrent. 


Terreno Terreno Terreno 
di Montecorvino di Roma di Cerignola 

Rerdital aattOCOm na Tae sone 7.480 12.329 2.890 
SOBA ome ieee eee 57:940 50.636 67.162 
INOS at cae pease Sartre eae is 19.974 22.320 14.032 
ees eae nr 8 4.749 8.573 5.341 
(its eS Se ere 2.632 2.708 DAM 
ee Se ee ee 1.723 0.799 3.545 
OPA eres ee or coe nen 2.841 1.107 3.401 
Nias Oley Gate caste teow tee): fad aide 1.765 0.916 1.530 


Grammi 250 della parte fina di ciascun terreno sono stati ripetutamente 
lavati allo scopo di allontanare le sostanze solubili, quindi portati in grosse 
capsule di porcellana, dispersi in acqua distillata, alla quale era stata aggiunta 
qualche goccia di ammoniaca; lievemente, ripetutamente triturati con pestelli 
di porcellana rivestiti di gomma, Dopo 24 ore le sospensioni sono state 


decantate in grosse bacinelle di vetro della capacita di 30 litri circa: i re- 
sidui di nuovo ripresi nelle capsule con acqua, di nuovo agitati e triturati 
e dopo 24 ore le sospensioni di nuovo decantate nelle rispettive bacinelle. 
Cosi di seguito, fino a che i liquidi sovrastanti ai residui non si mostravano 
limpidi. A questo punto nelle bacinelle si venivano ad avere degli strati di 
sospensione alti all’incirca 20 cm. I liquidi di ciascuna bacinella, agitati 
prima ripetutamente, sono stati quindi lasciati in riposo in una camera oscura, 
interna, nella quale la temperatura si mantiene generalmente pressoché co- 
stante. Per separare la frazione con particelle di diametro inferiore a y. 0.2, 
nel presente caso considerata come colloidale, si & calcolato il tempo di 
deposizione della formula che da Stockes per il movimento di particelle sfe- 
riche pesanti in seno all’acqua. 


2 ad=d; 
V =— gr? 
yack 


Nel caso presente, per uno strato dell’altezza di cm. 10, il tempo di 
deposizione per le particelle con diametro superiore a y. 0.2 & stato calco- 
lato di 33 giorni. Percid dopo 33 giorni, sifonando i liquidi dello strato dei 
primi ro cm., si ¢ venuta a separare la dispersione con particelle di dia- 
metro inferiore a wp. 0.2. 

Come si é veduto, i terreni dai quali sono stati separati i colloidi non 
sono stati sottoposti ad alcun trattamento preliminare, se si eccettui il la- 
vaggio, che é stato fatto per allontanare le sostanze solubili che avrebbero 
potuto ostacolare ]a dispersione o generare la coagulazione-del materiale di- 
sperso, e l’aggiunta di qualche goccia di ammoniaca fatta allo scopo di creare 
un ambiente leggermente alcalino che favorisse la dispersione. 

La separazione della sostanza colloidale é stata quindi fatta sul terreno 
cosi come si trova in natura, se non vengano considerate le piccole modifica- 
zioni, praticamente inevitabili, che puo aver indotto nella fase dispersa il 
mezzo disperdente, |’acqua. Si € tenuto a questi punti di fondamentale im- 
portanza: disturbare il meno possibile l’equilibrio dei costituenti del terreno, 
avere tra le mani un materiale il pit possibile inalterato ed omogeneo. Qua- 
luuque trattamento preliminare avrebbe invece influito molto pil profonda- 
mente che non il semplice spappolamento in acqua sulla struttura delle pit 
sottili particelle, e quindi sulla loro velocita di deposizione e sulla compo- 
sizione del materiale. Solo per riferire qualche caso particolare; si sa che 
sul grado di dispersione e quindi sulla velocita di deposizione influisce molto 
Ja natura dei cationi di scambio“; e si sa anche che la natura di tali ca- 
tioni determina la diversa resistenza del complesso colloidale all’attacco degli 
agenti della decomposizione *, e che precisamente tali complessi vengono 


(1) O. Borrint, « Atti IV Congr. di Chimica Pura ed Applicata», 1932. 
(2) K. K. Geproiz, « Kolloidchemische Beihefte », 29, 200 (1929). 
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pitt o meno profondamente decomposti a seconda dei cationi che li saturano. 
Orbene, quando si vaa saturare il terreno da cui debbono yenire estratti i 
colloidi, con ioni sodio, come consiglia Gedroiz “), si commette una impru- 
denza fondamentale. Si vanno a livellare nel terreno le porzioni differente- 
mente saturate e che per questo sono rimaste pili o meno esposte agli agenti 
dattacco ed hanno offerto maggiore o minore resistenza agli agenti della de- 
composizione : si vanno cioe a confondere particelle, che, simili per essersi ori- 
ginate molto probabilmente dalla medesima roccia madre, per azione di agent 
molto probabilmente sempre gli stessi, hanno incominciato a differenziarsi 
quando si son venute a trovare in condizioni chimico-dispersoidali differenti. 

Dalle dispersioni, separate come si é detto, circa 15 litri ognuna, é 
stata succhiata l’acqua con candele Chamberland. E stato seguito questo 
procedimento gia usato da Robinson e Holmes) e non quello seguito da 
Novak e Smolik, i quali facevano evaporare il liquido per intero, perché si 
¢ preferito, data indole del lavoro, perdere qualche cosa della parte colloi- 
dale, precisamente quella che passa attraverso i fori della candela, piuttosto 
che correre il pericolo di dover esaminare un prodotto che avesse in sé 
sostanzé eventualmente discioltesi per l’azione dell’acqua sui gr. 250 di ter- 
reno durante i 33 giorni. In ciascuna delle tre dispersioni il liquido é stato 
per tal maniera ridotto a pochi cc.; @ stato raccolto il materiale attaccato 
a ciascuna candela: ciascuna frazione colloidale col liquido rispettivo é stata 
portata a secco in capsula. I residui sono stati essicati a 110°, Di essi é 
stata determinata la composizione elementare. I dati si trovano riportati nella 


tabella IL. 
TaBeELa II. 


Composizione chimica del materiale colloidale. 


Materiali colloidali estratti dai terreni di 


Montecorvino Roma Cerignola 
ReriitagatuocO 5 5 3.9. « 14.400 13.880 II.120 
SOS: ior nd. gacien cp isomer 43.540 44.520 49.820 
LUO S02 ae oe eal RE 28.948 27.490 25.140 
PESOS Gr ioe. te age bee A geek 8.560 9.160 8.460 
CIO)” 0h enc ashe whe Lectin Pe 0.796 2.663 0.925 
DIS ORR Pets tech ece gk UN ee ss 0.767 0.912 1.535 
SOM ei.ce Ete sts so 1.536 0.713 1.312 
INE VIO) G = Rermdaniee, Meoeancen near 0.450 0.450 0.259 


(1) K. K. Geproiz, « Kolloidchemische Beihefte », 29, 200 (1929). 
(2) W. O. Rosinson and R. S. Hotes, loco citato. 
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Come @ stato detto, il terreno rappresenta una miscela di prodotti della 
disgregazione e della decomposizione, un miscuglio di particelle che variano per 
erandezza, forma, natura e composizione chimica; la parte colloidale ¢ an- 
ch’essa una miscela di composti diversi per grandezza, forma, natura e com- 
posizione. Quest’ ultima pero contiene del primo la parte pit fine, quindi una 
maggiore percentuale di sostanza decomposta. 

Il confronto fra le composizioni elementari di questi due materiali, 
terreno e sua parte pid sottile, ¢ lontano dall’essere il confronto tra mine- 
rale indecomposto ed ultimo resto della sua decomposizione. Esso puo pero 
assumerne tutto il significato, come lo si ¢ fatto assumere al confronto tra 
composizione della roccia e composizione del terreno che da essa deriva, 
perché in tal caso le due frazioni, terreno e colloide, differiscono non tanto 
per composizione mineralogica quanto per il diverso contenuto in mate- 
riale decomposto. Tale confronto, l’unico del resto possibile quando, come 
nel presente caso, non si possa stabilire alcun riferimento con la roccia madre, 
puo dare, eccetto in alcuni casi particolari"), delle indicazioni chiare e pre- 
cise sul decorso del processo della decomposizione. 

Dal confronto dei dati ottenuti si vede infatti chiaramente come in tali 
terreni la decomposizione chimica sia avviata verso la lisciviazione delle 
basi e della silice e come porti all’accumulo di sesquiossidi di ferro e di 
alluminio. 

Una tale decomposizione, secondo Harrassowitz @) e secondo Lang “) ¢ 
da riportarsi al tipo di decomposizione lateritica dei climi caldo-umidi. Pit 
precisamente, in considerazione di quanto affermano gli stessi Autori, che 
cioe nel gruppo delle lateriti sono da distinguersi i seguenti tipi, lateriti, 
terre rosse e terre gialle, e di quanto sostiene Lang“), che le terre gialle 
sono caratterizzate da alti contenuti in silice, 60-80 °/,, che le terre rosse 
hanno quantiti di silice che si muovono tra 25-60 °/, e che le lateriti hanno 
soltanto piccole quantita di silice, i terreni considerati mostrano caratteri- 
stiche che li farebbero rientrare nel tipo della terra rossa. 

Cio starebbe a conferma di quanto per scopi e con metodi differenti 
mise in evidenza la Scuola di Ulpiani ). 

Del resto anche le condizioni climatiche delle regioni in cui sono stati 
prelevati i terreni considerati ben si accordano colle condizioni proprie di 


(1) C. Urprant, «Le Staz. Agr. Sper. Ital.», 45, 645 (1912). 

(2) «H. Harrossowirz in BLanck, «Handbuch der Bodenlehre», HI, 182. (J. Sprin- 
ger, Berlin, 1930). 

(3) R. Lane, «Fortschr. d. Min. », p. 211 (1922). 

(4) R. Lane, « Act. TV Conf. Int. de Pedologie », Il, 661 (1926); in BLaNck, « Hand- 
buch der Bodenlehre », III, 186. 

(5) L. Bernarpint e Mazzone, « Staz. Sper. Agr. It. », 46, 146 (1913); A. De Do- 
MINICIS, «Staz. Sper. Agr. It.», 47, 282 (1914); A. De Dominicis, « Ann, R. Scuola Sup. 
d’Agr. di Portici», vol. 15 (1920), 


formazione della terra rossa. Secondo Lang “ si ha formazione di terra rossa 
con temperature medie annue che vanno dai 15° ai 20° e con fattori di 
pioggia (Regenfactoren) che vanno da 40 a 60). Nelle regioni considerate 
la temperatura media annua é pressoché la medesima: le stazioni meteoro- 
logiche di Roma ©, Salerno) e Foggia) danno infatti rispettivamente le 
temperature medie annuali di 15°, 4; di 16°, 6 e di 15°, 7. I dati medi 
di precipitazione forniti dalle tre stazioni sono rispettivamente 796; 965 
e 601 mm., talche i fattori di pioggia rispettivi sono 51, 58, 39. 

A questo punto non puo sfuggire anche ad una osservazione superfi- 


ciale il fatto che coll’aumentare della quantita di precipitazione e, in questo 


caso in cui la temperatura ¢ pressoché uguale per le tre regioni, coll’au- 
mentare del fattore di pioggia, coll’aumentare cioé della lisciviazione, va 
diminuendo il valore del rapporto  silice/sesquiossidi, come appare chiara- 
mente dalla tabella HI nella quale si trovano riportati i valori di tale rap- 
porto per i tre colloidi analizzati. 


TABELLA III. 


Valori del rapporto silice sesquiossidi net colloidi analizzati, 
calcolati sul materiale che ha subito la perdita a fuoco. 


Nei colloidi estratti dai terreni di 


Montecorvino Roma Cerignola 
NOI IGIESIO eu iro 5 ae 0.843 0.857 0.929 
MOlsECige Als Onin tamer mecestie oc 0.330 0.312 0.276 
Molec es ©2021 ces apse erie 0.062 0.066 0.059 
Waloriidel=rapporto 2) 2. = 
, 2.150 2.267 2.773 
silice Sesquiossidi, . = . - \ 


Ma ancora un altro fatto ¢ possibile desumere dal confronto delle com- 
posizioni elementari del colloide e del terreno. 

Il valore delle differenze che si possono calcolare tra i dati della com- 
posizione elementare del terreno e quelli della composizione elementare del 
colloide possono dare una nozione sulla profondita di degradazione del ter- 
reno. Un terreno si mostrera tanto pit: degradato quanto pit la sua com- 
posizione elementare si avvicina a quella del colloide, tanto meno degradato 
quanto pil se ne allontana. 


(1) R. Lane, «Int. Mitt. f. Bodenkunde», 5, 312 (1915). 

(2) G. Roster, Climatologia dell’ Italia (U. T. E. T., Torino, 1909). 

(3) E. De Ciiuis, Quattro anni di sperimentazione nel Campo di aridocoltura di Cert- 
gnola. (Portici, 1931). 


iz 
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In tal caso lanalisi chimica verrebbe ad assumersi un ufficio dell’ana- 
lisi meccanica; pero anche in tale ufficio Vanalisi chimica pud dimostrarsi 


pit sicura della meccanica, perche si fonda, per decidere della degradazione, 


sulla intensita del processo di decomposizione, mentre |’analisi meccanica 
coinvolge nel metodo decomposizione e disgregazione. 

E questo suo nuovo ufficio & veramente di grande importanza. Se si 
considera infatti che nel terreno il processo di decomposizione, di degrada- 
zione @ tanto pil attivo quanto maggiore é la quantita di materiale inde- 
composto, che la decomposizione porta ad una variazione profonda delle 
-proprieta di un terreno e che @ appunto nel processo di decomposizione 
che si rendono liberi quegli elementi che Ja pianta utilizza per i suoi fini, 
si comprendera facilmente quale possa essere il valore della conoscenza del 
grado di degradazione di un terreno. 


PERSONALE ACCADEMICO 


L’Accademico Segretario Parravano di comunicazione all’Assemblea 
di una lettera con la quale{la Signora Valeria Ponzi, figlia del Senatore 
Giuserre Ponzi, gia Socio e Presidente dell’Accademia, annuncia il dono 
di un ingente numero di manoscritti, carte e studi del padre. 

L’Assemblea delibera di ringraziare vivamente la donatrice. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


L’Accademico Segretario PaRRAVANO presenta le opere giunte in omagsio 
segnalando il volume degli scritti di Raffaele Piria raccolti da D. Marotta; 
« Lo sviluppo dell’ Industria Italiana nel 1° decennio dell’era fascista» pub- 
blicato a cura della Confederazione generale fascista dell’ industria; « I pro- 
gressi dell’industria chimica italiana nel 1° decennio di regime fascista »; 
l« Atlante internazionale delle nubi e degli stati del cielo ». 

Il Corrisp. Crocco presenta il trattato di « Aerodinamica » di E. Pisto- 
lesi e ne parla. 


PRESENTAZIONE DI NOTE 


Presentano Note per i « Rendiconti » i Soci Enriques, Gurp1, Levi- 
Civira, Majorana. 


COMUNICAZIONI VARIE 


Il Socio Majorana fa una comunicazione su una serie di esperienze 
da lui compiute relativamente ad un nuovo fenomeno fotoelettrico nelle 
lamine metalliche. 

All interessante relazione del Socio Mayorana segue una elevata discus- 
sione alla quale prendono parte i Soci Corsino, Fermi, Borpont e Crocco. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 4 dicembre 1932 


ALEss1o A. — Studio della serie di osserva- 
zioni radiogoniometriche eseguite sul 
piroscafo « Francesco Crispi» della So- 
cieta « Citra» nel viaggio Genova-Dar 
es Salam-Suez, nel novembre—dicem- 
bre 1931-x. (Estr. dalla « Rassegna delle 
poste, dei telegrafi e dei telefoni », nn. 7 
e 8, 1932). Roma, 1932. 4°, pp. 1-16. 

ALFANI Guibo. — Venticinque anni di valori 
pentadici. Parte I: Barometro e termo- 
metro. (Pubblicazioni dell’Osservatorio 
Ximeniano dei Padri Scolopi, Firenze, 
n. 144). Firenze, 1932. 4°, pentade 1-73. 

Associazione Italiana di Chimica. — I 
progressi dell’industria chimica italiana 
nel I Decennio di Regime Fascista. Rac- 
colta di monografie curata da Domenico 
Marotta. Roma, Tipografia Editr. Italia, 
1932. 4°, pp. I-X, 1-550. 

CesAro G. — Sur la Guarinite. Formules a 
attribuer 4 ce minéral, a la Hiortdahlite et 
ala Wohlérite. Relation entre les composi- 
tions chimiques de ces trois minéraux, 
ainsi qu’entre leurs formes cristallines 
et entre l’orientation des plans de leurs 
axes optiques. (Extrait des « Mémoires 
pubbliés par Académie royale de Bel- 
gique ». Classe des Sciences, t. XII). 
Bruxelles, 1932. 8°, pp. 1-29. 

CrsAro G. -- I. Sur une propriété du deé- 
cagone régulier; II. Sur une équation a 
coefficients entiers dont 7 est trés appro- 
ximativement la racine; III. Segments 
déterminés sur les médianes d’un triangle 
sphérique par leur point d’intersection ; 
IV. Relation entre le périmeétre, 2), 
et les rayons, r et R, des cercles inscrit 
et circonscrit, dans un triangle rectiligne 
isoscéle. (Extrait des « Mémoires de la 


Société royale des sciences de Liége ». 
T. XVII). Bruxelles, 1932. 8°, pp. 1-30. 


Cisorri1 UmBerto. — Sulle funzioni anali- 


tiche di ordine 7 regolari in un cerchio. 
(Estr. dai « Rendiconti del Reale Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere». Vo- 
lume LXIV, fasc. XVI-XVIII). Pavia, 
1931. 8°, pp. 1-7. 

Crerici Enrico. — Configurazioni medu- 
soidi nell’argilla. (Estr. dal « Bollettino 
della Societa geologica Italiana». Vol. L, 
Pp. 233-236). Roma, 1931. 8°. 

Crrrict Enrico. — La geologia e la paleon- 
tologia in Roma e nel Lazio. (Estr. dal 
volume « Le scienze fisiche e biologiche 
in Roma e nel Lazio»). Roma, 1932. 
8°, pp. 1-33. 

Crerict Enrico, — Le escursioni a Ragusa, 
Siracusa, Catania e Taormina. (Estr. 
dal « Bollettino della Societa geologica 
Italiana». Vol. L, pp. crv-cxm). Roma, 
19300 

Cieric1 Enrico. — Le sabbie del torrente 
Siele. (Estr. dal « Bollettino della So- 
cieta geologica Italiana». Vol. L, pa- 
gine 244-245). Roma, 1931. 8°. 

Comitato Meteorologico Internazionale. — 
Atlante internazionale delle nubi e degli 
stati del cielo. (Estr. dell’opera com- 
pleta per uso degli osservatori). Roma, 
1932, 4°, pp. I-44, tavv. I-41. 

Confederazione Generale Fascista del- 
V Industria Italiana. — Lo sviluppo del- 
industria italiana nel I Decennio del- 
l’ Era Fascista. 1922-1932. Milano, 1932. 
Oblungo, tavv. I-LXXXXVII. 

Consorzio di bonifica e trasformazione fon- 
diaria del Tavoliere centrale. Foggia. — 
Piano di massima di bonifica e trasfor- 


” 
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mazione fondiaria del Comprensorio. 


Progetto esecutivo del centro rurale di 
Incoronata in agro di Foggia. Bari, Soc. 
Editr. Tipografica, 1932, 4°, pp. I-XIX, 
1-53, 1-37, tavv. 1-4. 

Contr Luciano. — Trasporto solido nei 
corsi d’acqua. (Estr. dagli « Annali dei 
Lavori Pubblici». Anni 1930, fasc. 4°; 
1931, fasc. 11°; 1932 fase. vies Roma, 
1932. 8°, pp. I-117. 

D’ Ambrosio RarrakLe. — Fusorario D’Am- 
brosio con istruzioni per Puso e cenni 
sui fusi orari generali e sull’ora legale. 
Firenze, 1931-32. 8°, pp. 1-20. 

De Astis Giuseppe. — Ricerche ebuliome- 
triche e legge della scala alcoolica. (Co- 
municazione fatta al Gongresso Inter- 
nazionale ‘della vite e del vino). Arezzo, 
1932. 8°, pp. 1-32. 

NiILsson GERHARD. — Dass Doppelmolekil. 
Stockholm, 1932. 8°, pp. 1-6. 

Praia RAFFAELE, — Lavori scientifici e scritti 
vari raccolti da D. Marotta. (Associa- 
zione italiana di chimica). Roma, Tipo- 
grafia Editr. Italia, 1932. 8°, pp. 1-vItl, 
1-638. 
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PisroLes!. ENRIco, — Acrodiaaniieae 
teca dell’ Ingegneré 1). Torino, none 


- Tipografico-Editr. Torinese, 1932. 8°, 


pp. I-XVI, 1-573. ; 
SitvesrRi Fitipo, — A new and extraor- | 
dinary genus of the diplopod family Po- 
lydesmidae, from British Guiana (From 


«American Museum Novitates» N.564). 


New York, 1932. 8°, pp. 1-12. 
Sitvesrri Firippo. — Campodeidae (Thys- 
sanura) de Espana. (Pubblicado en «Eos, 


Revista Espafola de Entomologia». To- 


mo VII, pp. 115-164). Madrid, 1932. 8”. 
Sitvestri Fittpro. — Description of a new 


genus and two new species of South 


American Diplopoda of the family Po-- 
lydesmidae. (From « American Museum 
Novitates » N. 565). New York, 1932. 
8°, pp. 1-4. 

Wooprinc W. P, — A Miocene Mollusk 
of the genus Haliotis from the Temblor 
Rauge, California. (From the « Procee- 
dings of the United States National 
Museum ». Vol. 81). Washaniey 1932. 
82 I-4, 


RENDICONTI 


DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DET EN GEA 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 18 dicembre 1932 (Anno XI) 


MEMORIE, E? NOTE. DI+SOCI 


Fisica (Fisica matematica), — Sulle deformazioni delle piastre 
elastiche. Nota II“ del Socio E. ALMANSI. 


1. Introduciamo le tensioni unitarie, agenti sugli elementi di superficie 
normali agli assi coordinati, txx , tyy » tee 5 Tyz = Tzy 5 Tex = Try 5 Try = Tye} 
le quali, essendosi supposte nulle le forze di massa, dovranno verificare le 
tre equazioni: 

Otxx OTxy OT nx 


@) ox oy ox 


Per un corpo isotropo, come supponiamo che sia la piastra, esse devono 
anche verificare le sei equazioni del Beltrami: 


©? Txx be O? Fixx * (he Giper an I oT 
ox? oy? oz? ai Te Dex 
(2) 
Oo? Tr O2 Try O? Trev I o T 
y ) J 
— See ee 
exe Oy? oz? TA ex. oy 


ove T = trx + tyy + Tz, € A denota il coefficiente di contraxione. Quando 
le tensioni txx,txy,+°++ soddisfano questi due sistemi di equazioni, esse 
corrispondono ad una deformazione possibile del corpo. 


(1) Presentata nella seduta del 18 dicembre 1932. 
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Spt = SOS yO ee 


In un punto P della sua superficie, se tx dw ,ty dw , t; dw sono le com- 
ponenti della tensione che agisce sull’elemento dw attiguo a Pe eG bang 
; coseni della normale rivolta verso l’esterno, si hha: 


Tx == Vxx & +- Tx y B +- Txx ¥ 5 EGC. 
Sul bordo della piastra, ove y= 0, sara: 
Tx == Txx & 4 Txy p 3 Up Cyn O aie Tyy p PT as 6 2 ar Tay 6 g 


Sulle basi, ovea=B=0 , Y= £1, eche si suppongono libere, dovra 
essere : 


VxXx Txy Vzx% OF 


2. Supponiamo assegnate, per ogni segmento } del bordo, le cinque 
sollecitazioni fx , fy fz, mx, my , che soddisfino le sei condizioni d’equilibrio 
(formule (6) della Nota I): 


[fa=o, [harmo 4 [Gh—sfdar=o, 


S) 


[fas=0 [on xf) ds=0 [od a= 0. 


s 


Osserviamo che se si suppongono nulle le tre sollecitazioni fey Mx My , 
conservando ad fx ed fy i loro valori, queste sei condizioni sono ancora 
verificate (le ultime tre si riducono a identita). Parimente esse sono verifi- 
cate se annulliamo fr ed fy, conservando inalterate fz , mx ed my. Volendo 
dunque costruire delle deformazioni corrispondenti a date sollecitazioni, noi 
potremo esaminare separatamente i due casi, che siano differenti da zero 
soltanto la fr e la fy, ovvero la f;, la mx, e la my. 

i facile costruire wna deformazione corrispondente a dati valori di fx 
ed fy, e a valori nulli delle altre tre sollecitazioni. 

Introduciamo per cid una funzione biarmonica U delle variabili x ed y, 
ossia una funzione di x ed y che verifichi l’equazione 


(G3) AAU =26. 
ove 

. o? Cte 

Ox? vi dy?’ 
e poniamo: 
x 
Oo =U. AU. 2: 
32 M oz O o © 
Txx oy? y) Ty ae ax? > Tx eat eet ax oy oY 


sae ae 
Si verifica facilmente che le tre equazioni (1) e le sei equazioni (2) 
sono soddisfatte. Tralascio la verifica, limitandomi ad osservare che, essendo 
VER = 0 ; sara: 
Zo 2 


——. — = — (x) 
ae t age = AD= AUO, 


3 = Trex + Tyy = 
3. Avendosi, in tutta la piastra, ti» = Try = Tz, = 0, le basi risulte- 
ranno libere. 


Cerchiamo ora le espressioni delle sollecitazioni. 
Si ha sul bordo: 


2 ® a @ 
Tx = Tax & - Try B = dy? * ax By : 
2 @ o? @ 
Ty a Tx y a -L Tyy B a ae ox oy as Ox? B, 


Tz = Tx Ak + TyP=O. 


+a 92 fa 92 ta 
f= [ hearer Dax +a — sy | Maz -8, 


ta Be +a +4 
Boer earers [ea 


©) w= fox, 


Sara 
3? W 32 W a oe oy, 
a ep th Gray oP: 
ovvero: 
0 OW 2 oW 
(6) meres ay ’ iP ee us ra 
Dalla formula (5), sostituendo a ® la sua espressione (4), si ha: 
Hoel ivsete: aaa nee em 
oo = 2 (1 me A) AG a) 


(1) Su questa deformazione, e su l’altra esaminata nel § 5, v. anche le due Note di 
G, Supino: Sul problema di Clebsch, «Rend. Acc. Lincei», serie 6*, vol. XV (1932), 
p- 366; Sopra la deformazione delle lastre, ib., p. 448. 


SOEUR Ep Se POP SS ee ae 
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ed eseguendo le integrazioni: 
x 
W = U- 2a— ——~ AU <a. 
Essendo tz; = 0, la fz sara nulla. Inoltre: 
+a 92 +a 92 ba 
My -| Le Saree Occ a— som | Oz dz-f. 


+a 
Ma la funzione ® @ pari in x, quindi i @zdzy =0, e perciO mx =O. 
Analogamente sara my = 0. = 
Notiamo che dalla formula (7) si deduce AW = 2aAU, AAW = 0. 


La W & dunque, come la U, una funzione biarmonica. Sostituendo nella (7) 
AW : : foe 
a ‘AU ayes risolvendo rispetto ad U, si ottiene: 


I Ar 


AW -a?}- 


Se W é una funzione lineare di x ed y, tali saranno, per le formule 
(8) e (4), anche la U e la ®. Le tensioni txx , try , +++ sono allora nulle, 
ed & quindi nulla la deformazione. Ne segue che aggiungendo a W una fun- 
zione lineare, la deformazione non varia. 


4. Supponendo assegnate fx ed fy, proponiamoci di determinare nel- 
area o, quindi in tutta la piastra, la W, funzione biarmonica di x ed y. 
Della funzione lineare che pud aggiungersi a W disporremo in modo che 


nel punto s = 0 del contorno sia W = - Ss a =o. Avremo allora 
dalle formule (6): 
oW a oW : 
ed Bi > dy =| feas. 
Si ha poi: 
OW OW dx eW ay.) Ode dy [°, 
os Ox ds "oy ds Ef fact | feas= 


d by s : 
e integrando: 


wai haf se aes 


ced 


Inoltre si ha sul contorno: 


aw =38W oW », 2 
‘on (Ox ee, Juds+- B—] fyds+a. 


Chiamando F; , Fy, M; le forze e il momento che agiscono sul settore 
del bordo compreso fra i due segmenti t corrispondenti ai valori o ed s 
dell’arco, le due ultime formule potremo anche scriverle 


) 


‘ on 


W = yFx — xFy + M, = Fi B —Fye. 


Queste condizioni determinano la funzione biarmonica W; quindi la U 
la ®, e infine te tensioni trx, tyy, +++ 
Chiameremo (A) la classe di deformazioni che abbiamo considerato. 


> 


5. Deformazioni a cui corrispondono valori nulli di fr ed fy, ma non 
di f;, mx, my, si possono costruire mediante una funzione biarmonica 


V (x,y), ponendo: 


Meee sete eee eS Ae a 
(9) ae ey x 6(1 +A) oe 
(10) x easy AV (7? — a’), 
oy oy oY ox oy 
Txx 3% ’ Ty ie ae 5) UN) 5 aaa wpe ee 
oy? ox ox? ox ox oy 
(1) 
ox ae as 
Txx = er > 1G cae By hen ee Ole 


Tralascio anche qui di dimostrare che le equazioni (1) e (2) sono 
soddisfatte, limitandomi ad osservare che 


TAN 


Sul bordo agiranno le tensioni 


oY (ie ox 


Tx = Txx % — Txy B = ay? a— ax ay a 035 
oz oz Y oY 
(i) Ty = Txy a + Tyy B = ax dy o4 + x? 6B — x B 5) 


Ce) oy 
Tz = Tre + Ty B= ee aS ey p. 
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: ; aye ox, OX 
Sulle basi, ove y= 4a, sara x =O, quindi ancora oa ay = 70 


€ perciO tx = ty = 0. Ma & pure % = 0. Le basi sono dunque libere. 


+a +a 
Le due sollecitazioni fx =| ut, dz _, fy ={ ty dz, essendo  e 


esl Gy. 


) iekbe 2h but : 

& funzioni dispari in 7, saranno nulle. Per esprimere le altre tre 
+a +a 

(3) f= / TI% ys Me = | Cedae yy ay al wy xax, 


introduciamo la funzione 


+a 
(14) w= OES 
Avremo dalla formula (9): a 
2(1—A) 2—A ; 
PAL Af ees ES EY ek: oes a eee /N Viren oe 
oe jC eh) a a SEED) 
La funzione W sara biarmonica come la V. 
Si ha poi dalla (10): 
ere AN aA 
/ ANE CUED) PS ean TE ae eee 
+un 
cX iD 
zd 
i ie oe TC 
Th "2 yeh) : 
Ma per la (15) AW = — eae eae , da cui 
(16) Avie oe + A) AW. 
2(1—A) a 
Dunque: 
se I way 


Ora dalle formule (13) e (12) si ha: 


Cie ei a 7 Mala As 
<= / yx sa + — OR 2 Die ae xz, 
2 +a = 


3 raha gai wake 
= — BPN ange D 
mea sf Yada ef Wed pf Beda 


ete ey tank +4 ay 


ut 
— AW -B, 


iy == ‘2 
y ds Ox I 


\ 
|] 0 OW I 0 OW 
\ 


formule che ci danno le sollecitazioni f; , mx , my espresse mediante l’unica 
funzione biarmonica W (x, y). 
Per mezzo della W potremo esprimere la V, sostituendo nella (15) 
a AV la sua espressione data dalla (16), e risolvendo lequazione rispetto 
a V~" Si ottiene: 
3(1 +a) (W 2 Wo 


era) ae 1o(1 +A) @ \" 


Fissata la W, quest’ultima equazione ci da la V, le formule (9) e (10) 
ci danno le funzioni ¥ e x, e Je (11) le tensioni. Come per le deforma- 
zioni (A), se la funzione W é lineare la deformazione ¢€ nulla. 

Chiameremo (B) questa seconda classe di deformazioni. 

E da osservare che, dipendendo una funzione biarmonica W (x, y) da 


due funzioni di s (per es. i valori di W e di ae sul contorno), non esi- 
n 


stera, in generale, una deformazione (B) alla quale corrispondano valori asse- 

gnati delle tre sollecitazioni f;, 1x ,my. E per conseguenza non esistera, 

in generale, una deformazione risultante di una (A) e di una (B), a cui 

corrispondano valori assegnati delle cinque sollecitazioni fx , fy fe, Mx, My. 
percid necessario introdurre una terza classe di deformazioni. 


Fisica (Fisica matematica). — Sulle deformazioni delle piastre elastiche. 


Nota III del Socio E. ALMANSI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
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Matematica. — Sulle condizioni di validita dello sviluppo di 
Taylor nel campo reale. Nota® di G. Ascott, presentata dal 
Socio G. Fusini. 


Sin dal 1894 € stato dimostrato da A. Pringsheim © il teorema se- 
guente: 
Condizione necessaria e sufficiente perché sussista lo sviluppo: 


(1) far h=f@ +f @t---+5fo@+-: 


per 0o=hb<RE che la f(x) sia indefinitamente derivabile in a (a destra) e 
per ogni x tra ae a+Re che per ogni r tale che o<mr<R Vespresstone 


Ra = oes bn f (a + 0D) 


considerata come funzione di 8 e di h, tenda a zero per n—> co, uniforme- 
mente nel campo 0o=0=1,0=h=r. 

L’espressione Ry», per un conveniente valore di 8, non € altro che il 
termine complementare dello sviluppo abbreviato di Taylor, nella forma di 
Cauchy; cid rende evidente la sufficienza della condizione (anche ristretta 
alla sola convergenza uniforme rispetto a 0); mentre non é affatto evidente 
la sua necessit’. La dimostrazione del Pringsheim, assai laboriosa, fu sem- 
plificata da E. Pascal), poi sostituita dal Pringsheim stesso“ con altra 
diretta e assai breve. Notevole per la sua eleganza é poi il procedimento 
di G. Fubini), che riesce a stabilire insieme, in modo molto rapido, il 
criterio di Pringsheim e un altro criterio di sviluppabilita, dovuto a S. Bernstein. 

Nota il Pringsheim che il risultato da lui ottenuto conferisce una parti- 
colare importanza al resto di Cauchy in confronto, per es., del pil sem- 


(t) Presentata nella seduta del 4 dicembre 1932. 

(2) A. PrincsHEIM, Ueber die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen des Tay- 
lorschen Lehrsatzes fiir Funktionen einer reellen Variablen («Math. Ann.», 44, 1894, 
pp. 57-82). 

(3) E. Pascat, Un capitolo di Calcolo differenziale (« Riv. di Matematica», oe 
p. 37) e€ Esercizi e note critiche di Calcolo infinitesimale, pp. 196-207. 

(4) A. Princsueim, Ueber den Taylorschen Lebrsatz fiir Funktionen einer reellen Va- 
riablen (« Sitzungsber. d. K. Akad. Munchen», 1912, pp. 137-54). 

(5) G. Fusint, I teoremi di Bernstein e Pringsheim per lo sviluppo in serie di Taylor 
(« Atti R. Accad. Sc. di Torino», 51, 1915-16, 896-898). 


AQ) 


iy ae . 


plice resto di Lagrange; esistono infatti funzioni sviluppabili in serie di 
Taylor per le quali questo resto non converge a zero uniformemente ri- 
spetto a @ per m—> oo, per ogni h << R. Singolare perd il fatto che la con- 
vergenza sussiste necessariamente per /))< R/2 e anche uniformemente rispetto 
aQeh; pero=0=—1 ,O=h=r<R/2. 

Volendo approfondire le ragioni di questo diverso comportamento ho 
pensato che esso potesse risultare dallo studio del cosi detto resto di Schlémilch 
e Roche: 


RO) = ST CESIND br f{™ (a + 6h) 


in quanto esso si riduce per p = 1 al resto di Cauchy e per p= na quello 
di Lagrange. 

Supposto p positivo e variabile con » con legge determinata, ho potuto 
infatti dimostrare il teorema seguente che estende e completa quello di 


Pringsheim: 
A) Il teorema di Pringsheim continua a sussistere se al posto dell’ espressione 
Rn st pone Paltra RO allora e allora soltanto che sia 


p oe 


lim =o , lim 
u—> CO 11 n—>0O 


E chiaro che p = 1 (e pit in generale p = cost.) soddisfa a questa con- 
dizione; non vi soddisfa p = n. L’osservazione del Pringsheim relativa al 
resto di Lagrange si estende poi nel modo seguente: 


B) Sia per n abbastanza grande p=n e si ponga 


L= lm su a ee ae ie i 
n—> CO P n nu—> CO Vp 
= oe Pew MUO Kole Ape 0 ot 4 rem (Dees 


I+?(1—2); 7! 


Si indichi poi con y il minore dei numeri « e@(L). Allora per ogni fun- 
zione f (x) per cui valga lo sviluppo (1) per 0 =h<R Pespressione RY? tende 
a xero per n—> co, uniformemente rispetto a 0 pero =h< Ry, uniformemente 
rispettoa deh pr o=O=—1 ,oHh=ar<Ry. Non si pud in questo 
enunciato sostiluire a y un numero maggiore. 

I] teorema A) non ¢ che un caso particolare del teorema B), corri- 
spondente all’ipotesi y = 1. Le dimostrazioni sono in corso di stampa 


negli « Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino ». 


I 
2 
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Colgo Voccasione per comunicare una semplificazione che si pud por- 
tare alle citate dimostrazioni di Fubini dei teoremi di Bernstein e Pringsheim, 
e che le rende ancora pit agili, senza alterarne il concetto essenziale. 

a) (Bernstein) Se per a=x<a+Rla f(x) ¢ tulle le sue derivate 
sono positive o nulle lo sviluppo di Taylor (1) € valido per o =baoR. 

Siao =b<—R, 0o=O=1. Poicht a+h=(@+ 9) + (1 —6)/, 
dal teorema di Taylor-Lagrange si ha: 


f'(a+b=f' (a+ 0) +U—O bf” (a+ 0b) +--+ 


eC \ eae aN 2 7 
c G ca - ! oe is se 2 2p) x Si — ! os i a (6) 


dove a + 0) =&—=a-+h. Poiché i termini del secondo membro sono 
tutti = 0',-si ha 


Tr p> f0O (a + 0b) =f" (a +h) 


e quindi: 

(1 — 0)"-? 

(1 —1)! 
h? (1 — 9) , ’ 

= TS = a)” (a+ h)- 


it 3 


Re = bn f (a + 0b) = 


Ora il primo membro é il resto di Cauchy nello sviluppo di f(a + 4) 
riferito al punto a; & chiaro che esso tende a zero per 1 co, uniforme- 
mente per 0=0=1, e quindi lo sviluppo é valido. 

La convergenza é anche uniforme rispetto a 0 eh, pr o=0=1, 
o=h=r<R; infatti poiche f’’ & crescente (poiché f’’”’ & positiva), si 
ha in questo campo 

? 


Rip ee Paes 


(p= MN 


b) Si osserva dopo cio, con Fubini, che se per una funzione f (x) 
vale lo sviluppo (1), f(x) ¢ la differenza di due funzioni 9 (x), p(x) che 
soddisfano alle condizioni del teorema di Bernstein, bastando per questo 
associare nello sviluppo i termini con coefficiente positivo e quelli con coeth- 
ciente negativo, Applicando allora alla @ (x) e alla (x) la maggiorazione (1), 
e sottraendo, risulta per f (x) 


Ry = @" @ tr +H" WN) 


e di qui il teorema di Pringsheim. 


. 


Matematica. — Sulle deformazioni non infinitesime. Nota di 
D. Bonvicint, presentata“ dal Socio T. Levi-Civita. 


In un’osservazione sull’applicazione del criterio energetico allo studio 
della stabilit’ del?equilibrio elastico ho affermato che, poiché la defor- 
mazione pura si deduce dallo spostamento mediante operazioni non tutte 
lineari, € necessario considerare la variazione seconda di essa in relazione 
ad una data variazione dello spostamento medesimo. Di tale questione in- 
tendo occuparmi in questa breve nota. 

Si indichi con P il punto generico nello stato attuale, con P, il punto 
medesimo nello stato iniziale, cioé indeformato; con s lo spostamento at- 
tuale riferito a quest’ultimo stato: 


eee — Pe 


Per deformazione s’intendera l’omografia 


mpigett) 
ae 
Posto poi 
bh S=¥ Oo, 


dove con y sia indicata una dilatazione, con « un’isomeria vettoriale, si 
designera come deformazione pura la dilatazione y—1. E noto che una 
tale decomposizione é possibile per qualsiasi omografia, e che la y risulta 
definita dalla relazione 


(1) y= (t +a) (1 + Kayo. 


(Nel caso degli spostamenti infinitesimi la deformazione pura deve ridursi 
alla De: si ha infatti 


1+a=(1 + Da)(1 + Va f/\)+ termini d’ord. sup. = 
= (1+ Da)a + termini d’ord. sup.). 


(1) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 

(2) « Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino», vol. LXVI, 1931, p. 186. 

(3) Potrebbe anche porsi 1+ «= ay’, con y’2= (1 + Ka)(1 + @), e definirsi come 
deformazione pura la dilatazione y’—1. Ma poiché questa non é che la trasformata della 
y —1 mediante lisomeria «,, la differenza tra le due definizioni non é sostanziale, almeno 
per il caso dei corpi isotropi. 


== 1605. = 


Per un incremento 3s dello spostamento, posto 


_ dss 
igh) ? 
si ha 
dss 
d(1 iG) Oe re + «); 
onde: 


8(1 + Ka) =K8a=(1 + Ka)Ke; 


e quindi si ha dalla (1) per la variazione di y?, a meno di termini d’ordine 
superiore al primo rispetto a 3s, l’espressione 


Sy2 =e(1 +a)(1 + Ka) + (1 +a)". + Ka) Ke=cy?+y7’Ke; 


ossia 


(2) Sy? = 2D (ey). 


L’espressione vettoriale che di qui si potrebbe ricavare per dy, variazione 
prima della deformazione pura, non € tanto semplice “. 

Ma la variazione diy puo restar determinata nel modo pit conveniente 
per l’ulteriore sviluppo di questa ricerca, immaginandola decomposta in una 
variazione dei coefficienti principali di essa, ed una rotazione delle direzioni 
principali: basta allora evidentemente trovare queste medesime quantita re- 
lative alla variazione di y?. Le direzioni principali comuni alle dilatazioni 
y? e y saranno definite da tre vettori unitari ortogonali ¢,7,kK(¢@ /\j =k); 
e si chiameranno [*,/},/° i corrispondenti coefficienti principali di y?, ossia 
I, ,1,,1, quelli di y. Se si indica con 8* la variazione che si avrebbe se mu- 
tassero solo questi coeflicienti, restando ferme le direzioni suddette, con w 
il vettore che definisce la rotazione di queste, e con Rotor (w) lisomeria 
vettoriale corrispondente alla rotazione w, si ha evidentemente 


(3) y+ 37% = Rotor (w) (y? + 3x") Rotor (— o); 
o anche, tralasciando sempre gl’infinitesimi d’ordine superiore al primo, 
G3’) Yb Oy) = OO) aig A Sees 
onde per la (2) 
80? bo NN ao ice aD (exe 
Oy 2D (eye oe 

(1) Dalla (2) si ha d8y-y + y8y = 2D Ey’); ossia Sy-y = ey? + uf; da cui 

dy=cy+uAy-—'; ¢ dovendo questa essere una dilatazione, 2 V (we A y—!) = — 2 V(ey); 


ossia Cy—'u@ = —2V(ey); da cui w= —2(Cy—')—1 Vy); onde infine $y =ey — 
er OY  ee ame 


ossia 


SANG oy ye 
Quindi 
On 97d XM Se ot. 
oNVtxitoNrixtaserixjterjXé,... 
Posto 
| ct=trt+en,j+e;,k 
EJ = lat + lJ + task 
| sk=e;,t¢+¢,,j +6¢,,k, 


risulta dalla prima di queste relazioni, per la definizione di ee 


2 2 
Ole 2h Cis 


aes 


onde 
| ieee 
(4) See 


| eee eek 
e dalla seconda 
(5) Gaal) ote = Pen hh tans ects 


ossia 


Be tare ly tyr, ed, Or ey ee Ee 


I 


k. 


Si tratta ora di determinare la variazione delle quantita trovate per un 
incremento dello spostamento 3s. Siccome nel caso dei corpi isotropi, al 
quale si ha in vista di applicare i risultati, non ha importanza il mutamento 
delle direzioni principali, limiterd Ja ricerca alle variazioni 83/, ,83/, , 881, , 
a meno sintende d’infinitesimi d’ordine superiore al primo rispetto a 8s. 
Si ha dalla (4) 

OO, Ve O Laue lawl, 


dove 
Se, =S(ei Xt) Hci XSi eds xX t+ (Se) ti Xs. 
Ma 
Se= woes ke + term. d’ord. sup. = 
d(P + 8s) 4P 
dss dss Ze 
Biciappubgipor: oe > 
€ 


Si=aof\t; 
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avendo €,w lo stesso significato dei corrispondenti simboli non soprasse- 
gnati, ma con riguardo all’incremento 3s. Onde 


Se, =etXof\tite(oA\ dt Xi—eetiXt= 


Ee, + [é : bi = vi 
= OF 4 tye) Soe Tt Ee + é33) = : copes ao) ie €rr + Car lr2 1-031 Be p= 


I iS _ - _- 
(2 "ae: {lr Cra €r2 + (és: Cra + Cra Cor + Car tz) =i 


+ pep th ers bss ae r (€51 213 + C13 231 + C31 &5x) | 
GymeeiXt 4 te =el XG me): 
E infine 
(6) S81, = ies a be eat) lun + Ls ares ta fos) @ar} + 


Ty) 
ears) 


be 2 2 - 2 - 
am ppl: €13 + Fo es1) Gx + Uo (ers + C52) Bx} 
I 3 


(Risulta quindi, sempreché quest’espressione non perda significato, $3), = 
= §31,). Le analoghe espressioni per la variazione seconda di /, ed /, si 
hanno da questa con permutazione circolare degli indici. 

Richiede considerazione a parte il caso che due dei coefficienti 1], , 1, , 
1, siano eguali tra loro. Se /; =/,, ogni coppia ortogonale di vettori uni- 
tari del piano normale a & potrebbe essere assunta per ¢ e 7; ma dopo la 
variazione, per una data ¢, risulter’ generalmente invece determinata una 
coppia di direzioni principali, la quale tendera ad una determinata coppia 
del piano suddetto: riguardando quest’ultima come coppia principale origi- 
naria, si potra dunque ancora considerare Ja rotazione infinitesima w, sod- 
disfacente alla (3’), e per conseguenza alla (5); la quale da allora la con- 
dizione che vale a definire la coppia di direzioni suddetta, 


Cra + C23 =O. 


Tali direzioni sono dunque quelle principali dell’ omografia e — H (Kek, he), 
considerata come omografia del piano normale a #3; e i corrispondenti va- 
lori di é@::, 22 delle formule (4) sono pertanto in questo caso il massimo 
e il minimo trai valori che tali componenti di ¢ possono assumere per 
tutte le direzioni di esso piano. La (5) medesima non serve pil invece a 
determinare la componente della rotazione » X Kk: & necessario a tal fine 
tener conto degli infinitesimi di second’ordine, che furono tralasciati nella (2) 
e nella (3’). Invece della (2) si ha allora, come si riconosce subito, 


dy? = 2D(ey?) + ey? Ke; 


Se ee 


e invece della (3") si ha dalla (3), ricordando una nota espressione dell’ iso- 
meria Rotor (w), 


3p = [r+o\—Lor+ 
+ H(o,0)} (¢ +3") [1-0 A — =o + {H(o,0)}- 


Onde, indicando con 8) y? la parte di second’ordine della variazione 
Ss I 2 : : : 
*y?'(02 7? o= ey &é,...), e con w, la parte di second’ordine di 
(quantita che doyranno eliminarsi), 
cat I 
57 VH,e) a ZHe.o)ry—aey—eA\yr@ N\) -- 
o Avro A) +r tos y— se A)—erKe=0. 


Applicando la dilatazione del primo membro al vettore ¢ e moltiplicando 
scalarmente per j, si ottiene 


—(F+ DoXt-oXj—hoXt-oXj+E—Deo.Xk+ 
+ (SF — 82) w XK bh — (Ei ers Cra + Flor Cor Tbs: C52) = 03 


da cui, posto ]; =/,, e ricordando le espressioni di wo Xt, Xj, 


eee: (Uiess +8 esx) Ei eas + Fes) + 3) Fi ess es 
eS ard BAP Sey EG, esa) 


(Si osservi che scambiando tra loro le direzioni di ¢ e di j - le quali in 
realta non sono determinate singolarmente, ma solo come coppia — quest’e- 
spressione si conserva immutata in valore e segno; poiché i sensi dei due 
vettori suddetti vanno scelti in modo che si abbia sempre, come si ¢ posto 
nel ricavare l’espressione medesima, ¢ /\ j = Kk). 

I simboli di variazione seconda §8/,,88/, in questo caso perdono si- 
gnificato, non essendo pit’ 6/,,8/, funzioni continue della dilatazione y; 
giacché al variare di y variano bruscamente le direzioni, alle quali vanno 
riferite le componenti ¢,;,¢2. delle formule (4): prima della variazione by 
esse sono infatti, come si é ora dimostrato, le direzioni principali dell’omo- 
grafia e—H(Kek,k); mentre dopo la 8 sono invece le direzioni_princi- 
pali della dilatazione y + Sy, infinitamente vicine a quelle dell’omografia 


(1) Per questa, come per tutte le formule dell’analisi vettoriale che occorrono nella 
presente Nota, vedasi C. Burari—Forri e R. MARcOLONGO, Trasformazioni Lineari (N. Zani- 
chelli, Bologna). 


OS) ee TES ee ee ee 


a= (Gi = 


¢—H(Kek,k). Risulta quindi anche che tale discontinuita si annulla per 
=e; € conservano pertanto significato le espressioni 8? /, , 8? /,: si otten- 
gono senza difficolta, per la stessa via seguita nel ricercare la variazione 
seconda nel caso generale, le formule 


Q al 


I 


( l, 27.2 2, 

| Miele t ap {ret AT esx (51 + 2 15) } 
On Mae oe 
| 8h, tee tp (RS, + Besa (Ga +2 es) | 


Matematica. — L’intégration des équations aux dérivées par- 
tielles du 2" ordre avec 2 fonctions de 2 variables indépendantes. — 
IV. Systémes contenant trois dérivées du second ordre. Nota™ di 
M. Kourensky, presentata dal Socio T. Levi-Crvirta. 


§ 1. —Il faut etudier 10 combinaisons des trois dérivées du second ordre 
de toutes les 20 combinaisons possibles 4 priori. En effet des équations 
auxiliaires avec la fonction inconnue ®, écrites pour les combinaisons 


[Peeps tt sch 2 |eery sytreio [9 Ies, ty seer ee eee 
[Gia ss fee lars srs EST” oe LOLs ee ee Oe ae 


il est ais¢ d’obtenir les equations correspondantes pour 


(iaets Sn Cigs: LOA ASP pS0s SAL SOW Set 5 banal 4) ates einen eo gene 


Sg es ge aed bral eee ey caer or em ens ea eee ee at SC 
Pour I intégration des équations 
1d Crary Be Gee aA SRR ee AE eR (Sn ae 


apres la résolution de ces équations par rapport aux dérivées r,t et l’adjonc- 
tion de la 3™° ¢quation compatible, nous pouvons écrire: 


t == fs (45 VoRse Pod Pag o®) 
SSO syne ee Paap sD) 
b= fe(E 5 RG ko P SO aD Ge) 


et les conditions de compatibilité peuvent étre déduites des relations 


dp = fr dx + dy ; dq = pdx + f, dy, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 25 agosto 1932. 
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qui conduisent aux deux équations linéaires aux dérivées partielles par 
rapport 4 la fonction inconnue o: 


Dés que nous aurons trouvé 3 intégrales particuli¢res 9, =, ,+++9,;=C,, 
qui ne contiennent pas les variables r’,s’,’ et sont compatibles avec les 
equations r = f,,/? = f,, l’élimination des dérivées r,5,t conduit au systéme 
de 2 équations du 1* ordre avec 2 fonctions inconnues Rina: 


§ 2. - Pour lintégration du systtme 
Fees) 02522 9s Po Gass) = 0 Ce sae) 


nous aurons a trouver les intégrales ®, = C,, +++, qui ne contiennent pas 
les variables t,t’, s’ dune seule équation linéaire 
> > 


ob dd d® ,o ,@ 
Sion deg et titi A ee 


os 


c. a. d. les intégrales du systeme d’équations différentielles ordinaires: 


dx dy dz = dz’ ik dp im dq oe 
peop Pong |p, Pit og pi 7 46, 5. pe od 
dr _ ds — dr’ dp’ td dq 


Z Hoe er. cour eeiaar Pho. Serie 


Pour la combinaison analogique [3] l’équation linéaire est la suivante: 


le systeme d’équations differentielles ordinaires s’écrira: 


axe ay dx ax’ te: dp Bie Ss Ee 
Cueto 6, pe rg © ofp x, 7 Of ts oO, aE 
ds dt — dt’ dp’ dq’ 


ea ne i ENT AT eae Be ee are | 


3 
Quand il s’agit de l’intégration du systéme 
Fi (x, Yo oXsPog »P> q'; Foy Se 5’) mad, (k =1,2) 
Péquation linéaire est 


oD d® d® oD xt) 
(es Sti M2) 5! = 


A ee a ee 
So ne dy FE, op 1 le 


RENDICONTI. 1932, Vol. XVI. 41 
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et il faut chercher les intégrales ®, = C,, -- 
du systeme 


-, ne contenant pas yea: 


Cxae Gy ee dx ne dz’ 2fe) dq 
oO, Gap + ond) (pap Ong O,y + O25. pps Gee 


gla ae Ra Sree. OR 
En Ty TUE, yt We areas ee on apn ee 


La combinaison analogue [5] conduit a TPéquation linéaire suivante: 


x yas Se aU are ee 
(Bet 5) gg egg te apy ae ena 


Pour le systeme 
Fi Ck Voth Poet oot 955) aw (aie) 
il faut chercher les intégrales, qui ne contiennent pas t,r',s’, de Pequation 


CONSE ys arr va ra Ree ar mon 


A la combinaison analogue [7] correspond une équation de la forme: 


(E, + as d® i d® a oO , 
3 er. = Or nis teas Aa — 4 ——— *@ 
1) dy det gy) oe Gano 
§ 3. - L’adjonction au systtme suivant 
Fil¥c dos < 50 sG ood of.) tot 0 (6 12} 


de la 3™° équation compatible 
Dis FST SPP dG Paes es or) = const. 


Conduit aux 3 premiéres conditions de compatibilite de la forme 


aes) . oD 
ane ’ or 
ap gel \2 o®\ 
(1) é (rt7’) ten (Z) =o. 


Comme 4™ condition de compatibilité on peut adjoindre une des six 
equations suivantes : 


ee 615 =e: 
, oD , 
+, [xrr’] oF Axe bil 
o® hee 
0; [ytr Ae + (rir) [xr 7] = 0 


=) + + 6 [xrr’) © + (rir’) [yr] = 0 
(2) 


a 


( 
es (Se) +o: Larr'] + Gr) [v's] = 0 
( )+ o [ytr’] + (rtr’) [xr] = 0 


, (o@\ ,,6® ; ; 
71 & (=) + 1: [yer] = + rir’) [xr’ t] = 


=> 


Quand nous prenons, par ex., la premitre équation, la rélation (1) 
s’écrit 
ty) 
22) PaaS Prt 5 = (rtr’) 
et nous avons: 
mee Se )—oe:t: wiee | ==8Os: 


I] faut chercher les intégrales, qui ne contiennent pas s’, /’ du syst¢me 
d’équations linéaires : 


OT rca eee 
Cartas or = SP yp-T7 35 == Pr ot T Sa — 


d® ey) oD -———~/ d® 0) oD 
aa fe ey ee ey Es i ee | 
Tr (°. in is > a 7) a / Pr Tr (= dy ++ Y, OL Y3 7) O: 


dx or 


Pour la combinaison analogue [9] le systeme s’écrira: 


o® oD 
aie + ¥—o,7; Bates © pa ea 
d® , oD cD ———/ d® , oD op 
(65, at: 65 bay) * ites ata aeae)3 7\= 
Etant donné le systéme d’équations 
EES I re) A dD) = 0, (hk al , 2) 


Padjonction de la 3™¢ équation 


F al 8 Peary tors, Ne ANN i = < 
Da ota is oP od 5 otal 55 .t)) ==cOnst. 
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conduit aux 3 conditions de compatibilite suivantes : 
oO _ 3 ; 
Or’ b) ot’ ef 


eo (ps 
QO. (5) + (rts'? = 0. 


La 4™* condition de compatibilité est une equation quelconque des 6 


suivantes : 


o@ 
t (tsa + (ris) [yts’] = 0 


Q2 [is] + (ri s’) (xs'r] =o 
o@\; , ,o® , 

Ona); (=) + o[xs'r] = + (rts')[yrt] = 0 
30 \2 a) re 

Qo Nr (| + Q2 [xs’ 1] a (rt s’) [ys'r] =o 


, (2®\ ,, o@ ue, 
mB (5,) + eb 3, +) be =o, 


o\; eed ; 
7 a +oal[yts lie + (rts’)[xrt] =0, 


et nous pouvons trouver les intégrales particuli¢res, ne contenant pas 1’, & 
par ex., d’un systéme de la forme: 
c® 


c 
TO 2=(0) 


cy) —_— oO oD 
Be eee pare 
Sieguhemnice or 


d® _ oD o0\ . , ——_/(_ d® ; 
a(o, Ae = O Op —6.5) 22 |= (n S iN. af ast 


ea Sth ieee ea, cs a i c a ee 
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Matematica. — Sulla risoluzione numerica di un sistema di 
equaziont. Nota di G. Mammana presentata “ dal Socio G. CastTEL- 


NUOVO. 


Si conoscono procedimenti vari, e anche rapidi — come si suol dire - 
atti alla risoluzione numerica di una equazione : 


(1) f(x) =0 


nella ipotesi, generale, della sola continuits perla jG). 

Non altrettanto possiamo dire relativamente alla risoluzione numerica 
di un sistema determinato di pil equazioni ed incognite. Al riguardo, anzi, 
si pud affermare che non abbiamo, per quanto io sappia, criteri sicuri che 
permettano di risolvere numericamente un sistema. 

L’argomento, d’altra parte, ¢ assai importante, dal punto di vista delle 
applicazioni soprattutto, perché ci si possa disinteressare, e il nascente Isti- 
tuto di Calcolo del Consiglio Nazionale delle Ricerche preoccupato di cid, 
ha opportunamente segnalato ai cultori di matematiche la lacuna, affinché 
si cercasse di colmarla. 

Un procedimento da prendere eventualmente in considerazione per la 
risoluzione numerica di particolari sistemi, potrebbe essere quello che pro- 
viene dalla estensione ai sistemi stessi del cosi detto procedimento di 
Newton per la risoluzione di particolari equazioni. 

Assegnato, ciot, un sistema, ad esempio di due funzioni: 


ae (Pe 3 AB oer) aa fhe 


continue ¢ a derivate continue in un dominio R, e fissato ad arbitrio un 
punto P, di R, si consideri il punto P, intersezione eventuale, col piano 
xy, della retta comune ai piani tangenti alle due superficie S ed S’ (aventi 
rispettivamente le (2) e (3) per equazioni) nei rispettivi punti Q. e Qj} cor- 
rispondenti a P,. 

Assunto questo punto P,, nell’ipotesi che appartenga ad R, come prima 
approssimazione di uno zero dell’assegnato sistema, operare su esso come 
si € operato su P,; si verra cosi alla determinazione eventuale di un se- 
condo punto P,, da dirsi, sempre nel supposto che esso sia contenuto in R, 
seconda approssimazione, e procedere quindi analogamente - ove sia pos- 
sibile — e indefinitamente. 

Cosi operando si verrebbe ad ottenere una successione di punti P,, 
avente — si potrebbe pensare — come punti limiti zeri del sistema. 


(1) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 
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Ma, come subito si nota, l’applicabilita di un procedimento del genere 
richiederebbe anzitutto una particolarizzazione delle funzioni (2) e (3), tale 
da avere assicurata: 1° la esistenza della successione dei punti P; (cosa questa 
certamente non immediata, e assai probabilmente non semplice) 2° la di- 
mostrazione che i punti limiti della menzionata successione sono zeri del 
sistema. 

In ogni caso, anche se si riuscisse a fare tutto cid, si. verrebbe a ri- 
solvere un problema particolarissimo. 

E opportuno, pertanto, cercare di raggiungere per altra via la soluzio- 
zione del problema in generale. 

Prima di accennare ai risultati ai quali son pervenuto relativamente 
alla risoluzione numerica di un sistema, ritengo utile fare alcune osserva- 
yioni circa i noti metodi impiegati per risolvere, con successive approssi- 
mazioni, una equazione ad una incognita come Pay Gi 

Queste osservazioni servono a mettere in evidenza: alcuni inconvenienti 
cui si va incontro quando si procede alla effettiva risoluzione di una equa- 
zione, e la maniera di ovviare ai medesimi inconvenient. 

Consideriamo una equazione come la (1) il cui primo membro sia una 
funzione continua in un intervallo (a,b) e ivi, ove occorra, a derivata con- 
tinua, e x, sia un punto di (a, b) comunque fissato. Si prenda in esame una 
successione di numeri: x; (per 1=0,1,2,°°°%,°° -) i cui elementi si 
ottengano, per ricorrenza, dalla relazione seguente: 


ae ee) 
(4) xe =”, 
nella quale A; é un numero, dipendente da x, scelto in modo che la suc- 
cessione delle A; riesca limitata e tale da realizzare le seguenti due con- 
dizioni: 

a) il numero x;;, Sia sempre contenuto, come Xi, in (a,b), 

@) la successione delle x; sia convergente. 

Il limite di x; é allora, ovviamente, uno zero della f(x). 

Il metodo di Newton, quello delle secanti, ecc., conducono a successioni 
del tipo (4). Nel metodo di Newton A; non & altro che il valore della derivata 
di f(x) nel punto «:, e in quello delle secanti A; rappresenta il valore del 
rapporto incrementale della f(x) relativo a x; € a un determinato punto 
che precede x;. 

Dalla (4), specializzando le Ai si possono ottenere quanti procedimenti 
di approssimazione si vogliano. Ogni elemento della (4) da un valore ap- 
prossimato di una radice della (1). 

Tutti questi metodi perd, presentano, come ho dianzi accennato, un 
inconveniente tutt’altro che trascurabile dal punto di vista pratico, e cioé: 
le successive approssimazioni x; sono di regola affette da errore, errore 
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dovuto al fatto che non ¢ possibile in generale (e soprattutto quando la 
f(x) non é razionale) avere per f(x:) e A: che valori approssimati. 

Si rende quindi necessario per ogni elemento della (4) il calcolo di 
un limite superiore dell’errore di approssimazione, cid che complica evidente- 
mente e rende assai poco rapido il calcolo delle radici della (1). 

Dal punto di vista pratico, pertanto, sarebbe preferibile sostituire ai 
cosiddetti_ metodi rapidi di Newton o delle secanti, un procedimento nel 
quale le successive approssimazioni potessero aversi con tutta esattezza. 

Cio, nel caso di equazioni come Ja (1) potrebbe ottenersi nel seguente 
modo: assumere come prima approssimazione di wna radice di f(x) = 0, con- 
tenuta in (a,b), il punto medio x, di (a,b) stesso, come seconda approssima- 
Xtone il punto medio x, di quello dei due intervalli: (a,x,) e (x1, 6) conte- 
nenti zeri della f(x), e cosi via. 

I] limite di una successione di questo tipo € ovviamente uno zero 
della f(x). 

Questa successione potra eventualmente avere una convergenza meno 
rapida di quelle provenienti dall’applicazione dei metodi di Newton o delle 
secanti, ma presenta il vantaggio notevole che i suoi elementi possono aversi 
con esattezza. 

Disgraziatamente pero, non é possibile estendere questo metodo al caso 
dei sistemi di equazioni, non disponendo allo stato attuale di procedimenti 
semplici e di facile applicazione (e neanche di difficile applicazione) che 
consentano - come accade per le equazioni — di stabilire se un dato do- 
minio, rettangolare ad esempio, contiene o no zeri di un assegnato sistema. 

L’inconveniente di cui sopra, potremmo, almeno in parte, mitigarlo se 
Si riuscisse, ad esempio, a costruire una successione del tipo (4) nella quale 
la successione delle A; fosse costante. 

Orbene: si puo dimostrare agevolmente che la cosa € sempre possi- 
bile, é possibile cioé assegnare un numero H_ positivo tale che se A é un qual- 
stvoglia niwmero positivo e infertore ad H, la successtone: 

) 


a 
(ee cee. (Pert S105 2, AG > sty tae) 


risulta composta di numeri contlenuti in (a,b), e convergenle. 

L’importanza di questo teorema ¢ notevole sopratutto perche, come 
vedremo, esso ¢ suscettibile di estensione al caso dei sistemi. 

Al riguardo premetteremo i] seguente lemma che per ora ci acconten- 
teremo soltanto di enunciare. 


Lemma. — Posto che la funzione f(x,y)=/f(P) continua con le sue 
derivate parziali in un dominio R, sia ivi sempre maggiore 0 eguale a Zero, 
é sempre possibile assegnare wn numero posilivo H, tale che, se A é um qua- 
lunque numero positivo inferiore ad H, ¢ Po =(%o5Jo) un punto qualsivogha 
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di R, nel dominio. circolare di centro Po ¢ raggio po = Af (Po) non cadono 
zeri della f (P). 

Il numero H é il minimo della funzione: Z , funzione, 

If @) +52) 

quest’ultima, mai nulla in R a causa della supposta continuita delle deri- 
vate parziali di f(P) in R stesso. 

Questo and @) ci di mezzo di istituire procedimenti vari atti alla 
rivoluzione numerica di un sistema di equazioni. 

Consideriamo ad esempio il sistema ottenuto eguagliando a zero le 
funzioni (2) e (3), € poniamo: 


(5) Z=fi(x y+ fix, =F, =F). 


Gli zeri eventuali di F (P) sono quelli e soltanto quelli del considerato 
sistema, di pit per la F (P) stessa si realizzano tutte le condizioni per lap- 
plicazione ad essa del precedente lemma. 

Sia Py un punto di R, ad esempio Vestremo inferiore di R, e A wn nu- 
mero di cui all’enunciato lemma. Designamo con Co il cerchio di centro Po e 
raggi0 pp = F (Po) A, ¢ con a Parco di questo cerchio contenuto in R. 

Gli zeri di F(P) sono esterni al quadrante limitato da % e dai lati di 
R concorrenti in Py. Su a fissiamo con assegnata ma arbitraria legge un punto 
P, (per esempio P, sia il punto di a, in cui la Z del piano tangente alla 
superficie, rappresentata dalla (5), nel punto Qo = (%o, Yo, F (%o, yo), risulta 
minima) e diciamo C, il cerchio di centro P, e raggio: px, = Af (P:) ed a 
Varco di questo cerchio contenuto in R ed esterno a Co. Su a, 0 sull insieme 
costituito da a, e dalla parte di % non interna a C,, fissiamo con la legge 
prima assegnata un nuovo punto P, e cost via indefinitamente. 

Si dimostra che i punti limiti di una successione qualsivogha di punt P; 
come quella sopra accennata sono zeri della funzione F (P). 

In pratica sfruttando opportunamente il lemma precedente potremo ren- 
dere pil rapido lisolamento di uno zero della F (P), ma di cio diremo nella 
memoria che seguira questa nota preventiva. 


(1) Valido anche nell’ ipotesi di una funzione a un numero qualsiasi di variabili. 
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Matematica. — Insiemi tensoriali generati da. sistemi assoluti 
di Pascal—Vitali, Nota di Maria Pastor, presentata“ dal Corrisp. 
Us Cisortt. 


In un lavoro in corso di pubblicazione ®), il prof. Finzi, per dar forma 
intrinseca alle equazioni della meccanica dei sistemi continui, perfettamente 
o imperfettamente flessibili, istituisce un calcolo differenziale assoluto di in- 
semi tensoriali. Essi sono insiemi di tensori di una V, riemanniana, essendo 
ciascun insieme individuato da un ordinario tensore di una V,,. (in cui 
la V, € immersa), funzione dei punti della V, medesima, Oppure ottenuti 
da tali insiemi con operazioni aritmetiche o di derivazione. Gli é cosi pos- 
sibile far della meccanica intrinseca della V, anche quando questa non sia 
perfettamente flessibile, ed esiga quindi, nella trattazione ordinaria, lintro- 
duzione di elementi estranei ad essa, tensori dello spazio ambiente. 

In questa Nota ritrovo dapprima, con Vordinario metodo di Ricci e 
Levi-Civita, alcuni risultati che il prof. Finzi stabilisce servendosi delle omo- 
grafie vettoriali, ed osservo poi che anche sistemi assoluti di Pascal—Vitali 
della V,,.. possono generare insiemi tensoriali della V,, purché non si pren- 
dano tutte le componenti di tali sistemi, ma solo alcune di esse, scelte in 
modo opportuno. 

Considero in particolare linsieme tensoriale di V, generato dai sim- 
boli di Christoffel di V,,4,, i quali, come ¢ noto, sono elementi di un si- 
stema del calcolo assoluto generalizzato con un indice di classe x e laltro 
di classe 2. 

Questo insieme tensoriale, per una opportuna scelta delle coordinate 
di V,4:, non ha che un elemento diverso da zero, un tensore doppio di V, 
che ha per componenti 1 coefficienti della sua seconda forma fondamentale. 
Cio da ragione di una coincidenza formale osservata dal prof. Finzi tra le 
ordinarie formole di derivazione covariante e quelle da lui direttamente sta- 
bilite per la derivazione di insiemi tensorial. 

Per ragioni di spazio, rimando ad una Nota successiva quest’ultima con- 
statazione, insieme con qualche altra osservazione sugli insiemi derivati. 


1. — INSIEMI TENSORIALI GENERATI DA TENSORI ORDINARI. 


Consideriamo in una V,;, un vettore wv, funzione dei punti della Vy, 
immersa nella V, .,. Indicando con x° x, --+ , x" le coordinate della V4.1, 
scegliamole in modo che la V,, sia una delle ipersuperficie coordinate x° = cost., 
PeLees sex a == O's 

(1) Nella seduta del 4 dicembre 1932. 


(2) B. Finzi, Equazioni intrinseche della meccanica dei sistemt continui perfettamente od 
imperfeltamente flessibili, « Annali di Matematica», serie IV, tomo XI, p. 215. 
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t 


Ricordiamo le formole di trasformazione delle componenti covarianti 
di uv per una generica sostituzione di coordinate in V, 41: 


on 
qo 
(1) Ug aa UG axe 
e consideriamo, in particolare, la seguente sostituzione di coordinate: 
xo = xe 


(2) 


Niel (x At se Pea (2) 


essendo le x’ funzioni generiche (si intende regolari e invertibili) delle x’. 
Da (2) si ricava: 


; ox? 0 Ox a 
(2:) sues So ; rr fas dy &) 
Graver cesse, natai 1): 

Ox? 


(3) Us ==" 0; 


Poiché la (2) subordina sulla V, una generica sostituzione di coordi- 
nate, possiamo dire che al vettore v di V,,, corrisponde in V, il vettore ee 
di componenti covarianti u, = v,, e lo scalare (invariante) A = vo. Essi co- 
stituiscono Vinsieme tensoriale (wr , A). 

Sia ora T un tensore doppio di V,,,,, funzione dei punti di V,. La 
legge di trasformazione delle sue componenti covarianti per una generica 
sostituzione di coordinate in V,4, e: 


Ne ax dxBb 
(3) De rosen Mates paler 


(s) 


. 


Per la sostituzione (2) essa da luogo, in virtu delle (2’), alle formole 
seguenti: 


(1) Seguendo le notazioni usate dal prof. Finzi nel citato lavoro, indichiamo con una 
lettera greca un indice che assume i valori 0,1,2,+++,#, con una lettera latina un indice 


che assume solo i valori 1,2,--+,n. 


> 
(2) Esempi di sostituzioni di questa natura sono, nello spazio ordinario, il passaggio 
da coordinate cartesiane a cilindriche, e, nel cronotopo einsteiniano, una generica sostitu- 
zione di coordinate spaziali, associata allipotesi di invarianza del tempo. 
I per a=6 
(3) 88= 
O) per @== 6. 
CA) BI INZ DOG Cite N Te 
(5) In armonia con le notazioni del calcolo assoluto generalizzato che dobbiamo in- 
trodurre nel § seguente, separiamo con delle virgole gli indici delle componenti di un ten- 
sore, perché scriveremo di seguito, senza la virgola, solo le cifre di uno stesso stato. 


— oxi axk 
ee => ate k ls 2 
Oe OX samo Gs 
= ox? 
a. os ae ——— 
(Gs) : i oe 
= ox 
ee aS Pe = 
>t ORs 
die ad hye: . 


I] tensore doppio T di V, +, & quindi rappresentato in V, dal tensore 
doppio di componenti covarianti u,,, = T,,,, dai due vettori di componenti 
ete i * ae ue 
covatiantiA = T,,e€a = Ts,, (coincidenti nel caso che T sia simmetrico), 


e dallo scalare A= T, ,“. Essi costituiscono linsieme tensoriale 


Cee ty Maree eae 0 AG) 


E manifesto come le considerazioni precedenti si possano estendere ad 
un tensore mle di V,,., funzione dei punti di V,. 

Gli insiemi tensoriali fin qui considerati sono insiemi di classe 1. Si 
possono pure considerare, come fa il prof. Finzi, insiemi di classe c, rap- 
presentanti in V, tensori di V,,,, funzioni dei punti della V, medesima. 
La sostituzione di coordinate, analoga alla (2) che va considerata in questo 
caso sara generica per la V, e particolare per la V,+., lasciando in essa 
inalterate c linee coordinate. 


2. — INSIEMI TENSORIALI GENERATI DA SISTEMI ASSOLUTI DI PascaL—VITALI. 


Consideriamo in V,,, un sistema del calcolo assoluto generalizzato, i 
cui elementi siano funzioni dei punti di V,. Sia, ad es. Tr, con un solo 
indice (di covarianza) di classe (intera) v). Per una generica sostituzione 
di coordinate in V,+, la legge di trasformazione delle Tr ¢: 


(4) Tr=Ts 


(1) Per una dimostrazione sostanzialmente identica alla precedente vedi T. Levi- 
Civits, Fondamento di meccanica relativistica. (Bologna, Zanichelli, 1928, p. 76). Cfr. pure, 
dello stesso Autore: ds? einsteiniani in campi newtoniani. Formule ausiliarie. (Questi « Ren- 
diconti», vol. XXVII, serie 5*, 2° sem. 1918, pp. 183-191). 

(2) B. Frwz1, loc. cit., § 1. 

(3) Per conservare agli indici rappresentati da lettere greche il significato loro attri- 
buito nel § precedente, abbiamo dovuto modificare, in modo evidente, le comuni notazioni 
(Cfr. G. Vrraxt, Geometria nello spazio Hilbertiano, Bologna, Zanichelli, 1929, parte IV, 
vedi pure, dello stesso Autore: I fondamenti del calcolo assoluto generalizzato, « Giornale di 
Matem. di Battaglini», vol. LXI, 1923, pp. 1-46). Va poi notato che, per il modo come 
abbiamo indicato le coordinate di Vn+1, una qualunque cifra di uno stato puo essere anche 


— 624 — 
A 


sce a EB ES ae ae oe 
dove i simboli pak Tappresentano funzioni delle coordinate x, definite in 
x 


modo ricorrente dalle formole seguenti : 
o quando A ha piu cifre di R 


-Al Ox 
— — quando A ed R hanno lo stesso 
A 6 XS p t ; . 
(5) Dx Ped 2 i; numero di cifre ed e: (p =v). 
aah j 
Dx Dxt Aves Alo, Rit Rip, 
C) x 


ae cir quando A ha meno cifre di K 
Xep z 


ed, Go Kosa hy Pp 
Se R ha-una sola cifra, la (4) diviene Ja ordinaria legge di trasfomar- 
aes ae eae 
zione delle componenti di un vettore, e i simboli pxk ‘ppresentano or- 


dinarie derivate parziali. Se R ha due cifre (R = ; 9.2), la (4) diviene, tenuto 
conto delle (5): 


4 ag , Ox  Oxt%e 0? %1 
o) rte = 2 Spo erences aye eres em 


Fra questi elementi, corrispondenti al caso di R avente due cifre, sce- 
eliamo tutti quelli in cui la prima di esse € 0, poniamo cioé p; = 0, e con- 
sideriamo per essi la sostituzione (2). Si ha, in virtt delle (2’): 


Oxi2 
Ox"2 


Valo ke 


4? 

(4°) 
hg =< ss : 
In V, essi danno quindi luogo all’insieme tensoriale (u,,,A) ove sié 
posto: 
We alin ge Rina 2S. 
Analogamente si vede che, nel caso di R avente tre cifre, se si scelgono 

tutti quegli elementi di T, in cui le prime due cifre sono nulle, essi danno 
luogo in V, all’insieme tensoriale (w,,,A), dove si & posto: 


Ur, — Toor, ’ A= Dios oF 


lo zero, a differenza di quel che avviene coi simboli ordinari, ove lo zero, o si esclude 
(Vitali, primo loc. cit.), o pud solo presentarsi come cifra intermedia (2° loc. cit.). Non 
dovendo noi considerare esplicitamente quest’ultimo caso, le notazioni usate non possono 


produrre equivoco. 
DxA 


(1) Si ha infatti per la (4): Toors = Ta ———_ _; ma per le (5), tutte le volte che 
Dx00r; 
A ha meno di 3 cifre, il corrispondente simbolo END € nullo: esso é formato infatti 
Dxe0r; 


da termini contenenti derivate almeno seconde delle x, rispetto alle x, e di queste ultime 


x 


una almeno é x°. Dalle (2’) discende quindi l’asserto, Analogamente per T,,,- 


= O25, 


E in generale, per avere in V, un insieme tensoriale (ut,,,, A), basta 
scegliere, tra gli elementi di Tp, con R avente v cifre, quelli in cui sono 
eguali a o le prime v—1 cifre; tra essi quelli in cui lultima cifta non é 
0 sono le componenti Uy, di un vettore, quello in cui anche ultima cifra 
é 0 e lo scalare a: 

E ovvia Vestensione delle considerazioni precedenti al caso in cui il 
sistema assoluto abbia pil indici, come pure al caso in cui esso appartenga 
adina eV ae). 


3. - INSIEMI TENSORIALI DI CHRISTOFFEL. 


Restando al caso dei sistemi assoluti di V,4;, consideriamo in parti- 
colare un sistema a due indici (di covarianza) Tr,«, il primo (R) di classe 2, 
e laltro (6) di classe 1. I suoi elementi con R avente due cifre, di cui la 
prima nulla, costituiscono in V, l’insieme tensoriale (u,,,. Le 5A. 5 A) Ove 
SMD OSC ie ota Many came aN Se yg yi oA earl ooh se oN eee 

Esempi notevoli di sistemi assoluti di questo tipo sono 1 simboli di 
Christoffel (di prima specie), insieme con le componenti del tensore fonda- 
mentale. E noto infatti che si pud porre: 


/ 


Zo.c (componenti del tensore fondamentale di V,,,) per R di 
una sola cifra: R = 


[e: 62 ,6] (simboli di Christoffel di 1* specie di V,4,) per R di 
die "cites Rie 0, ps.) 


ies aaa 


Dunque i simboli di Christoffel di 1* specie di V,,,;, col primo (0 il 
secondo) indice nullo, dinno luogo in V, a un insieme tensoriale, costi- 
tuito: a) da un tensore doppio che ha per componenti covarianti quei sim- 
boli [or. ,s] col primo (0 il secondo) indice nullo, e gli altri diversi dao, 
b) da un vettore che ha per componenti covarianti quei simboli [00 , s| coi 
primi due indici nulli e il terzo diverso da 0, ¢) da un altro vettore che 
ha per componenti covarianti quei simboli [or, , 0] col primo (0 il secondo) 
e il terzo indice nulli e il rimanente diverso da 0, d) da uno scalare [00,0]. 

Lo chiameremo primo insieme tensoriale di Christoffel. 

Naturalmente l’enunciato precedente si pud applicare anche ai simboli 
di Christoffel di seconda specie di V,;,, che sono pure, come é noto, ele- 
menti di un sistema assoluto con un indice di covarianza di classe 2 e uno 
di controvarianza di classe 1. Solamente il tensore a) sara rappresentato in 
forma mista e il vettore >) in forma controvariante. 

Ma & interessante osservare che ad un insieme tensoriale come il pre- 
cedente, rappresentato tutto in forma covariante, si giunge anche conside- 


(1) Cfr. G. Vrratt, primo loc. cit., p. 181 e€ segg., oppure secondo loc. cit., p. 34, 
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rando quei simboli di Christoffel di seconda specie di V,4,, che hanno 
nullo Pindice di controvarianza. Basta infatti ricordare le formole generali 
di trasformazione dei simboli di Christoffel di seconda specie per una sosti- 
tuzione di coordinate: 


aA 


0: p2 J 


Ox: Ax% Axe o2 x1 ox? 


Oxer x22 x8 a OxXe1 OXE2 Oxmr 7 


6 


hy oy 


(6) 


porre ¢=0 e applicare la sostituzione (2) di coordinate, tenendo conto 
delle (2’). Si ottiene infatti : 


O o } dx: - axis 
| 7 bs aad i, ) Be (Oxo 
(6) ee Se 
a) \ — — ‘a Sx, 
f0 Ole ey) Cyee: 
rou ) 
00} (oo 


Si ha cosi l’insieme tensoriale (w,,,,, , 4, , 4’ = 4, A) con 
= I 2 


tee 
ee to Or, 


O 
rT, O 


ze 
I 
< 
I 


Lo chiameremo secondo insieme tensoriale di Christoffel. 
Come vedremo nella Nota seguente, i due insiemi tensoriali di Chri- 
stoffel coincidono per la forma geodetica dell’elemento lineare di V,4.- 


Matematica. — Insiemi tensoriali generati da sistemi assoluti di Pascal— 
Vitali; relazione con gli insiemi derivati. Nota di Marta Pastort, pres. dal 
Corrisp. U. Cisorti. 


Sari pubblicata in un prossimo fascicolo. 


fe ; 


— 627 — 


Meccanica. — Sull’aumento di massa di un pianeta per effetlo 
di pulviscolo cosmico. — 1. Premesse e caso particolare. Nota di 
F. Zacar, presentata“? dal Socio T. Levi-Crvira. 


Il prof. Levi-Civita, nelle sue ricerche in Pulviscolo Cosmico e Distribu- 
xione Maxwelliana® e Ancora sul moto di un corpo di massa variabile @), ha 
stabilito la relazione fondamentale 


(1) d we _F 


per il moto di un pianeta che aumenta la sua massa per cattura di corpu- 
scoli cosmici, a condizione che: 

a) nel mezzo pulviscolare le velocita siano distribuite secondo la legge 
maxwelliana, se le masse si suppongono tutte uguali, e secondo una legge 
piu generale stabilita dal prof. Levi—Civita stesso, se si ammettono masse 
di ogni calibro; 

b) la velocita media w dei corpuscoli sia abbastanza piccola rispetto 
a quella v del pianeta. 

In queste condizioni infatti nella relazione generale che vale per il moto 
di un corpo di massa crescente 


(2) d(mv) =Fdt+Q 
il secondo termine a destra 


G) 0 2, 


(u e€ w massa e velocit’ di un corpuscolo generico) che rappresenta il ri- 
sultante delle quantita di moto dei corpuscoli che si uniscono al pianeta, 
risulta trascurabile 

Le ricerche del prof. Levi-Civita riguardano il moto traslatorio del pia- 
neta considerato come punto materiale. Se invece di un solo punto si tratta 
di un sistema di punti isolati di masse crescenti, ¢ facile vedere che la forma 
della seconda equazione cardinale del moto di un sistema rimane invariata, 
come é dimostrato in un mio studio sugli effetti del pulviscolo cosmico sulla 


(1) Nella seduta del 4 dicembre. 

(2) «Atti della Pontificia Accademia delle Scienze Nuovi Lincei »; anno 83, sess. IV, 
(marzo 1930). 

(3) «Rendiconti R. Accademia Naz. dei Lincei»; vol. XI ser. 6°, 1° sem., fasc. 7 


(aprile 1930). 
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rotazione dalla Terra“). La cosa non & perd cosi semplice quando si tratti 
di un sistema continuo, in particolare di un pianeta, nel quale i soli elementi 
superficiali vengono colpiti dai corpuscoli, mentre i punti interni mantengono 
la loro massa invariata. 

La estensione della validita della (1) e quindi della seconda equazione 
cardinale a questo caso, per quanto appaia quasi evidente al primo momento, 
tanto che nello studio suddetto ’ ho ammessa senza discussione, ha bisogno 
di un esame pil: particolareggiato che ¢ appunto lo scopo della presente ri- 
cerca. In questa prima parte, seguendo l’esposizione del prof. Levi-Civita 
nella prima delle due Note citate, dedurremo le espressioni generali neces- 
sarie all’uopo e discuteremo un caso particolare, mentre la parte successiva 
sara dedicata alla considerazione del caso generale. Vedremo che per Ja rota- 
zione di un pianeta la predetta equazione cardinale rimane immutata quando 
aumento di massa avvenga nelle stesse condizioni a) e >) suddette. 


1. Ammetteremo che nel pulviscolo cosmico siano rappresentate non 
solamente tutte le velocita, ma altresi tutte le masse. Sia a un’area piana 
animata dalla velociti assoluta w (vettoriale), che supporremo costante per 
un dato tempuscolo +; sia inoltre il vettore unitario perpendicolare al 
piano dell’area a e tale che il suo verso positivo formi un angolo acuto 
(0, pid precisamente, non ottuso) k col vettore uv; sia infine w la velocita 
di un certo gruppo di corpuscoli, tutti animati dalla stessa velocita, A il 
modulo della velocita relativa w—v ed w Vangolo tra i due vettori  e 
ev — w, cioe quello che si pud chiamare l’angolo di incidenza dei corpuscoli. 

Allora tutte le particelle del gruppo ora specificato, che nel tempo 7 
arrivano all’area a, sono contenute, all’inizio dell’intervallo +, nel volume 
(spazio astronomico a tre dimensioni) 


(4) V = taA cosa, 
dove ¢ 
(5) Acoso = vucosk—weos 4, 


essendo v,w i moduli dei vettori v e w ed avendo denotato con # lan- 
golo tra i due vettori w ed m. 

Conveniamo di chiamare faccia anteriore o superiore di a quella rivolta 
verso il semispazio che contiene i due vettori v ed  immaginati applicati 
nel centro di.a, e faccia posteriore o inferiore quella opposta. I corpuscoli 
possono evidentemente incontrare ambedue queste faccie; volendo pero fis- 
sare gli effetti relativi alla sola faccia anteriore, bisognera limitare le parti- 
celle per modo che sia sempre cos w >> 0, cioe che l’angolo di incidenza w 


(1) « Atti della Pontificia Accademia delle Scienze Nuovi Lincei»; anno 86, sess. I 


(1932). 


= 629 acs 
A AOoe he a 
sia minore di ot L’angolo } pud assumere qualunque valore tra 0 e 7; 


; ANG: ; 
se esso ¢ maggiore di ce il cos # & negativo e, per essere ucosk>o, 


dalla (5) risulta che il cos & positivo qualunque siano le altre condizioni, 
in particolare la variabilita di w e quindi di p = yw rimane stabilita tra 0 ed co; 


se invece  € minore di es allora deve essere soddisfatta la condizione 


ag ee Le due coppie di limitazioni 
(6) Tater 0 -=) = 60 

. rt a uv.cos k 
(6") oSt=> aoe cos } 


corrispondono dunque a tutte e sole quelle particelle che colpiscono la faccia 
anteriore di a. 

Fra tutti i corpuscoli del gruppo fissato (velocita ew uguale), fra i quali 
sono manifestamente rappresentate ancora tutte le masse, immaginiamo di 
separare quelli che hanno inoltre una data massa p uguale, che appartengono 
cioé all’elemento do dello spazio rappresentativo o (ridotto) a 4 dimensioni: 
massa pu, e vettore gy, od anche massa uw e componenti p; , p» , p; della quantita 
di moto. Se allora denotiamo con f = f(y, p) la funzione di distribuzione 
nello spazio o ora detto, funzione indipendente dalla orientazione del vet- 
tore p, il numero dei corpuscoli cosi definiti, contenuti nel volume V, la 
somma delle loro masse ela somma delle loro quantita di moto sono dati 
rispettivamente da 


(7) n=taAcosofde , m=ny= tapAcosafde, 
g = nw = np = tapAcos ofde. 
In base a queste ed alle (6) e (6) avremo percid quale massa tofale 
dei corpuscoli che incontrano la faccia anteriore dell’area a nel tempo 7, e 
quale risultante delle loro quantita di moto, rispettivamente Vintegrale della 
seconda e della terza delle espressioni precedenti, estesi a quella parte o, del 


campo o suddetto, che corrisponde alle limitazioni (6) e (6), cioé estesi a 
tutte le masse dei corpuscoli ed alle velocita soddisfacenti alle (6) e (6) 


(8) M= a | ufA cos w+ do Q = wa [rf cos @+ de 


om Oy 
(1) Per maggiori dettagli cfr. la prima delle due Note del prof. Levi-Civita, ai nn. 1 e 2. 


RENDICONTI, 1932, Vol. XVI. 42 


i quali, con Vintroduzione della (5), possono scriversi 


| M = tav cos kf ufdo — ta | pf cos %do 
(9) ! coe. ¥ 
| Q = tav cosk | pfde — tA [ pw cos bdo. 


Oy Gy 


2. Avendosi 
do = du. g dp. dp. dp; ? 


potremo sostituire al sistema delle coordinate cartesiane p;, P2,p3; un sistema 
di coordinate polari con la stessa origine e l’asse diretto secondo il vettore 7; 
avendo gid indicato con 9 l’angolo tra w ed m, questo diventa la distanza 
polare; indicando poi con ¢ l’angolo al polo, la trasformazione viene data da 


(10) pr=psenScose , p,=psendsene , p;=Ppcoss, 
(Gay) do = dup dp- sen 3d%- dg. 


I limiti di variabilitt per p sono o ed oo, quelli per p ¢ 9 sono gia dati 
nelle condizioni (6) e (6’) ed infine quelli per Pargomento ¢ rimangono i 
soliti (0 e 270). 

Coll’introduzione della (11) e delle predette limitazioni nella prima delle (9), 
tenendo separate le parti del campo o, che corrispondono rispettivamente alle 
condizioni (6) e (6), risulta la seguente massa totale 


(12) M = 2nrav cosh {| edu | sen Sa TP Ap 


oO Oo 


v/a 


= 2a | au [ sen $ cos oo [ fp3dp + 


AL 


co 2 Q 
du | sen 949-| fp?dp — 


+ 2ntavcosk 


loe) 
—2nu | dw 


oO 


oO 


v]a 


@ 
| sen. 9 cos } dd ! fp3 dp 
avendo posto 


__ pucosk 
(13) Pe cos 9 


Calcolando poi le componenti del vettore Q, dato dalla seconda delle (9), 
nel sistema definito dalle (10), introducendo cioé nella espressione di Q ordi- 
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natamente le tre (10) insieme alla (11), si ottiene per le componenti nel 
piano dell’area a, essendo nullo l’integrale Tispetto a o, 


n=O > O10, 


e quindi la componente Q, normale a detta area 


d 


0 wv 
2 


00 +m 00 
(14) Qn s-- 2 2c av cos Ef a | sen } cos oe | tp} dp — 


coe a lo) 
—anca | te | sen cost 9.49 [ fp+ dp + 


“ 


oO uw 
2 


0 2 -Q 
+ 2 ntTav cos al a | sen 9 cos 99 | fp dp — 


oO 
uw 


Roser 


2 Q 
— 20 | Jd f sen 8 cost 8.49 [fp dp 


Si rileva cosi che il vettore Q & normale all’area a, qualunque sia la 
velocita con cui questa si sposta; inoltre, come vedremo, il primo, il secondo 
ed il quarto termine di Q, sono negativi, mentre il terzo ¢ in valore assoluto 
minore del primo, per cui Q, risulta negativo e quindi il vettore Q opposto 
al vettore n. 


3. Dalla (14) segue immediatamente un’altra osservazione. Se é cosk =o, 
spariscono dalla espressione di Q, i termini che contengono v e rimane il 
solo secondo termine (essendo allora nullo anche g). Cid significa che quando 
area a si sposta nel proprio piano, il vettore Q non dipende dalla velocita 
con cul si muove l’area stessa; per ragioni di simmetria si comprende poi 
che il risultante delle quantita di moto di tutti i corpuscoli che colpiscono 
in questo caso la faccia posteriore di a deve essere — Q. Ne consegue che 
per lintera area a, considerata cioé soggetta all’aumento di massa simulta- 
neamente da ambedue le sue faccie, il termine addizionale Q della relazione (2) 
é nullo ogni volta che la velocita w giace nel piano dell’area. 

Immaginiamo un pianeta ipotetico dotato di moto rotatorio, ma non di 
moto traslatorio. Sia esso sferico e ruoti comunque intorno al suo centro 
di figura, e facciamo corrispondere ad ogni suo elemento superficiale a quello a’ 
di uguale area diametralmente opposto. Essendo allora questi due elementi 
paralleli tra loro e normali alla loro congiungente, potremo considerarli come 
unica area a che abbia ambedue le sue faccie esposte all’incontro coi cor-’ 
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puscoli, ed essendo animati da velocita giacenti nel proprio piano (tangente 
alla sfera), le conclusioni precedenti relative al termine addizionale Q saranno 
senz’altro applicabili agli elementi superficiali di questo pianeta. In altre parole, 
il vettore Q applicato all’area a e quello — Q applicato all’area a’ hanno la 
stessa linea d’azione e quindi si distruggono. 

Le stesse conclusioni possono poi estendersi al caso di un qualsiasi corpo 
rotondo che ruoti intorno al suo asse di simmetria e sia simmetrico rispetto 
ad un punto dell’asse, in particolare al caso di un pianeta che abbia la forma 
di un ellissoide schiacciato e ruoti intorno al suo asse minore, purché si con- 
siderino globalmente due tali coppie di elementi superficiali (opposti rispetto al 
centro) situate simmetricamente rispetto all’asse di rotazione. Invero, mentre 
per i due elementi superficiali del pianeta sferico, opposti rispetto al centro, 
i corrispondenti vettori Q e — Q (normali agli elementi) hanno la stessa 
linea d’azione, cid non avviene per il corpo rotondo ora detto, e quindi 1 
due vettori, pure essendo paralleli, non si annullano ma formano una coppia ; 
associando invece ai detti elementi altri due, simmetrici a questi rispetto 
all’asse, i quattro vettori Q hanno risultante e momento risultante nullo. 


Chimica. — Clorito di magnesio e cloriti doppi di rame col 
magnesio, bario ¢ tallio®. Nota di G. R. Levi e D. Guiron, 
presentata © dal Socio G. Brunt. 


1. Clorito di magnesio Mg(ClO,).- 6H,O. 

Si ottiene per doppio scambio da soluzioni concentrate di clorito di bario 
e solfato di magnesio. La soluzione di clorito di magnesio si lascia evaporare 
al’aria in ambiente scuro. (Non conviene evaporarla in essicatore o sotto 
vuoto perche in tali casi si decompone sensibilmente ingiallendo). Dopo alcuni 
giorni si separano delle tavole esagonali di notevoli dimension (fino a 6-7 mm. 
di diametro); i cristalli appaiono purissimi e assolutamente esenti da cloruri. 


Analisi: 
Calcolato 
per Mg(ClO2).-6H, O Trovato 
Mg 9.10 9.01 
ClO, 50.48 50.44 
H,O 40.42 40.55 (per differenza) 


Il magnesio venne determinato come pirofosfato; il ClO, titolando lo 
iodio separato in soluzione acida. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica generale e Chimica fisica della R. Uni- 
versita di Milano. 
(2) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 


oie’, Savas ~ 2% 


I cristalli si conservano per un certo tempo; dopo alcuni giorni sfiori- 
scono lievemente. In essicatore su cloruro di calcio sfioriscono cadendo in 
polvere, pero non si decompongono sensibilmente. 

I cristalli si presentano sotto forma di ottaedri pil sviluppati secondo 
una faccia. La sostanza appare perd birifrangente uniassica, per cui si deve 
ammettere che effettivamente si tratta della combinazione della faccia di base 
(11r) con un romboedro. Gli angoli acuti fra la faccia di base e quella del 
romboedro danno valori che si scostano alquanto fra di loro e le cui medie 
risultano di 70°,30’. Sono, questi angoli, assai vicini a quelli dell’ottaedro 
per cui si deve ammettere che la sostanza ¢ pseudocubica. 

Assumendo il romboedro come quello fondamentale diretto, si cacola il 
rapporto assiale c/a = 2.45 che @ esattamente quello corrispondente ad un 
romboedro il cui angolo al vertice acuto é di 60°. 

Il fotogramma di Laue conferma l’esistenza di un asse di simmetria ter- 
naria normale alla faccia di base. Il rapporto assiale risulta 2.44, quindi coin- 
cide perfettamente con quello dedotto dalla misura degli angoli. 

Dallo studio del cristallo rotante secondo la faccia (111) si ricava il 
valore a= 7.36, 

Supponendo che nella cella elementare sia contenuta una molecola, si 
calcolerebbe la densita 1.58 che sta in buon accordo con quella determinata 
sperimentalmente e cioe 1.62. 


Clorito doppio di magnesio e rame 2Cu(ClO,).+Mg(ClO.).+8H,O. 


Per evaporazione, in essicatore a vuoto, di una soluzione concentrata 
di clorito di rame e clorito di magnesio in quantita equimolecolari, si otten- 
gono cristalli prismatici, che, per trasparenza in ]amine sottili, appaiono gialli; 
se hanno un certo spessore sono opachi e colorati in bruno scuro. I cristalli 
sono sempre accompagnati da abbondante sale basico 3Cu(OH),+Cu(ClO.),, 
polvere verde proveniente dalla decomposizione del clorito di rame. Quando 
non sono troppo piccoli ¢ facile separarli da questa impurezza in modo da 
avere sostanza abbastanza pura per l’analisi. 

Lo stesso sale si puo ottenere mescolando soluzioni concentratissime di 
clorito di rame e clorito di magnesio, o meglio aggiungendo il clorito di 
magnesio solido a una soluzione di clorito di rame; precipita in queste con- 
dizioni come polvere cristallina di color giallo con riflessi verdastri; data la 
rapida precipitazione, il prodotto € esente da sale basico verde. 

L’analisi venne fatta tanto sui cristalli ottenuti per evaporazione della 
soluzione (II) quanto su quelli ottenuti per precipitazione (1). Nel primo caso, 
data la difficolta di avere una notevole quantita di cristalli puri, fu fatta solo 
la determinazione dei metalli, nel secondo invece l’analisi completa (l’acqua 
per differenza). 


Il rame fu determinato elettroliticamente, il magnesio come pirofosfato, 
e il ClO, titolando con iposolfito lo iodio separato in soluzione acida, dopo 
aver precipitato il rame come carbonato. 


Calcolato Trovato 
per 2Cu(CIO.)2*Mg(C1O,)2* 8H20 I Il 
Ca 18.15 18.25 18.31 
Mg 3-47 3-53 3.60 
ClO, 57-81 57.02 — 
H.O (per differenza) 21.57 21.20 _ 


Il titolo del ClO, (0.8 in meno) & dovuto ad una leggera decomposizione 
del prodotto che non si riesce ad evitare neanche nelle migliori condizioni. 

Il composto appare abbastanza stabile e si conserva per un certo tempo 
inalterato. Dopo due settimane circa si decompone trasformandosi in polvere 
verde. 

I cristalli presentano abito prismatico, terminato alle estremita da fac- 
cette abbastanza piccole. Le faccie prismatiche pil sviluppate presentano una 
superficie assai imperfetta e danno al goniometro delle immagini multiple. 
Le misure degli angoli sono per questo sempre grossolane e mostrano trat- 
tarsi di cristalli vicini al sistema rombico, ma sono tali da non permettere 
di escludere una simmetria monoclina la quale sarebbe piuttosto in accordo 
con quella di alcuni fotogrammi di Laue. Nella ipotesi che il cristallo sia 
rombico esso presenterebbe assai sviluppate le forme (001) e (101). Gli angoli 
tra (001) e (ror) danno valori variabili da 55°11’ e 52°13’ con un valore 
medio di 53°24’; da questo valore il rapporto fra gli assi x e x risulterebbe 0.742. 

Pil raramente compare un altro pinacoide che, nell’ipotesi di una simme- 
tria rombica, sarebbe vicino alla (100). Il rapporto fra il parametro sull’asse y 
e quello sull’asse x non puo essere calcolato nemmeno approssimativamente 
per la imperfezione dei cristalli. Considerato come monoclino, il cristallo sa- 
rebbe allungato secondo Lasse delle y e langolo sarebbe vicino a 90°. La 
faccia (O10) € piano di simmetria. 


Clorito doppio di rame e bario Cu(ClO.),.+Ba(ClO),+4H.O. 


A una soluzione di clorito di rame, ottenuto per doppio scambio da sol- 
fato di rame e clorito di bario, viene aggiunto clorito di bario. La soluzione 
limpida, dopo qualche tempo, deposita un po’ di sale basico verde. Si filtra 
e si addiziona di un ugual volume di alcool assoluto; si ha ancora deposito 
di sale basico verde che viene separato per decantazione, e poi si forma len- 
tamente un precipitato cristallino giallo verde fluorescente di aspetto simile 
ai sali di uranile, formato da prismi sottilissimi. Questi cristallini birifran- 


genti monoclini o triclini, che non si prestano ad un esame cristallografico, 
Si separano anche per rapida evaporazione all’aria di una soluzione concen- 
trata di clorito di bario e clorito di rame; si ottengono in questo caso dei 
cristalli prismatici sottilissimi, lunghi fino a 6-7 mm., perd sempre impuri 
di sale basico verde. 

L’analisi venne fatta sul prodotto ottenuto per precipitazione con alcool. 
Esso conteneva ancora il 2.60 °/, di sale basico 3Cu(OH),-Cu(ClO,),; te- 
nendo conto di questa impurezza, i risultati dell’analisi furono i seguenti: 


Calcolato 
per Ba(ClO2).+Cu(ClO,).+4H20 Trovato 
Cu ney e 11.65 
Ba 25.32 aS 24 
ClO, 49.71 49:55 
tin) 13926 13.56 (per differenza) 


La determinazione del ClO, venne fatta dopo aver separato il rame ed 
il bario come carbonati: 


Clorito doppio di rame e di tallio TIC1O,-Cu(ClO,),-2H,O. 


Aggiungendo ad una soluzione concentrata di clorito di rame una so- 
luzione concentrata di clorito di tallio, o meglio del clorito di tallio solido, 
si ha un precipitato cristallino pesante di color bruno rossiccio, contenente 
rame e tallio ed esente da cloruri. E abbastanza solubile in acqua, il sale 
solido, se tenuto in recipiente aperto, si conserva per parecchi giorni, mentre 
in recipiente chiuso dopo due giorni appare per la maggior parte decomposto 
in idrato tallico bruno ed in clorito basico di rame verde. 


Analisi: 
Calcolato 
per TICIO,-Cu(ClO,)-2H,O0 Trovato 
Cu T2e57 12.60 
Aly 40.32 40.39 
Cie 40.01 40.40 
H,0 7.10 6.61 (per differenza) 


La separazione rame-tallio venne fatta, dopo aver evaporato la sostanza 
con acido solforico fino a comparsa di fumi bianchi per eliminare tutto il 
cloro presente, precipitando il rame come solfuro e determinando il tallio 
come ioduro talloso. Per la determinazione del ClO, venne precipitato il rame 
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come carbonato, poi il tallio come ioduro in soluzione alcalina, infine venne 
acidificato e titolato con iposolfito lo iodio liberato. 

La maggior stabilita di questi cloriti doppi rispetto al corrispondente clo- 
rito di rame semplice, fa pensare che il gruppo ClO, ¢ le molecole di acqua 
siano, almeno in parte, legate al rame con valenze di coordinazione. 

Uno di noi (G. R. Levi) aveva gid preparato nel 1923 il clorito doppio 
di rame e potassio(): col presente lavoro la serie dei cloriti doppi resta percio 
estesa; ma nessun altro autore ha preparato composti di questa serie ed il 
numero di essi & percid ancora piuttosto limitato ed & prematuro far con- 
fronti con le numerosissima serie dei nitriti doppi; finora sembra tuttavia 
che nessuna analogia esista fra le due serie. 

L’analogia nei diametri atomici del gruppo ClO, e NO, che Bernal ha 
fatto rilevare, in base alle nostre recenti ricerche, nel riassunto annuale di cri- 
stallografia del 1931 della Chemical Society non avrebbe quindi che un valore 
strettamente morfologico. 


RIASSUMENDO. 


Viene preparato il composto Mg(ClO,),-6H.O, d. 1.62 in cristalli in- 
colori romboedrici pseudocubici c/a = 2.45, non ancora descritto ed inoltre 
i seguenti cloriti doppi: 2Cu(ClO.), + Mg(ClO,), -8H.0, cristalli bruni, gialli 
per trasparenza; Cu(ClO,).+Ba(ClO,).+4H.O, cristalli giallo verdi fiuore- 
scenti; Cu(ClO,),- TICIO,+2H.O, polvere cristallina bruno rossiccia. Tutti 
questi cloriti doppi di rame mostrano una stabilita notevolmente maggiore 
di quella del clorito di rame semplice. 


(1) G. R. Levi e C. Civottone, Cloriti di rame e di altri metalli. « Rend. Acc. Lincei», 
XXXII, 5°, 38 (1923). 


Chimica (Chimica Agraria). — I] potere assorbente del terreno 
per l'acido pirofosforico ®. Nota di A. Faris, presentata “) dal 
Socio A. MENozz1. 


1. E emerso da una serie di ricerche istituite in questo Laboratorio () 
che i pirofosfati non sono estranei al ciclo di trasformazione dell’acido fo- 
sforico nel terreno e alla nutrizione fosfatica delle piante. 

Di fronte a tale rilievo, e accogliendo un suggerimento del prof. U. Pra- 
tolongo, ho creduto opportuno sottoporre ad indagine sperimentale il compor- 
tamento dei pirofosfati solubili nel terreno nei riguardi del potere assorbente 
di questo. 

2. I saggi preliminari compiuti con soluzioni diluite di pirofosfato tetra- 
sodico, Na,P.O, + 10H,O, avevano messo in rilievo un fatto di intensa 
fissazione dell’acido pirosfoforico da parte del terreno, dopo soli 10 minuti 
di contatto. Era peraltro necessario misurare quale parte fosse da attribuire 
in tale fenomeno ai fatti di assorbimento propriamente detti, e quale parte 
fosse invece da attribuire alla precipitazione secondaria del pirofosfato calcico 
neutro (insolubile) formatosi nelle reazioni di doppio scambio coi cationi sodio. 

I saggi definitivi furono percid condotti con soluzioni diluite di piro- 
fosfato acido di sodio (bisodico) Na,H,P,O,, esente da ortofosfati e da meta- 
fosfati, a fine di evitare ogni processo di precipitazione secondaria accanto 
al fenomeno di assorbimento propriamente detto. Al fine stesso furono provati 
nei riguardi del potere assorbente rispetto ai pirofosfati quattro terreni esenit 
da carbonato calcico e che sono qui sotto descritti: 


Terreno. I. — Terreno torboso del bassopiano padano, privo di calcare, 
ricchissimo di sostanza organica. 


Terreno II. — Terreno della brughiera di Gallarate, privo di calcare, 
ricco di sostanza organica. 


Terreno III. — Terreno di Puglia, di colore ocraceo, privo di calcare, 
povero di sostanza organica, ricco di ossido di ferro e di alluminio. 


Terreno IV. — Terreno dell’Azienda del R. Istituto Superiore Agrario 
di Milano a Landriano, privo di calcare, povero di sostanza organica, sabbioso. 


(1) Lavoro eseguito nel Laboratorio di Chimica Agraria del R. Istituto Superiore 
Agrario di Milano. 

(2) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 

(3) O. T. Rorimt, L’attivila delle pirofosfatasi in alcuni substrati organici e nel terreno. 
Comunicazione fatta alla XXI Riunione della Societa Italiana per il Progresso delle Scienze 
in Roma il 9 ottobre 1932-X. 


Le prove di assorbimento furono condotte in duplice serie per il terreno 
della brughiera di Gallarate. 


In una prima serie fu misurata la velocita del processo di fissazione. 
Una stessa quantita di terreno, gr. 150, veniva posta a contatto con 300 cc. 
di soluzione 0.1 n di pirofosfato acido di sodio, Na,H,P,O, e la concentrazione 
della soluzione veniva determinata in tempi successivi previa agitazione e susse- 
guente rapida filtrazione di parte del liquido a contatto con il terreno in esame. 
Su di una parte aliquota, 10 cc., di liquido filtrato, procedevo alla determina- 
zione del titolo, idrolizzando prima il pirofosfato presente con acido nitrico e por- 
tando all’ebollizione per alcuni minuti e poscia precipitando l’anidride fosforica 
formatasi con molibdato ammonico. I] precipitato di fosfomolibdato ammo- 
nico ottenuto veniva trattato e titolato secondo le prescrizioni di Pemberton. 

I risultati di tale prova sono riassunti nelle cifre seguenti: 


L’ ASSORBIMENTO DELL’ACIDO PIROFOSFORICO IN FUNZIONE DEL TEMPO. 


150 grammi di terreno aggiunti di 300 cc. di Na,H,P,O, 0.1 n. 


; _| Concentrazione iniziale | Concentrazione finale y Assorbimento 

Tempo di ; : Assorbimento lati 
contatto gr. di NazH.P20, gr. di Na,H,P20, assoluto as i 

per 10 cc. per 10 cc. /o 
5! gr. 0.0534 gr. 0.0317 gr. 0.0217 40.6 
yh » 0.0534 » 0.0269 » 0.0266 49.8 
4his! » 0.0534 » 0.0223 » 0.0311 58.2 
23h » 0.0534 » 0.0167 » 0.0367 68.7 


Dai dati sopra esposti, si pud trarre la conclusione che lassorbimento 
da parte del terreno in esame per l’ione pirofosforico alla concentrazione 0.1 
€ pressoche istantaneo per una frazione cospicua dell’assorbimento massimo, 
e raggiunge |’ intensita massima nel decorso di 24 ore circa; con una solu- 
zione 0.01 n l’assorbimento per lo stesso térreno della brughiera di Gallarate 
e dopo soli 5 minuti di contatto sale al 96.3 °/, del pirofosfato presente 
inizialmente nella soluzione; l influenza della concentrazione sulla rapidita dei 
fenomeni di assorbimento appare quindi manifesta; con soluzioni 0.01 1 e 
per terreni fortemente organici l’assorbimento si dimostra pressoché istantaneo. 
Nella seconda serie di esperienze, effettuate per tutti e quattro i terreni de- 
scritti, vennero invece misurate le concentrazioni d’equilibrio di una serie di so- 
luzioni variamente diluite e poste a contatto con una stessa quantita di terreno. 
La parte sperimentale puo essere cosi descritta: 
gr. 50 del terreno in esame venivano posti a contatto con 100 cc. 
di una soluzione di pirofosfato acido di sodio, Na,H,P,.O,. La prova veniva 


ripetuta in quadruplo per ciascuno dei terreni, con soluzioni del pirofosfato, 
esattamente titolate, a concentrazioni 0.1m, 0.04, 0.02", 0.01 n. Si agitava 
quindi per 5 minuti, indi si filtrava rapidamente e su di una parte del fil- 
trato si determinava nuovamente il titolo che rappresentava la concentrazione 
salina finale. 

A parte, nei terreni oggetto di studio, venne determinata !’umidita e 
cio per tener conto della diluizione che subivano le concentrazioni iniziali 
per effetto del contatto con il terreno. 

I] titolo, nelle soluzioni di pirofosfato, era determinato come ho gia detto 
precedentemente parlando dell’assorbimento in funzione del tempo. 

1 risultati sono riassunti nella tabella seguente: 


L’ASSORBIMENTO DELL’ACIDO PIROFOSFORICO IN FUNZIONE 
DELLA CONCENTRAZIONE. 


jo. grammi di terreno aggiunti di roo cc. di Na,H.P.O, a varie diluizioni. 


5’ di contatto 


Concentrazione iniziale | Concentrazione finale eae Assorbimento 

Terreno | gr. di Na,H,P.0, gr. di Na.H,P.O, Reine pie 

per 100 cc. per 100 cc. 0 
it A Deane O.1 m — gr. 0.549 gr. 0.292 O27 46.8 
10 US aes 0.1 -— » 0.549 » 0.328 Y 0.221 40.2 
BDU see Se 0.1% = » 0.549 » 0.430 » 0.119 21.6 
NPS e ee |. O.1n = » 0.549 » 0.493 » 0.056 10.2 
ee | OL04 Ha 92) 80,2 10 » 0.049 » 0.170 77.6 
reed ©O!04 172— >) 10;219 » 0.0695 » 0.1495 68.2 
eee etOOA = —= 1 O,2.1'0 » 0.1340 » 0.0850 38.8 
Vee 0504 7.— >) 20.219 » 0.1824 » 0.0366 16.7 
ewer EO: 02077 — 0.1) O » 0.0122 » 0.0978 88.9 
ee | O02 7 — =») O, 110 » 0.0104 » 0.0996 90.5 
pees | eOLO2 7a — de O.L10 » 0.0465 » 0.0635 Sen 
Nae ey 0102 77— > © O.L1O » 0.0842 » 0,0258 23.4 
Geen: caller O-OlC 7) —anl -0:05,A9 » 0.003 » 0.0519 94-5 
ir OOl. teat O.O5A9 » 0.002 » 0.0529 96.3 
Iii. o 5) CR = Oe OOK » 0.016 » 0.0389 70.8 
Ve eee O10 =) 0.0549 » 0.0344 » 0.0205 373 
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Come appare chiaramente dalla tabella numerica e dal diagramma che ne 
da la traduzione grafica, il processo rivela, tanto nella velocita della fissazione 
quanto nelle correlazioni che legano Je concentrazioni finali alle quantita di pi- 
rofosfati assorbiti, i caratteri tipici dei fenomeni di assorbimento colloidale. 

3. L’assorbimento appare particolarmente intenso nei terreni fortemente 
organici. I costituenti organici del terreno rivelano cioe, con particolare in- 
tensita, l’attitudine a fissare l’acido pirofosforico dalle soluzioni di pirofosfati 
con le quali il terreno viene posto a contatto. E assai probabile che un’atti- 
vit’ analoga sia spiegata dall’idrossido ferrico e dall’allumina; la riprova 
dell’esattezza di tale induzione ¢ data dal comportamento del terreno rosso 
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Il potere assorbente del terreno per Vacido pirofosforico 
in funztone della concentrazione delle soluzioni. 


di Puglia, poverissimo di sostanza organica, che manifesta un’attivita assor- 
bente nei riguardi dell’ione pirofosforico notevolmente pit intensa del terreno 
di Landriano; indubbiamente cio @ legato alla maggiore ricchezza in idros- 
sido ferrico e d’alluminio di detto terreno. 


Conctusionl. - I] terreno ¢ atto a fissare attivamente l’ione pirofosforico 
dalle soluzioni di pirofosfati con cui viene a contatto. 

Tra i costituenti del terreno, sono principalmente le sostanze organiche 
che spiegano ]a massima attivita assorbente. 

L’assorbimento in funzione del tempo raggiunge la sua massima intensita, 
per soluzioni 0.1 7, e nelle nostre condizioni sperimentali, verso le 24 ore; 
con soluzioni pil diluite - 0.01 n — l’assorbimento raggiunge la sua massima 
intensita nel decorso di pochi minuti. 

Il fenomeno studiato ha i caratteri di un tipico fenomeno d’assorbimento 


colloidale. 
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Mineralogia. — I giacimenti di minerali del Monte Rosso di 
Verra (gruppo del Monte Rosa)‘. Nota di T. CarpaNnese, pre- 
sentata dal Socio G. Borris. 


PARTE: 


Qualche notizia sommaria sui giacimenti del Monte Rosso di Verra si 
trova in lavori concernenti alcuni minerali in essi raccolti. L’ ing. Novarese 
diede per primo notizia di questi giacimenti con brevi cenni riportati in una Nota 
in cui F. Zambonini %) descrive alcuni cristalli di epidoto fornitigli dal Nova- 
rese stesso e raccolti presso il Passo della Bettolina Nord. In seguito, nel 1910, 
G. Boeris“ fornisce altre indicazioni su granuli di perowskite e di ilmenite 
dei surricordati giacimenti, ed accenna anche alla presenza di prehnite, di cri- 
stalli di vesuviana e di noduli di titanolivina. Nel 1925 io stesso 6s) pubblicai 
due Note sull’epidoto del Monte Rosso, nelle quali descrissi una bella serie 
di cristalli raccolti da A. Bianchi. In seguito riferii in altre Note ‘) sulla proclo- 
rite, il granato, la vesuviana, \ ilmenite e la titanite della stessa localita. Espongo 
ora, a conclusione di questa serie di lavori, i risultati dei miei studi sulle 
rocce e sulla paragenesi mineralogica di questi giacimenti. 


Il Monte Rosso di Verra é la prima delle cime che, a mezzogiorno del 
gruppo del Monte Rosa, costituiscono la catena di separazione tra V’alta Valle 
di Ayas (Valle di Verra) e ’alta Valle di Gressoney. Questa catena & quasi 
completamente formata da una potente massa di rocce verdi, prasiniti, anfi- 
boliti, ecc. con peridotiti e serpentine, che si estendono verso la Val Sesia 
e verso la Val Tournanche a costituire, assieme ad intercalazioni di calce- 
scisti ed a banchi di calcari e quarziti, la sinclinale mesozoica rovesciata che 
forma il rivestimento meridionale dell’anticlinale coricata di gneiss e micascisti 
del Monte Rosa. Il Monte Rosso, che appartiene a questa formazione di rocce 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Mineralogia della R. Universita di Padova. 

(2) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 

(3) F. ZamBoninI, Sull’epidoto del Passo Bettolina, Vallone di Verra, Roma, 1903, «Rend. 
R. Accad. Lincei », XII, 567. 

(4) G. Borris, Appunti di mineralogta valdostana. Minerali del Monte Rosso in Valle 
di Ayas, Bologna, 1910, « Rend. R. Accad. delle Scienze», XIV, 180. 

(5) T. Carpanesk, L’epidoto del Monte Rosso di Verra (gruppo del Monte Rosa), Nota I, 
Roma, 1925, «Rend. R. Accad. Lincei», II, 276; Nota Il, Roma, 1925, id., Is 349: 

(6) T. Carpanese, La proclorite del Monte Rosso di Verra, ecc., Roma, 1929, « Rend. 
R. Accad. Lincei », IX, 77; Granato, vesuviana, ilmenite e titantite del Monte Rosso di Verra, ecc.; 
parte I, Granato e vesuviana, Roma, 1932, id., XV, 591; parte II, [/mentte e titanite, Roma, 
1932, id., XV, 694. 
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verdi, sorge al limite fra queste e gli scisti del Monte Rosa. Il contatto tro- 
vasi sul versante settentrionale del Monte Rosso, che domina il Vallone di 
Verra, ed & quasi ovunque nascosto da detriti di falda. Nella parte pit: elevata 
del Vallone di Verra, ad occidente del pit settentrionale dei valichi fra Valle 
di Verra e Valle di Gressoney, che |’ing. Novarese chiama Passo della Bet- 
tolina Nord per distinguerlo dal Passo della Bettolina che trovasi a sud del 
Monte Rosso, le rocce verdi sono rappresentate principalmente da una po- 
tente massa serpentinosa; mentre ad oriente, nella parte che domina la Valle 
di Gressoney, si sviluppano masse prevalentemente costituite da prasiniti ed 
anfiboliti. Anche verso il contatto fra la massa serpentinosa e gli scisti gneis- 
sici del Vallone di Verra si trovano dei banchi sottili di prasiniti anfiboliche 
ed anfiboliti. 

La massa di rocce verdi che propriamente costituisce la cima del Monte 
Rosso ed il suo versante settentrionalesi presenta quasi completamente ser- 
pentinizzata; nuclei estesi di peridotite o pirossenite originaria sono scarsi, 
e si trovano solo qua e la in qualche punto. In questa zona invece si osser- 
vano numerose concentrazioni, vene e lenti, essenzialmente costituite di gra- 
nato, diopside, vesuviana, clorite, epidoto e di altri minerali variamente asso- 
ciati, con geodi e litoclasi tappezzate di bei cristalli. Queste concentrazioni 
€ questi giacimenti speciali sono sopratutto frequenti in vicinanza del Passo 
Bettolina Nord, cioé presso il contatto fra la massa serpentinosa, le prasi- 
niti e gli scisti, ed alla base dei canaloni che incidono la parete settentrio- 
nale del Monte Rosso, sotto la cima. 

Le maggiori e pit caratteristiche fra le lenti ricordate spiccano net- 
tamente dal resto della massa per la loro tinta pil chiara, a toni verdi e 
rosa. Esse sono costituite da una serie di zone parallele in cui alternativa- 
mente predominano il granato, la vesuviana e la clorite, in un aggregato di 
questi minerali. Le lenti, incluse nel serpentino, sono talora come racchiuse 
da una guaina di scisto cloritico. 

In sezione sottile al microscopio, il granato appare talora in larghe plaghe 
a leggera tinta giallo-rosea, quasi senza inclusioni; spesso invece costituisce 
dei fitti intrecci di aggregati granulari con lamelle di clorite o coi granuli del 
diopside. 

La clorite ¢ quasi sempre in lamelle minute, generalmente contorte e 
fittamente intrecciate, o talvolta a disposizione subparallela. Sono sempre in- 
colore in sezione sottile, grigie o chiare a nicols incrociati, e con estinzione 
ondulata, parallela o quasi alle tracce di sfaldatura. Il carattere della zona 
dallungamento & sempre negativo. L’angolo degli assi ottici é molto varia- 
bile, e generalmente piccolo. Nei cristalli isolati che si trovano nelle geodi 
tale angolo sembra essere alquanto maggiore che nella clorite che trovasi 
come elemento della roccia; esso & pero variabile da punto a punto di una 
stessa lamina. Da alcune misure eseguite con oculare micrometrico ottenni 
per 2V i valori massimi di 45°=—50°. 


Il diopside & generalmente in piccoli granuli freschi, idiomorfi, con una 
marcata e regolare doppia sfaldatura pirossenica, e sempre incolori in sezione 
sottile; talvolta perd si trova anche in larghe plaghe informi. Si notano talora 
dei geminati secondo (100), a lamelle polisintetiche. II minerale é otticamente 
positivo. Nelle lamine parallele a (oro), che presentano i pit elevati colori 
di interferenza e da cui si osserva emergere la normale ottica, ho misurato 
alcuni angoli di estinzione, con massimi per x: 1, di 39°-40°. L’angolo degli 
assi ottici, misurato su vari individui col tavolino universale di Fedorow, ri- 
sultO: 2V = 58°-59°, per la luce del sodio. Questi caratteri, posti a confronto 
con le numerose determinazioni note per la famiglia dei pirosseni, permet- 
tono di concludere che si tratta di un diopside con scarsissimo contenuto di 
Fe e di Al. Infatti per i noti, caratteristici cristalli di diopside chiaro, poco 
ferrifero, di Val d’ Ala, che si trovano in giacimenti analoghi a quelli del 
Monte Rosso, si ha: © 
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Si osservano anche delle caratteristiche associazioni regolari di clorite 
e diopside, cioé delle lamine di clorite che presentano delle inclusioni di pic- 
colissimi, numerosi cristallini prismatici di diopside allineati in serie paral- 
lele secondo le sfaldature della clorite. 

In questi aggregati si trova la vesuviana in quantita subordinata. Questa, 
di color giallo-verde in massa, si presenta in sezione sottile in grossi ele- 
menti irregolari associati al granato, da cui a malapena si distingue per il 
suo bassissimo potere birifrangente. Gli elementi di vesuviana hanno colori 
di polarizzazione cupi, appena distinguibili, a chiazze giallo—brune o bruno- 
rosse, e manifestano sovente, per le note anomalie ottiche, una piccola ma 
evidente biassicita. Sono spesso ricchi di inclusioni di piccoli granuli di 
granato. 

In qualche altra lente dello stesso giacimento la vesuviana prevale netta- 
mente, associata sopratutto a clorite e diopside, e si trova in granuli prisma- 
tici allineati in lunghe serie, con poche nette tracce di sfaldatura trasversale. 
L’estinzione & parallela alla sfaldatura. Il carattere della zona d’allungamento 
si mantiene negativo in tutti i granull. 

In queste lenti |’epidoto si trova sempre in quantita assai limitata, e cioe 
si osserva, nelle sezioni sottili, in piccoli granuli irregolari sparsi qua e la 
nella roccia e messi in evidenza specialmente dalle tipiche distribuzioni irre- 
golari, chiazzate, dei colori di interferenza. 


(1) H. Rosensuscu, Mikroskopische Phystographie, ecc., vol. 1, parte Il, Stuttgart, 1927, 
p. 467; A. Brancut, Augite diopsidica del Monte Cervandone in Val Devero, (Ossola), Pavia, 
1920, « Atti della Soc. It. di Scienze Nat.», LIX, 118. 


I minerali che troviamo cristallizzati nelle geodi delle lenti ora descritte 
sono principalmente il granato e la clorite, dei quali riferii nelle gia citate 
Note particolari. Ricorderd qui soltanto che dalle analisi di questi minerali, 
da me eseguite, risulta che il granato ¢ costituito essenzialmente da una mi- 
scela di grossularia e andradite, con piccole quantita di almandino e spes- 
sartina, e che la clorite ¢ una proclorite povera di Fe. 

Pit ricche di epidoto sono altre intercalazioni che si trovano in gran 
numero fra queste masse serpentinose delle pendici settentrionali del Monte 
Rosso, e fra i detriti di falda del Vallone di Verra, sopratutto in vicinanza 
del Passo Bettolina Nord. Queste masse si presentano all’ osservazione macro- 
scopica come aggregati irregolari di clorite e di granato, con frequenti con- 
centrazioni di epidoto e diopside. Presso queste concentrazioni, ove si svilup- 
pano le geodi cristallizzate, la roccia presenta struttura granulare. 

L’epidoto si trova in granuli talora a contorno cristallino, ma per lo pit 
irregolari, spesso zonati, € coi caratteristici colori anomali d’ interferenza. 
L’estinzione € parallela nelle sezioni allungate secondo y. Le sezioni nor- 
mali a z presentano un doppio sistema di sfaldature, di cui una pit netta e 
regolare secondo (001), l’altra meno netta secondo (100). L’angolo di estin- 
zione fra la direzione my e le tracce di sfaldatura secondo (001) nelle lamine 
normali ad y & di 27°-28°, da cui si calcola che la bisettrice acuta negativa 
fa un angolo positivo di 1°-2° circa con l’asse . L’angolo degli assi ottici, 
misurato col tavolino universale in alcune lamine regolari senza zonature ne 
chiazze di colori di polarizzazione, risulto di 80°-81°. Si osservano anche 
alcuni dei caratteristici geminati di contatto secondo (100), con piccolissimo 
angolo di estinzione simmetrica sulla traccia del piano- di geminazione: 
Zi mp = + 1.5°, + 2°. Da questi caratteri si puo dedurre che si tratta di un 
termine non molto ferrifero della famiglia degli epidoti. I cristalli a tinta giallo- 
verdognola pit frequente fra quelli che si trovano nelle geodi, dei quali eseguii 
lo studio particolareggiato ottico e chimico, gid riferito in altre Note, presen- 
tano caratteri ottici molto concordanti con quelli degli elementi della roccia, 
e contengono il 22.9°/. di ferri-epidoto. 

In queste zone si trovano anche numerosi granuli di tilanite, a sezione 
rombica acuta, con indici di rifrazione molto elevati e doppia rifrazione for- 
tissima, talora geminati secondo (100). In un cristallo geminato, con estin- 
zione esattamente simmetrica rispettto alla traccia del piano di geminazione, 
ho potuto determinare l’angolo di estinzione 7: mg = 50°51. Alcuni di questi 
granuli sono circondati da chiazze di alterazione in leucoxeno. Anche nelle 
geodi si trovano talora dei minuscoli cristallini di titanite, sui quali potei ese- 
guire numerose misure cristallografiche, determinandovi quattro forme nuove 
per il minerale. Sui risultati di tale studio cristallogratico riferii gia in altro 
lavoro. 

Le geodi con cristalli di granato e clorite si trovano qui pil raramente 
che nelle lenti di granatite sopradescritte; invece abbondano sopratutto le 


litoclasi tappezzate di cristallini di diopside e di bei cristalli di epidoto. Nel- 
Pimmediata vicinanza delle geodi, anche la roccia é ridotta quasi esclusi- 
vamente ad un impasto di epidoto e diopside con della clorite. Il diopside 
si presenta nelle geodi in cristallini opachi di color verdognolo chiaro, talora 
associati in fasci paralleli. Non si osservano forme cristalline distinte, cosicché 
non potei eseguire uno studio particolareggiato di questo minerale. Assai ben 
formati sono invece i cristalli di epidoto, che descrissi nelle note gia citate. 

Rimando ora, per ragioni di spazio, ad una Nota successiva il seguito 
e le conclusioni del lavoro. 


Mineralogia. — L’ acqua nella tremolite del Monte Spinosa nel 
Campigliese“’. Nota di F. Ropotico, presentata “ dal Corrispon- 
dente P. Atoisi. 


In una recente Nota) ho descritto la tremolite da me trovata sul 
Monte Spinosa nel Campigliese, ed ho fatto osservare che i risultati dell’a- 
nalisi chimica, eseguita su ottimo materiale, sono concordanti con quelli 
teorici calcolati, col metodo proposto dal Warren, sulla base della formula: 
H,Ca,Mg,(SiO,)s. Come € noto questa formula é stata proposta dal Goss- 
ner 4, dal Kunitz), e dallo stesso Warren; essa differisce da quella 
classica CaMg,(SiO,), per la variazione del rapporto CaO : MgO, che da 


1 : 3 diviene 2: 5, e per l’introduzione dell’ acqua nella costituzione del 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Mineralogia della R. Universita di Firenze. 

(2) Nella seduta del 18 dicembre 1932. 

(3) F. Ropotico, Diopside e tremolite del Monte Spinosa nel Campigliese, « Rend. 
R. Accad. Lincei», XIII, [6], 705 (1931). Nella tabella a p. 707 di questo lavoro, sotto 
il titolo CaMg,(SiO,)4, invece dei percenti teorici, sono riportati quelli sperimentali della 
tremolite studiata. La tabella deve essere sostituita dalla seguente : 


CaMg,(SiO3), H,Ca,Mg.(SiO;)s 
SiO, $7367 0,956 59525 0,983 
MgO 28,92 0,717 24,76 0,614 
CaO 13,41 0,239 13,78 0,246 
H,0 = — 2,21 0,123 


(4) B. Gossner, Die chemische Konstitution der monoklinen Pyroxene und der Amphi- 
bole. IL Amphibolgruppe, « Zeitschr. f. Kryst.», LX, 368 (1924). Vedi anche Ip., Zur Frage 
der Zusammensetzung des Tremolits, « Zeitschr. f. Kryst.», LXXIII, 114 (1930). 

(5) W. Kunrrz, Die Isomorphieverhiltnisse in der Hornblendegruppe, «N. Jahrbuch 
f. Min. etc. », Beilage-Band, Abt. A, LX, 192 (1930). 

(6) B. E. Warren, The structure of Tremolite H,Ca,Me.(SiO3)s, « Zeitschr. f. Kryst. », 
LXXII, 42 (1929); Ip., The crystal structure and chemical composition of the monoclinte 
amphiboles, « Zeitschr. f. Kryst.», LXXII, 493 (1929). 
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minerale. L’ acqua presente nella tremolite era stata considerata invece acqua 
di soluzione dall’ Allen e dal Clement. yn 
Sull’acqua contenuta nel minerale da me studiato cosi scrivevo: « a 
quantita corrisponde quasi esattamente a quella calcolata con Ja nuova for- 
mula, ma la sua funzione non mi appare chiara giaccht ho potuto confer- 
mare le osservazioni di Allen e Clement » sul comportamento ottico del mi- 
nerale durante e dopo la disidratazione. Fino da allora mi ero proposto di 
eseguire dei fotogrammi, col metodo di Debye e Scherrer, per verificare se 
il minerale, dopo essere stato qualche ora in un forno elettrico alla tempe- 
ratura di circa 1000° (condizione questa necessaria per I’ eliminazione com- 
pleta dell’acqua) presentasse qualche variazione nella struttura. Ho potuto 
adesso compiere tale ricerca nell’ Istituto di Chimica generale della R. Uni- 


ig. 2. 
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yersitt di Firenze diretto dal prof. Luigi Rolla; a lui ed al suo assistente 
dott. Rossi rivolgo i miei pit vivi ringraziamenti. 

Ho eseguito alcuni fotogrammi esattamente nelle stesse condizioni, e cioe 
utilizzando le radiazioni K del rame e dando due ore e un quarto di. posa 
con una tensione di 35 KV. ed una intensita di 6 mA. La fig. 1 riproduce 
il fotogramma ottenuto dalla tremolite del Monte Spinosa; la fig. 2 quello 
dello stesso minerale dopo la disidratazione. I due fotogrammi non sono so- 
vrapponibili presentando notevoli differenze, tanto nella posizione, quanto 
nella intensitd delle righe d’interferenza. Da questa osservazione, sia pure 
semplicemente qualitativa, si deduce che le due sostanze non presentano 
lo stesso tipo strutturale. 

Questo fatto & a favore dell’ipotesi che l’acqua nella tremolite sia acqua 
di costituzione, ed ¢ in contrasto con quanto Allen e Clement hanno dedotto 
dalle loro osservazioni sulla curva di disidratazione e sulle proprieta ottiche , 
che il minerale presenta dopo la perdita dell’acqua. 


(1) E. T. ALLEN e J. K. Crement, The réle of water in Tremolite and certain other 
minerals, « Am. Jour. Sci », XXVI [4], 102 (1908). 


Per quanto riguarda la curva di disidratazione, Allen e Clement cosi scri- 
vono: « Tutte le curve » eseguite per quittro tremoliti provenienti da luoghi 
diversi « crescono molto lentamente ed in maniera quasi rettilinea sino a 
quando non sia raggiunto un punto vicino a 850°, dove esse piegano for- 
temente verso |’alto... Le curve appaiono dolci; tuttavia si potrebbe sospet- 
tare che un cosi energico cambiamento nella curvatura indicasse qualche 
brusco cambiamento nelle condizioni fisiche o chimiche del minerale, Co- 
munque le osservazioni ottiche mostrano che la forma cristallina, con quelle 
proprieta ottiche che possono essere quantitativamente misurate - angolo di 
estinzione, indici di rifrazione - rimangono pressoché inalterate », e dopo avere 
notato che per tali ragioni |’acqua « non pud essere chimicamente combinata » , 
concludono che essa «deve essere considerata come disciolta ed il minerale 
come una soluzione solida » ©), Da questo passo, e dall’esame delle curve ri- 
portate nel lavoro di Allen e Clement, appare evidente che i due autori avreb- 
bero considerato una parte almeno dell’acqua contenuta nel minerale come’ 
acqua di costituzione, se non avessero tenuto conto delle osservazioni ottiche. 

Anche per la tremolite del Monte Spinosa, non ¢ possibile distinguere 
al microscopio il minerale naturale da quello disidratato, ma, come hanno 
recentemente notato per il berillo lo Zambonini ed il Caglioti, «il fatto 
di conservare le proprieta ottiche... dopo la disidratazione, non puo inter- 
pretarsi senz’altro come una proyva che l’acqua eliminata non apparteneva 
alla costituzione del minerale »@. A questa conclusione i due autori sono 
stati tratti da alcuni esempi molto convincenti. « Bastera ricordare - essi 
scrivono - la brucite, studiata assai bene dal Rinne e dal Westphal, i 
quali hanno dimostrato che quel minerale, che & drossido di magnesio tri- 
gonale, pud perdere tutta |’acqua, conservando sempre, fino a disidrata- 
zione completa, il carattere ottico uniassico. Le stesse miche, come ha 
mostrato Brun, ed é stato confermato da altri studiosi, possono venire disi- 
dratate, senza che le proprieti ottiche siano modificate in modo essenziale ». 

Sono certamente desiderabili nuove e pit complete ricerche sull’argo- 
mento, ma nel complesso mi sembra che l’acqua nella tremolite possa essere 
considerata come acqua di costituzione, e cid in perfetto accordo con la 
formula di Gossner, Kunitz e Warren. 


Zoologia. — Riproduzione sperimentale di un quadro anatomo-patologico 
simile a quello del panno tracomatoso umano. Nota di A. Busacca, presentata 


dal Socio G. Levi. 
Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 
(1) E. T. ALLEN e J. CLEMENT, op. cit., pp. 107-109. 


(2) F. Zamponini e V. Cactiori, Ricerche chimiche sulla rosterite di San Piero in 
Campo (Isola d’ Elba) ¢ sui berilli in generale « Gazzetta chim. It.», LVIII, 143 (1928). 
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